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Décroîs  et  Traités  internationaux,  toute  contrefaçon,  soit  du  texte,  soit  des 
gravures,  ou  toute  traduction  faite  au  mépris  de  leurs  droits. 

Le  dépôt  legal  de  cet  Ouvrage  a été  fait  à Paris,  cl  toutes  les  formalités  pres- 
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PRÉFACE. 


Pendant  plus  de  vingt-cinq  ans  j’ai  cherché  à résoudre 
ce  problème  : Rédiger  des  Eléments  de  Géométrie  (*)  en 
suivant  un  ordre  tel,  qu'il  soit  reconnu  comme  le  meilleur 
et  qu’il  finisse  par  être  généralement  adopté;  et  je  viens 
soumettre  au  jugement  des  personnes  compétentes  le 
résultat  de  mes  efforts. 

Cet  Ouvrage  comprend  d’abord  les  Éléments  de  Géomé- 
trie proprement  dits,  puis  des  Notes  qui  se  rattachent  aux 
différentes  parties  du  texte  par  des  numéros  de  renvoi, 
en  sorte  qu’on  peut  étudier  le  texte  seul  ou  étudier  à la 
fois  le  texte  et  les  Notes.  Mais  dans  ma  pensée,  il  est 
bien  entendu  que  l’ordre  suivi  dans  le  texte  est  la  seule 
ehose  qui  me  semble  devoir  rester  imariable  : quant  aux 
matières  qui  y sont  contenues  ou  qui  s’y  rattachent,  il  est 
clair  qu’elles  peuvent  être  modifiées  dans  les  détails  et 
qu’elles  sont  susceptibles  de  réduction  ou  d’extension; 
du  reste,  je  le  comprends  si  bien,  qu’en  rédigeant  ces 
Éléments  j’en  ai  rédigé  en  même  temps  un  Abrégé. 

Dans  quelques-unes  des  Notes  (**)  j’indique  comment 


(•)  l’ar  Éléments  itc  Géométrie  on  entend  ordinairement  un  recueil 
méthodique  contenant  : t"  les  propriétés  les  plus  simples  et  les  plus 
usuelles  des  figures  planes,  composées  de  lignes  droites  et  de  circonfé- 
rences de  cercle,  des  figures  dans  l’espace,  composées  de  lignes  droites 
et  do  plans,  et  enfin  des  trois  corps  ronds;  1"  des  problèmes  fondamen- 
taux relatifs  à la  construction  de  ces  figures  et  à la  mesure,  des  grandeurs 
qu'elles  déterminent. 

(**)  Voir  Notes  9,  te,  15,  27,  32,  45,  51. 

Éléments . b 
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j’ai  été  conduit,  tantôt  à suivre  simplement  mes  devan- 
ciers, tantôt  à introduire  telle-  ou  telle  modification  eu 
opposition  avec  les  usages  reçus;  j’ai  l’intention  d’entrer 
un  jour  dans  plus  de  détails  à ce  sujet  et  de  mettre  en 
lumière  les  principes  qui  m’ont  servi  de  guides  dans  la 
composition  de  cet  Ouvrage. 

Je  me  suis  surtout  inspiré  d’un  mode  particulier  de 
classification  qui  consiste  : i°  à distinguer  avec  soin  les 
différents  problèmes  fondamentaux  qui  doivent  faire 
partie  des  Éléments  de  Géométrie  et  qui  se  divisent  en 
problèmes  graphiques  ou  de  construction  et  en  problèmes 
relatifs  ausc  mesures;  2°  à ranger  tous  ces  problèmes  à la 
suite  les  uns  des  autres  suivant  l’ordre  de  leurs  dépen- 
dances; 3°  à intercaler  après  chaque  problème  les  théo- 
rèmes qui  deviennent  nécessaires  pour  la  démonstration 
du  problème  suivant. 

Seulement,  dans  la  rédaction  définitive,  j’ai  cru  devoir 
me  conformer  à l’usage  en  remplaçant  un  certain  nom- 
bre de  problèmes  par  des  théorèmes.  Par  exemple,  à ces 
deux  problèmes  : 

Trouver  la  mesure  d'un  triangle  ; 

Par  un  point  donné,  mener  un  plan  perpendiculaire  à 
une  droite  donnée  ; 

j’ai  substitué  les  deux  théorèmes  suivants  : 

Un  triangle  a pour  mesure  la  moitié  du  produit  de  sa 
base  par  sa  hauteur; 

Par  un  point  on  peut  mener  un  plan  perpendiculaire  à 
une  droite  et  l’on  rien  peut  mener  qu'un. 

Ce  mode  de  classification,  dont  le  principe  essentiel 
est  de  subordonner  l’emploi  des  théorèmes  à la  démons- 
tration des  problèmes  fondamentaux,  me  semble  d’une 
utilité  incontestable  dans  les  Éléments  de  Géométrie. 
Ainsi,  en  parcourant  cet  Ouvrage,  on  pourra  recon- 
naître : que  les  propositions  y sont,  en  général,  mieux 
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enchaînées  qu’elles  ne  l’étaient  jusqu’ici;  que,  loin  de 
compliquer  les  démonstrations,  je  les  ai  plutôt  simpli- 
fiées; que,  dans  la  théorie  des  perpendiculaires  et  dans 
celle  des  parallèles,  on  peut,  par  un  point  donné,  mener 
une  perpendiculaire  à une  droite  donnée  et  une  parallèle  à 
une  droite  donnée,  sans  être  obligé  de  démontrer  d’abord 
la  possibilité  de  résoudre  ces  problèmes,  comme  on  le 
fait  ordinairement;  et  enfin,  que  j’arrive  naturellement 
à satisfaire  à Tune  des  premières  conditions  que  doit 
remplir  tout  ouvrage  élémentaire,  en  allant  du  simple  au 
composé,  du  facile  au  difficile. 

L’ordre  suivi  dans  ces  Éléments  procure  aussi,  dans  les 
limites  du  possible,  le  moyen  de  construire  exactement, 
avec  la  règle  et  le  compas,  les  figures  données  par  hypo- 
thèse dans  les  différentes  propositions,  et  de  vérifier,  soit 
la  conclusion  de  chaque  théorème,  immédiatement  après 
qu’il  a été  démontré,  soit  la  solution  de  chaque  problème, 
du  moment  qu’il  a été  résolu.  De  cette  manière,  je  fais 
voir  comment  la  Géométrie  présente,  jusqu’à  un  certain 
point,  le  double  caractère  de  science  purement  ration- 
nelle et  de  science  expérimentale. 

Ce  simple  exposé  suffira,  je  pense,  pour  faire  ressortir 
les  avantages  de  l’ordre  que  j’ai  adopté  et  je  me  conten- 
terai de  renvoyer  à la  table  des  matières  les  lecteurs  qui 
désireraient  plus  de  développements. 

Si  cet  Ouvrage  peut  faciliter  aux  jeunes  gens  les  abords 
de  la  Géométrie  et  leur  inspirer  du  goût  pour  une  science 
qui  a été  cultivée  par  les  hommes  Tes  plus  éminents,  je 
serai  très-heureux  de  leur  avoir  donné  ce  faible  témoi- 
gnage de  la  sincère  affection  que  je  leur  porte.  Si,  au 
contraire,  je  ne  dois  pas  atteindre  le  but  que  j’ai  pour- 
suivi avec  opiniâtreté,  si  mes  efforts  doivent  rester  sté- 
riles, ces  quelques  lignes  font  assez  voir  que  je  me  suis 
livré  à un  travail  consciencieux,  et  j’ose  espérer  que  le 
public  m’excusera  de  lui  offrir  un  livre  de  plus  sur  un 
sujet  qui  semble  avoir  été  épuisé. 

Quoi  qu’il  en  soit,  je  me  plais  à exprimer  ma  vive 
gratitude  à toutes  les  personnes  qui  ont  bien  voulu  m’ai- 
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(1er  de  leurs  conseils  ou  de  leurs  encouragements.  Parmi 
ces  personnes  devait  se  trouver  en  première  ligne 
M.  Prouhet,  répétiteur  à l’École  Polytechnique,  dont  la 
mort  récente  a affligé  ses  nombreux  amis  : je  ne  puis  plus 
lui  serrer  la  main  et  le  remercier;  mais  toute  ma  vie  je 
conserverai  de  son  obligeance  un  pieux  souvenir. 


Pir.nnF.-Fn af» çois  COMPAGNON. 


Paris,  le  i4  octobre  1 8G7 
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Un  axiome  est  une  proposition  évidente  par  elle-même. 
Telles  sont  les  propositions  suivantes  : 

i°  Deux  quantités  égales  à une  troisième  sont  égales  entre 
elles. 

■>.°  Le  tout  est  plus  grand  que  sa  partie. 

3°  Le  tout  est  égal  à la  somme  des  parties  dans  lesquelles  il 
a été  divisé. 

Un  théorème  est  une  proposition  dont  la  vérité  sc  recon- 
naît au  moyen  d'un  raisonnement  appelé  démonstration. 

L’énoncé  d'un  théorème  se  compose  de  deux  parties,  sa- 
voir : de  Y hypothèse,  qui  consiste  en  une  ou  plusieurs  suppo- 
sitions, et  de  la  conclusion,  qui  est  une  conséquence  de  l’hy- 
pothèse. Démontrer  un  théorème,  c’est  déduire  la  conclusion 
de  l’hypothèse  au  moyen  d’autres  propositions  déjà  reconnues 
comme  vraies. 

Un  problème  est  une  question  où  l'on  propose  de  déter- 
miner, au  moyen  de  choses  connues  ou  données,  une  ou  plu- 
sieurs choses  inconnues  qui  doivent  satisfaire  à certaines  con- 
ditions indiquées  par  l’énoncé.  Déterminer  ces  choses  incon- 
nues, c’est  résoudre  le  problème  ou  en  trouver  la  solution. 

Un  lemme  est  une  proposition  qu’on  établit  pour  arriver 
ensuite  à la  démonstration  d'un  théorème  ou  à la  solution  d'un 
problème. 

Un  corollaire  est  une  conséquence  qui  découle  d’une  ou  de 
plusieurs  propositions. 

On  donne  le  nom' de  scolie  à une  remarque  faite  sur  une  ou 
plusieurs  propositions.  Dans  un  scolie  on  peut  aussi  être  con- 
duit à donner  de  nouvelles  définitions,  à démontrer  de  nou- 
veaux théorèmes,  à résoudre  de  nouveaux  problèmes. 

Au  lieu  du  mot  scolie,  nous  emploierons  simplement  le  mot 
remarque. 

Lorsque  deux  propositions  sont  telles,  que  l'hypothèse  et 
la  conclusion  de  la  seconde  soient  respectivement  la  conclu- 
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sion  el  l’hypothèse  de  la  première,  on  dit  que  la  seconde 
proposition  est  la  réciproque  de  la  première,  qui  prend  alors 
le  nom  de  proposition  directe.  Par  exemple,  soit  cette  propo- 
sition : si  A est  égal  à B,  C est  égal  à D;  elle  a pour  réci- 
proque : si  C est  égal  à D,  A est  égal  à B.  Du  reste,  on  voit 
que  la  première  proposition  est  aussi  réciproque  de  la  se- 
conde. 

Lorsque  les  hypothèses  de  deux  propositions  ont  une  partie 
commune,  si  la  seconde  partie  de  l’hypothèse  et  la  conclusion 
de  la  seconde  proposition  sont  respectivement  la  conclusion 
et  la  seconde  partie  de  l'hypothèse  de  la  première  proposi- 
tion, on  dit  encore  que  ces  deux  propositions  sont  réciproques 
l’une  de  l'autre.  Par  exemple,  soit  cette  proposition  : si  A est 
égal  à B et  que  C soit  plus  grand  que  D,  E sera  plus  grand 
que  F;  elle  a pour  réciproque  : si  A est  égal  à B et  que  E soit 
plus  grand  que  F,  C sera  plus  grand  que  1).- 

Deux  propositions  sont  dites  contraires,  lorsqu’elles  ont  à la 
fois  une  hypothèse  contraire  et  une  conclusion  contraire.  Soit 
la  proposition  : si  A est  égal  d B,  C est  égal  à D;  elle  a pour 
proposition  contraire  : si  A n’est  pas  égal  d B,  C n’est  pas 
égal  à D. 

Observation.  — Lorsqu’une  proposition  directe  et  ia  proposition  con- 
traire sont  vraies,  on  peut  conclure  que  leurs  réciproques  le  sont  aussi; 
de  même,  lorsqu'une  proposition  directe  et  sa  réciproque  sont  démon- 
trées, on  peut  conclure  leurs  propositions  contraires. 

Pour  exprimer  que  deux  grandeurs  ou  deux  quantités  A 
et  B sont  égales,  on  écrit  A = B.  Le  signe  placé  entre  A et  B 
se  prononce  : égale  ou  est  égal  à,  et  quelquefois  égal  à.  Deux 
quantités  égales  séparées  par  ce  signe  forment  une  égalité. 

Pour  exprimer  que  A est  plus  grand  que  B,  on  écrit  : A > B, 
et  pour  exprimer  que  A est  plus  petit  que  B,  on  écrit  : A < B. 
Le  premier  de  ces  signes  se  prononce  : plus  grand  que,  et  le 
second,  plus  petit  que.  Deux  quantités  inégales  séparées  par 
l’un  de  ces  signes  forment  une  inégalité. 

Le  mot  relation  s’emploie  souvent  pour  désigner,  soit  une 
égalité,  soit  une  inégalité. 

On  indique  la  somme  de  deux  quantités  A et  B par  A ■+■  B, 
leur  différence  par  A — B,  leur  produit  par  A x B,  etc. 

On  dit  qu'une  quantité  est  variable,  lorsqu'elle  passe  succes- 
sivement par  plusieurs  étals  de  grandeur. 

On  appelle  limite  d’une  quantité  variable  une  quantité  fixe 
dont  la  première  approche  indéfiniment;  c’est-à-dire  de  telle 
sorte,  que  la  différence  entre  ces  deux  quantités  puisse  de- 
venir plus  petite  que  toute  quantité  donnée,  sans  devenir  ja- 
mais nulle. 
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Observation.  — Pour  fixer  les  idées  relativement  à ces  deux  dernières 

définitions,  considérons  la  quantité  ou  l'expression  1 + dans  laquelle 

on  suppose  que  x désigne  successivement  les  nombres  entiers  i,  a,  3,...  ; 

alors  - est  une  quantité  variable  dont  les  valeurs  î-f-  -> 

x la 

i +5'"'  vonl  constamment  en  décroissant  et  qui  s’approchent  de  plus 

en  plus  de  P unité. 

D’ailleurs,  la  différence  entre  i -f-  ^ et  Y unité  peut  devenir  moindre 
que  tout  nombre  donné;  car,  pour  que  cette  différence  soit  moindre  que 
— ^ i par  exemple,  il  suffit  de  donner  à x une  valeur  plus  grande  que 

iooo.  Donc  la  quantité  variable  i + ^ a pour  limite  inférieure  le 
nombre  i. 

On  verrait  de  môme  que  la  quantité  variable  i — devient  de  plus  en 

plus  grande,  à mesure  qu'on  donne  à x des  valeurs  entières  de  plus  en 
plus  grandes,  et  qu’elle  a pour  limite  supérieure  le  nombre  i. 

Lorsqu’une  quantité  variable  peut  croître  au  delà  de  toute 
limite,  on  dit  qu’elle  peut  devenir  infiniment  grande ; et, 
lorsqu’elle  peut  décroître  au  delà  de  toute  limite,  on  dit 
qu’elle  peut  devenir  infiniment  petite,  ou  qu'elle  a pour  limite 
zéro. 

Remarque . — Nous  ajouterons  que  la  Géométrie  emprunte 
aussi  à la  science  des  nombres  quelques  principes  tels  que 
ceux-ci,  par  exemple  : 

i°  On  peut  ajouter  ou  retrancher  aux  deux  membres  d'une 
égalité  la  même  quantité,  sans  que  l'égalité  cesse  d’exister. 

i°  On  peut  ajouter  ou  retrancher  aux  deux  membres  d’une 
inégalité  la  même  quantité,  sans  que  l'inégalité  cesse  d’exister 
dans  le  même  sens. 
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GÉOMÉTRIE 


INTRODUCTION 


§ I".  - NOTIONS  F.T  DÉFINITIONS. 

Définition  de  la  Géométrie. 

1.  On  appelle  étendue  ou  volume  d’un  cobps  la  portion  de 
l’espacb  que  ce  corps  occupe;  et  on  appelle  simplement  éten- 
due ou  volume  une  portion  quelconque  de  l’espace,  limitée  de 
toutes  parts. 

Une  portion  de  l'espace,  limitée  de  toutes  parts,  porte  aussi 
quelquefois  le  nom  de  solide. 

2 La  limite  qui  sépare  un  volume  du  reste  de  l’espace  s'ap- 
pelle surface. 

3.  Une  ligne  est  la  limite  d'une  portion  de  surface,  ou  la 
limite  commune  à deux  portions  d’une  même  surface. 

k.  Les  extrémités  d’une  portion  de  ligne  sont  des  points. 
^ On  désigne  un  point  particulier  par  une  lettre 

— ■—  placée  à côté  de  ce  point.  Par  exemple,  on  dit  : 

le  point  A,  le  point  R. 

Remarque.  — On  rattache  ainsi  la  notion  ou  l’idée  de  sur- 
face à celle  de  volume,  la  notion  de  ligne  à celle  de  surface  et 
la  notion  du  point  à celle  de  la  ligne.  Mais  on  doit  s’habituer  à 
concevoir  isolément  les  surfaces,  les  lignes  et  les  points. 

5.  On  donne  le  nom  commun  de  figure  à une  ligne,  à une 
surface,  à un  volume.  Un  ensemble  quelconque  de  points,  de 
lignes,  de  surfaces,  de  volumes  est  encore  une  figure. 

Deux  figures  sont  égales,  lorsqu'on  peut  les  placer  l’une  sur 
l'autre  de  manière  que  tous  leurs  points  coïncident. 

Éléments.  1 
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6.  Les  lignes  sont  des  grandeurs  de  même  espèce;  il  en  est 
de  même  des  surfaces  et  des  volumes. 

7.  La  Géométrie  est  la  science  de  l’étendue. 

On  s’y  propose  : i°  de  connaître  les  propriétés  de  différentes 
figures;  2°  d’apprendre  à construire  ces  figures  et  à mesurer 
les  grandeurs  qu'elles  déterminent. 


Ligne  droite.  — Ligne  brisée.  — Ligne  courbe. 

8.  La  notion  de  In  ligne  droite  s’acquiert  par  l’usage. 

Ainsi  l’arête  d’une  règle  bien  dressée  peut  donner  l’idée 
d’une  ligne  droite;  il  en  est  de  même  d’un  fil  flexible,  dont 
l’extrémité  supérieure  est  fixe  et  qui  est  tendu  par  un  corps 
attaché  à son  extrémité  inférieure. 

Au  lieu  de  dire  : une  ligne  droite,  on  dit  souvent:  une  droite. 

Axiome  I*r.  Par  deux  points  donnés , on  peut  toujours  me- 
ner une  ligne  droite. 

Axiojie  II.  Par  deux  points  donnés,  on  ne  peut  mener  qu  une 
seule  ligne  droite  ; ou,  en  d’autres  termes,  deux  droites,  qui 
ont  deux  points  communs,  coïncident  l’une  avec  l'autre  et  ne 
forment  qu’une  seule  et  même  ligne  droite. 

Axiome  III.  La  droite  qui  joint  deux  points  A et  B est  la 
ligne  la  plus  courte  qu’on  puisse  mener 

J • entre  ces  deux  points ; ou,  en  d’autre^ 

termes,  la  ligne  droite  AB  est  le  plus 
court  chemin  d’un  point  A à un  autre  B. 

La  droite,  considérée  comme  grandeur,  prend  souvent  le 
nom  de  longueur.  On  dit  aussi  qu'elle  est  la  distance  des  deux 
points  entre  lesquels  elle  est  menée. 

Toute  droite  finie  AB  peut  être  regardée  comme  une  por- 

, . lion  d’une  droite  indéfinie  xy, 

A bv  et  celte  droite  indéfinie  est  la 

direction  de  AB. 


9.  On  appelle  ligne  brisée  une  ligne  ABCDE  composée  de 

lignes  droites  qui  n’ont  pas  toutes 
la  même  direction.  Les  droites 
AB,  BC,  CD,  DE,  sont  les  côtés  de 
la  ligne  brisée. 


/ 


\ 


V 

R 


10.  Une  figure  est  dite  rectiligne,  lorsqu’elle  n’est  composée 
que  de  lignes  droites. 

11.  Toute  ligne  qui  n’est  ni  droite  ni  brisée  est  une  ligne  t 
courbe. 
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Plan.  — Surface  courbe. 

12.  Le  plan  est  une  surface  telle,  qu’en  menant  par  deux 
quelconques  de  ses  points  une  droite,  cette  droite  est  con- 
tenue tout  entière  dans  la  surface.  Ainsi 
la  droite  AB,  passant  par  deux  points 
quelconques  A et  B du  plan  MN,  est 
contenue  tout  entière  dans  ce  plan  ; il 
en  est  de  même  de  la  droite  CD  qui 

passe  par  les  points  C et  D du  plan. 

La  surface  supérieure  d’un  liquide  en  repos  dans  un  vase, 
la  surface  supérieure  d’une  table,  celle  d’une  feuille  de  papier 
appliquée  sur  celte  table  et  bien  tendue,  sont  sensiblement 
des  portions  de  plans,  et,  si  on  conçoit  ces  surfaces  prolongées 
indéfiniment  dans  tous  les  sens,  on  arrivera  facilement  à l’idée 
du  plan. 

13.  Toute  surface  qui  n’est  ni  plane,  ni  composée  de  sur- 
faces planes,  est  une  surface  courbe. 

14.  Une  figure  est  plane,  lorsque  tous  ses  points  peuvent 
être  contenus  dans  un  même  plan,  line  ligne  brisée,  par  exem- 
ple, peut  être  ou  ne  pas  être  une  figure  plane. 

15.  On  appelle  Géométrie  plane  la  partie  de  la  Géométrie 
où  l’on  s'occupe  de  figures  tracées  sur  un  même  plan,  et  Géo- 
métrie de  l'espace  celle  où  l’on  s’occupe  de  figures  qui  ne 
sont  pas  planes. 

16.  Remarque.  — Deux  plans,  qui  ont  trois  points  com- 
muns, non  en  ligne  droite,  coïncident  l’un  avec  l’autre  et  ne 
forment  qu’un  seul  et  même  plan. 

Nous  renverrons  au  n°  299  pour  la  démonstration  de  cette 
proposition,  qu’on  pourrait,  du  reste,  regarder  comme  évi- 
dente. 

Ligne  brisée  convexe. 

17.  Une  ligne  brisée  plane  ABCDE  est  convexe  si,  en  prolon- 
geant l’une  quelconque  des  droites 
qui  la  composent,  la  ligne  brisée  est 
située  tout  entière  d’un  même  côté 
de  cette  droite.  Une  ligne  brisée, 
composée  de  deux  droites,  est  essen- 
tiellement convexe. 

18.  Remarque  I.  — Une  ligne  brisée 
convexe  ne  peut  elle  coupée  par  une  droite  en  plus  de  deux 
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points.  Car,  si  elle  était  coupée  par  une  droite  xy  en  trois 

points  A,  B,  C,  le  point  intermé- 
/°  diaire  B appartiendrait  nécessaire- 

/ ment  à un  côté,  tel  que  DE,  qui 

•j — j / - -♦ — ÿ rencontrerait  xy  au  point  B,  et 

/E  alors  le  point  A et  le  point  C se- 

raient situés  de  part  et  d’autre  du 
côté  DE,  ce  qui  est  contraire  à la  définition  d’une  ligne  brisée 
convexe. 

19.  Remarque  II.  — Si  deux  lignes  brisées  planes  ABCD, 
AEFD,  non  fermées,  ont  les  mêmes 
extrémités  A,  D,  et  que  la  première 
soit  située  tout  entière  entre  la 
seconde  et  la  droite  AD,  on  dit 
que  la  première  est  enveloppée  par 
la  seconde. 


Circonférence. 


20.  La  circonférence  est  une  ligne  courbe  plane  dont  tous 
les  points  sont  également  distants  d’un  point  intérieur,  qu'on 
appelle  centre. 

Le  cercle  est  la  portion  de  plan  limitée  par  la  circonférence. 
(Par  cercle  on  entend  quelquefois  la  circonférence;  mais  nous 
éviterons,  autant  que  possible,  de  donner  au  mot  cercle  cette 
signification.  ) 

21.  Toute  droite  OA,  menée  du  centre  O 
à un  point  de  la  circonférence,  est  un  rayon; 
toute  droite  AB,  qui  passe  par  le  centre  et 
se  termine  à deux  points  de  la  circonfé- 
rence, est  un  diamètre. 


Remarque  I. — Tous  les  rayons  de  la  circonférence  sont 
égaux,  en  vertu  de  la  définition  de  cette  courbe;  et  tous  les 
diamètres  sont  aussi  égaux,  comme  étant  doubles  du  rayon. 


Remarque  II.  — Une  circonférence  ne  peut  avoir  qu'un 
centre.  Car,  si  elle  en  avait  deux,  on  pourrait  mener  un  dia- 
mètre par  les  deux  centres,  et  chacun  de  ces  centres  devrait 
être  le  milieu  de  ce  diamètre,  ce  qui  est  évidemment  impos- 
sible. 


Remarque  III.  — Deux  circonférences,  qui  ont  le  même 
rayon,  sont  égales.  Car,  si  on  les  porte  l’une  sur  l’autre,  de 
manière  que  leurs  centres  se  confondent,  tous  les  rayons  de 
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ces  circonférences  coïncideront  deux  à deux,  et,  par  consé- 
quent, tout  point  de  l’une  des  circonférences  coïncidera  avec 
un  point  de  l’autre. 

Réciproquement,  lorsque  deux  circonférences  sont  égales, 
elles  ont  le  même  rayon.  Car,  si  on  fait  coïncider  ces  deux 
circonférences,  elles  auront  le  même  centre,  d'après  la  re- 
marque II  ci-dessus,  et,  par  suite,  le  même  rayon. 

22.  Deux  circonférences,  qui  ont  le  même  centre  et  des 
rayons  différents,  sont  dites  concentriques. 

23.  Un  arc  est  une  portion  quelconque  de  la  circonférence. 
La  droite  AC,  qui  joint  les  extrémités  d’un  arc  AMC,  est  la 
corde  qui  sous-tend  cet  arc. 


24.  Dans  la  Géométrie  plane,  on  appelle  lieu  géométrique  ou 
lieu  une  ligne  dont  tous  les  points  jouissent  d’une  même  pro- 
priété, à l’exclusion  de  tous  les  autres  points  du  plan. 

Par  exemple,  en  désignant  par  R le  rayon  de  la  circonfé- 
rence AMN,  la  distance  de  tout  point  A de  cette  circonférence 
au  centre  O sera  égale  à R.  De  plus,  si  un 
point  B est  dans  l’intérieur  de  la  circon- 
férence, on  aura  la  distance  OB<R,  et, 
si  un  point  C est  à l’extérieur,  on  aura 
OC>  R. 

Donc  la  circonférence  AMN  est  ie  lieu 
géométrique  des  points  dont  les  distan- 
ces au  point  0 sont  égales  à R.  . 


S II.  - DE  LA  RÈGLE  ET  DU  COMPAS.  - DIVISION 
DE  L’OUVRAGE. 

25.  Pour  tracer  des  lignes  droites  sur  le  papier,  on  se  sert 
de  la  règle,  et  on  emploie  le  compas  pour  décrire  des  circon- 
férences et  des  arcs. 

Ces  deux  instruments  suffisent  d'ailleurs  pour  construire 
toutes  les  figures  planes  de  la  Géométrie  élémentaire  ; car  ces 
ligures  doivent  se  composer  exclusivement  de  droites  et  de 
circonférences. 

26.  Nous  diviserons  ces  éléments  en  huit  Livres.  Les  quatre 
premiers  se  rapporteront  à la  Géométrie  plane,  et  les  quatre 
autres  à la  Géométrie  de  l’espace.  [Note  i.] 
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LIVRE  PREMIER. 

CONSTRUCTION  DES  FIGURES  LES  PLUS  SIMPLES  ET 
LEURS  PROPRIÉTÉS  LES  PLUS  ÉLÉMENTAIRES. 


CHAPITRE  I. 

CONSÉQUENCES  LES  PLUS  IMMÉDIATES  DES  PROPRIÉTÉS  DE  LA 
LIGNE  DROITE  ET  DE  LA  DÉFINITION  DE  LA  CIRCONFÉRENCE. 

s l,r.  - DE  LA  LIGNE  DROITE  ET  DE  LA  LIGNE  BRISÉE. 

Problème  I. 

27.  Trouver  la  somme  de  deux  droites  AB,  CD. 

Pour  cola  je  irace  une  droite  indéfinie  Ex,  et  du  point  E 

comme  centre,  avec  un  rayon 

égal  à AB,  je  décris  un  arc 

c*  •"  , qui  coupe  Ex  au  point  F;  de 

Ê ;r  te  ï même,  du  point  F comme  centre, 

avec  un  rayon  égal  à CD,  je  dé- 
cris un  autre  arc  qui  coupe  Fj  au  point  tî,  et  la  droite  EG 
est  la  somme  demandée. 

CarEG  se  compose  de  deux  parties  EF,  FG,  respectivement 
égales  aux  droites  données  AB,  CD. 

Remarque. — On  trouvera  de  même  la  somme  d’autant  de 
droites  qu’on  voudra,  ou  bien  une  droite  double,  triple,  etc., 
d’une  droite  donnée. 


Problème  il. 

28.  Trouver  la  différence  de  deux  droites  AB,  CD. 

Je  trace  une  droite  indéfinie  Ex,  et  du  point  E comme 
centre,  avec  un  rayon  égal  à AB,  je  décris  un  arc  qui  coupe  Ex 

au  point  F ; de  même,  du  point  F 

a • * comine  centre, avec  un  rayon  égal 

c*  ' *D  à CD,  je  décris  un  autre  arc  qui 

*k  ‘c  mk  x coupe  FE  au  point  G,  et  la  droite 

EG  est  la  différence  demandée. 
Car  EG  est  le  reste  qu’on  obtient  en  retranchant  de  la 
droite  EF,  qui  est  égale  à Ali,  la  droite  FG,  qui  est  égale  à CD. 
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B 


Théorème  I. 


29.  Une, ligne  brisée,  composée  de  deux  côtés,  est  plus  pe- 
tite que  toute  autre  ligne  brisée  qui  l'enveloppe , et  qui  est 
terminée  aux  mêmes  extrémités. 

Soit  la  ligne  brisée  ABC  et  supposons  qu’elle  soit  enve- 
loppée par  la  ligne  brisée  ADC  qui  se  termine  aux  mêmes  ex- 
trémités A,  C;  je  dis  qu’on  aura 

AB  -4-  BC  < AD  4-  DC. 

Pour  le  démontrer  je  prolonge  le 
côté  AB  jusqu’à  la  rencontre  de  la 
ligne  enveloppante,  au  point  E;  alors 
la  droite  AE,  qui  est  le  plus  court 
chemin  du  point  A au  point  E,  est  plus  petite  que  la  ligne 
brisée  ADE  et  on  a l’inégalité 


de  même  on  a 


AB  + BE  AD  -4-  DE  ; 
BC  < BE  -4-  EC. 


Ajoutant,  membre  à membre,  ces  deux  inégalités  qui  ont 
lieu  dans  le  même  sens,  on  aura  encore  une  inégalité  dans  le 
même  sens;  ainsi  on  a 

AB  4-  BE  -+-  BC  < AD  -l-  DE  BE  -4-  EC. 

, Mais  on  peut  retrancher  aux  deux  membres  d’une  inégalité 
la  même  quantité  sans  que  l’inégalité  cesse  d’exister  dans  le 
même  sens;  donc,  si  on  retranche  aux  deux  membres  le  terme 
commun  BE,  il  viendra 


AB  h-  BC  < AD  -4-  DE  -4-  EC 
ou  bien  AB  -t-  BC  < AD  -4-  DC, 

ce  qu’il  fallait  démontrer.  [Note  a.] 

Remarque.  — Ce  théorème  n’est  qu’un  cas  particulier  de 
cette  proposition  : 

L ne  ligne  brisée  convexe  ABCD  est  plus  petite  que  toute 
autre  ligne  brisée  AEFD  qui  l'en- 
veloppe, et  qui  est  terminée  aux 
mêmes  extrémités. 

Pour  la  démontrer  on  prolonge 
les  côtés  AB,  BC,  jusqu’à  la  ren- 
contre de  la  ligne  enveloppante,  aux  points  G,  H,  et  on  a 
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successivement  : 

AB  -|-  BG  < AE  + EG, 

BC  -+-  CH  < BG  -t-  GF  + FH, 

CD  < CH -t- HD. 

Ajoutant  membre  à membre  ces  inégalités  qui  ont  lieu 
dans  le  môme  sens,  supprimant  les  termes  BG,  CH,  qui  se- 
ront communs  aux  deux  membres  de  la  nouvelle  inégalité, 
et  remarquant  que  EG  + GF  = EF,  que  FH-4-HD  = FD,  il 
vient 

AB BC  + CD  < AE -t- EF -4- FD. 


Tuéorè.rb  II. 

30.  D'un  point  à une  droite  on  ne  peut  pas  mener  trois 
droites  égales. 

Soit  une  droite  indéfinie  xy  et  supposons  que  du  point  A 
on  mène  à xy  les  droites  AB,  AC,  AD;  je  dis  que  ces  droites 
ne  sont  pas  égales  entre  elles. 

En  effet,  concevons  qu’on  fasse 
tourner  la  figure  ABCD  autour  de  la 
droite  BD,  de  manière  à l’appliquer 
sur  la  portion  de  plan  qui  est  au- 
dessous  de  xy;  alors  le  point  A tom- 
bera en  un  certain  point  E et  on  aura 

EB  = AB,  EC  = AC,  ED  = AD. 

Maintenant  faisons  tourner  de  nouveau  la  figure  ABCD  au- 
tour de  BD,  jusqu’à  ce  qu’elle  reprenne  sa  position  primitive, 
et  menons  la  droite  AE;  on  aura,  en  vertu  du  théorème  pré- 
cédent, 

AC  +-CE<AB+BE; 

donc  la  droite  AC,  moitié  de  AC -H  CE,  est  moindre  que  AB, 
moitié  de  AB-+-BE.  Donc  le  théorème  est  démontré. 


K 


Remarque.  — 


Si  l’une  des  droites,  AC  par  exemple,  et  son 
rabattement  CE  étaient  en  ligne  droite, 
on  aurait  immédiatement 

AC-+-CE<AB-+-BE 

~~f  et,  par  suite, 

AC<  AB. 


Corollaire.  — On  voit  qu’en  menant 
R du  point  A à la  droite  xy  trois  droites 

que’conques  AB,  AC,  AD,  la  droite  intermédiaire  AC  sera 
toujours  au  moins  plus  petite  que  l’une  des  deux  autres. 


Digitized  by  Google 


IO 


GÉOMÉTRIE  PLANE.  LIVRE  I. 


§ II.  - DE  LA  PLUS  PETITE  ET  DE  LA  PLUS  GRANDE  DROITE 
QU'ON  PUISSE  MENER  D'UN  POINT  A UNE  CIRCONFÉRENCE. 

Théorème  1. 

31.  Une  ligne  droite  et  une  circonférence  ne  peuvent  pas 
avoir  plus  de  deux  points  communs. 

Car,  si  une  droite  xy  et  une  circonférence  0 avaient  trois 
points  communs  A,  B,  C,  on  pourrait  du 
centre  0 mènera  la  droite  .rj*  trois  droites 
égales  OA,  OB,  OC,  ce  qui  est  impossible. 

Remarque.  — Lorsqu’une  droite  xy 
rencontre  une  circonférence  O en  deux 
points  A et  B,  on  peut  concevoir  qu’on  fasse  tourner  cette 

droite  autour  du  point  A,  de  ma- 
nière que  le  second  point  d'inter- 
section se  rapproche  de  plus  en 
plus  du  point  A et  qu’il  vienne 
enfin  se  confondre  avec  A ; alors  la 
droite  xy,  dans  cette  dernière  posi- 
tion, sera  la  droite  AE,  par  exemple, 
et  elle  n’aura  plus  qu’un  point  com- 
mun avec  la  circonférence.  Ainsi, 
lorsqu'une  droite  rencontre  une  circonférence,  elle  la  ren- 
contre en  deux  points  ou  en  un  seul  point. 

Définition. — Une  ligne  courbe  est  dite  convexe,  lorsqu’on 
peut  mener  par  chacun  de  ses  points  une  droite  qui  laisse  la 
courbe  tout  entière  d’un  même  côté.  Donc,  d’après  la  re- 
marque précédente,  la  circonférence  est  une  courbe  convexe. 

Tiiéorémé  II. 

petite  et  la  plus  grande  droite  qu'on  puisse 
mener  d’un  jioint  à une  circonférence  sont  si- 
tuées toutes  les  deux  sur  la  droite  qui  passe  par 
le  point  et  par  le  centre  de  la  circonférence. 
Nous  distinguerons  trois  cas  : 
i"  Soit  le  point  A situé  hors  de  la  circon- 
férence. I'ar  ce  point  et  le  centre  je  fais  pas- 
ser une  droite  qui  coupe  la  circonférence  aux 
points  B,  C,  et  je  dis  d’abord  que  la  droite  AB 
est  plus  petite  que  toute  autre  droite  AU, 
menée  du  point  A à h circonférence. 


32.  La  plus 


A 
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» 

Car,  en  tirant  le  rayon  OD,  on  a 

AB  4-  BO  < AD  -4-  DO  ; 
mais  BO  = DO,  donc  on  aura  aussi 


AB  < AD. 

Maintenant  je  dis  que  la  droite  AC  est  plus  grande  que  toute 
autre  droite  AE,  menée  du  point  A à la  circonférence  O. 

Car,  en  tirant  le  rayon  OE,  la  ligne  brisée  AOE  est  plus 
grande  que  la  droite  AE;  donc  on  a 

AO  4-  OE  > AE  ; 

d'ailleurs  OE  = OC,  donc  on  a aussi 

AO+OC>  AE 
ou  AC>  AE. 


2"  Soit  le  point  A situé  entre  la  circonférence  et  le  centre  O. 
Par  le  point  A et  le  centre  je  fais  passer  une  droite  qui  coupe 
la  circonférence  aux  points  B,  C,  et  d’abord  la 
droite  AB  est  plus  petite  que  AD.  Car  on  a 


E\ 


OD<OA-+-  AD; 

remplaçant  OD  par  OB  ou  par  OA- 
vient 

OA -b  AB  < OA  4-  AD 
ou  AB  < AD. 


AB,  il 


De  plus  la  droite  AC  est  plus  grande  que  toute  autre 
droite  AE.  Car  on  a,  comme  dans  le  premier  cas, 


AO 

AO 


ou 


OE>  AE, 
OC  > AE 
AC  > AE. 


3°  Enfin,  soit  le  point  A pris  sur  la  circonférence.  Si  par  ce 
point  et  le  centre  on  fait  encore  passer  une  droite  qui  coupe 
la  circonférence  aux  points  A et  B,  la  plus  pe- 
* * tile  droite,  menée  du  point  A à la  circonfé- 

rence, est  nulle. 

Quant  à la  plus  grande,  c’est  le  diamètre  AB. 
Car  on  a 

AO  -b  OC  > AC, 

AO  OB  > AC 
ou  AB>AC. 

Remarque  I.  — Si  le  point  A se  confondait  avec  le  centre, 
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il  n’y  aurait  ni  plus  petite,  ni  plus  grande  droite  allant  du 
point  à la  circonférence. 

Remarque  11.  — II  résulte  du  troisième  cas  que  de  ns  un 
cercle  toute  corde  AC  est  plus  petite  que  le  diamètre  A ï. 

Définition.  — Parmi  les  distances  d’un  point  aux  différents 
points  d’une  circonférence,  la  plus  petite  est  particulièrement 
appelée  distance  du  point  à la  circonférence. 

Tüéorése  III. 

33.  D’un  point  A,  pris  hors  d'une  circonférence  0,  on  ne 
peut  pas  mener  à cette  circonférence  trois  droites  égales,  AB, 
AC,  AD. 

Pour  le  démontrer  je  mène  la  droite  indéfinie  AO,  et  je  dis 
que  les  deux  droites  AB,  AC,  situées;  d’un 
même  côté  de  AO,  sont  inégales. 

Car,  en  tirant  les  rayons  OB,  OC,  la  ligne 
brisée  ACO  est  plus  petite  que  la  ligne  brisée 
ABO  ; donc  on  a 

AC-f-CO<AB-f-BO; 

mais  CO  =.  BO,  donc  on  a aussi 

AC<  AB. 

Il  peut  arriver  que  la  droite  AC,  placée  entre  AB  et  AO,  tra- 
verse la  circonférence  et  coupe  le  rayon  OB  au  point  E ; dans 
ce  cas  on  a 

AE  4" EB AB; 

mais  EB  est  la  plus  petite  distance  du  point  E 
à la  circonférence  ; donc,  en  remplaçant  EB  par 
EC,  on  aura  à plus  forte  raison 

AE-t-EC>AB 
ou  AC  > AB. 

— La  proposition  est  encore  vraie,  lorsque  le 
point  A est  situé  sur  la  circonférence  ou  bien 
entre  la  circonférence  et  le  centre. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  point  A soit 
pris  entre  la  circonférence  et  lecentreO,  on  aura 

AE  EB  > AB 
et,  à fortiori,  AE  -I-  EC  > AB 
ou  AC>AB. 

Remarque  II.  — Si  le  point  A se  confondait  avec  le  centre. 


* 
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il  esl  clair  qu’on  pourrait  mener  üe  ce  point  à la  circon- 
férence une  infinité  de  droites  égales. 

Théorème  IV. 

34.  Deux  circonférences  ne  peuvent  pas  avoir  plus  de  deux 
points  communs,  sans  coïncider  l’une  avec  l'autre. 

Car,  si  deux  circonférences  0,  0'  (*),  qui  ne  coïncident  pas 
l’une  avec  l’autre,  avaient  trois  points  com- 
muns A,  B,  C,  on  pourrait  du  centre  0 mener 
à la  circonférence  0'  trois  droites  égales  OA, 
OB,  OC,  ce  qui  est  impossible. 

Remarque.  — On  a vu  dans  le  théorème 
précédent  que  deux  droites  OA,  OB,  menées 
du  point  O à la  circonférence  0',  du  même 
côté  de  la  droite  00',  étaient  inégales.  Donc, 
lorsque  deux  circonférences  0,  0',  se  rencon- 
trent en  deux  points  X et  C,  les  rayons  OA, 
OC,  et,  par  suite,  les  points  communs  A,  C,  sont  situés  de  part 
et  d’autre  de  la  droite  qui  passe  par  les  deux  centres. 


(•)  Une  leitre  O,  avec  un  accent,  se  prononce  O prime;  avec  deux  accents, 
elle  se  prononcerait  O seconde  ; avec  trois,  O tierce;  etc. 
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CHAPITRE  II. 

DES  POSITIONS  RELATIVES  DE  DEUX  CIRCONFÉRENCES.  — 
DÉPENDANCE  MUTUELLE  DES  ARCS  ET  DES  CORDES. 


§ I".  - DES  POSITIONS  RELATIVES  DE  DEUX  CIRCONFÉRENCES. 


Définitions. 

35.  On  dit  que  deux  circonférences  sont  tangentes,  lors- 
qu’elles n'ont  qu'un  point  commun.  Ce  point  s'appelle  point 
de  contact. 


36.  Deux  circonférences  ne  peuvent  avoir,  l'une  par  rap- 
port à l’autre,  que  cinq  positions  distinctes.  Elles  sont  : 

i°  Tangentes  extérieurement,  lorsqu'elles  ont  un  point  com- 
mun et  que  tous  les  autres  points  de  chacune  sont  en  dehors 
de  l'autre; 

a°  Extérieures  Tune  à l’autre , si  chacune  a tous  ses  points 
en  dehors  de  l’autre; 

3°  Tangentes  intérieurement,  lorsqu’elles  ont  un  point 
commun,  et  que  tous  les  autres  points  de  l'une  sont  dans  Pir.- 
térieur  de  l’autre  ; 

4°  Intérieures  Tune  à l'autre,  si  tous  les  points  de  l’une 
sont  situés  dans  l’intérieur  de  l’autre; 

5°  Sécantes,  lorsqu’elles  ont  deux  points  communs. 


TlIÉORliJIF.  1. 

37.  Lorsque  la  distance  des  centres  de  deux  circonférences 
est  égale  à la  somme  de  leurs  rayons,  ces  circonférences  sont 
tangentes  extérieurement. 

Soient  une  circonférence  0 et  un  rayon  OA.  Je  prolonge  OA 

^ ^ d’une  longueur  quelconque  AO',  et  du 

point  O'  comme  centre,  avec  O'A  pour 
_ Nj  rayon,  je  décris  une  seconde  circon- 

<>’  ' férence;  alors  la  distance  des  centres 

y v' — 00'  est  égale  à la  somme  des  rayons 
' OA  -+-  O'A,  et  je  dis  que  les  circonfé- 

rences 0,  0'  sont  tangentes  extérieurement. 

En  effet,  le  point  A est  commun  aux  deux  circonfé- 
rences; d'ailleurs,  le  rayon  OA  est  la  plus  petite  droite  qu’on 
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puisse  mener  du  point  O à la  circonférence  0'  ; donc  tous  les 
points  de  cette  dernière  circonférence,  autres  que  le  point  A, 
sont  situés  hors  de  la  circonférence  0.  On  verrait  de  même 
que  tous  les  points  de  la  circonférence  0,  autres  que  le  point  A, 
sont  situés  hors  de  la  circonférence  0'.  Donc  les  deux  circon- 
férences sont  tangentes  extérieurement. 

Remarque.  — Réciproquement,  si  Jeux  circonférences  0,  0' 
sont  tangentes  extérieurement,  au  point  A,  la  distance,  des 
centres  est  égale  à la  somme  des  rayons. 

Car  tous  les  points  de  la  circonférence  0',  autres  que  le 
point  A,  étant  extérieurs  à la  circonférence  0,  le  rayon  OA  est 
la  plus  petite  droite  qu’on  puisse  mener  du  point  0 à la  cir- 
conférence 0';  donc  le  rayon  OA  prolongé  doit  passer  par  le 
centre  0',  et  on  a 

00'  = OA  +-  O'A. 

Théorème  II. 

38.  Lorsque  la  distance  des  centres  de  deux  circonférences 
est  plus  grande  que  la  somme  de  leurs  rayons,  ces  circonfé- 
rences sont  extérieures  l’une  à l'autre. 

Soient  une  circonférence  0 et  un  rayon  OA.  Je  prolonge  OA 
d’une  longueur  quelconque  AO',  et 
du  point  0'  comme  centre,  avec  un 
rayon  0'B<;0'A,  je  décris  une 
seconde  circonférence;  alors  la  dis- 
tance des  centres  00'  est  plus 
grande  que  la  somme  des  rayons 
OA-é-O'B,  et  je  dis  que  les  circonférences  0,  0',  sont  exté- 
rieures l’une  à l’autre. 

En  effet,  le  point  B est  extérieur  à la  circonférence  0 ; 
d’ailleurs  OB  est  la  plus  petite  droite  qu’on  puisse  mener  du 
point  0 à la  circonférence  0';  donc  tous  les  points  de  cette 
dernière  circonférence  sont  situés  hors  de  la  circonférence  0. 
On  verrait  de  même  que  tous  les  points  de  la  circonférence  0 
sont  situés  hors  de  la  circonférence  0'.  Donc  les  deux  circon- 
férences sont  extérieures  l’une  à l’autre. 

Remarque.  — Réciproquement,  si  deux  circonférences  0,  0' 
sont  extérieures  l’une  à l’autre,  la  distance  des  centres  est 
plus  grande  que  la  somme  des  rayons. 

Car  la  droite  00'  coupe  la  première  circonférence  au  point  A 
et  la  seconde  au  point  B,  et  on  a évidemment 

00'  > OA  4-  O^. 
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Théorème  III. 

39.  Lorsque  la  distance  des  centres  de  deux  circonférences 
est  égale  à la  différence  de  leurs  rayons,  ces  circonférences 
sont  tangentes  intérieurement. 

Soient  une  circonférence  0 et  un  rayon  OA.  Je  prends  sur  AO 
une  longueur  AO',  et  du  point  O'  comme 
centre,  avec  O'A  pour  rayon,  je  décris  une 
seconde  circonférence  ; alors  la  distance 
des  centres  00'  est  égale  à la  différence 
des  rayons  OA  — O'A,  et  je  dis  que  les  cir- 
conférences 0,  O'  sont  tangentes  intérieu- 
rement. 

En  effet,  le  point  A est  commun  aux  deux  circonfé- 
rences; d’ailleurs,  le  rayon  OA  est  la  plus  grande  droite  qu’on 
puisse  mener  du  point  0 à la  circonférence  0'  ; donc  tous  les 
points  de  celte  dernière  circonférence,  autres  que  le  point  A, 
sont  situés  dans  l’intérieur  de  la  circonférence  0.  Donc  les 
deux  circonférences  sont  tangentes  intérieurement. 

Remarque  l.  — Réciproquement,  si  deux  circonférences  O, 
0'  sont  tangentes  intérieurement,  au  point  A,  la  distance  des 
centres  est  égale  à la  différence  des  rayons. 

Car  tous  les  points  de  la  circonférence  0',  autres  que  le 
point  A,  étant  situés  dans  l’intérieur  de  la  circonférence  O,  le 
rayon  OA  est  la  plus  grande  droite  qu’on  puisse  mener  du 
point  0 à la  circonférence  0'  ; donc  le  rayon  OA  doit  passer 
par  le  centre  0',  et  on  a 

00'  = OA— O'A. 

Remarque  II.  — Lorsque  deux  circonférences  soni  tan- 
gentes, soit  extérieurement,  soit  intérieurement,  les  deux 
centres  et  le  point  de  contact  sont  en  ligne  droite. 

Théorème  IV. 

40.  Lorsque  la  distance  des  centres  de  deux  circonférences 
est  plus  petite  que  la  différence  de  leurs  rayons,  ces  circonfé- 
rences sont  intérieures  l'une  à f autre. 

Soient  une  circonférence  0 et  un  rayon  OA.  Je  prends  sur 
AO  une  longueur  AO'  et  du  point  0'  comme  centre,  avec  un 
rayon  O'B  <0'A,  je  décris  une  seconde  circonférence;  alors 
la  distance  des  centres  00'  est  plus  petite  que  la  différence 
des  rayons  OA  — O'B,  et  je  dis  que  les  circonférences  0,  O', 
sont  intérieures  l’une  à l’autre. 
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En  effet,  le  point  B est  situé  dans  l'intérieur  de  la  circon- 
férence O;  d’ailleurs  O B est  la  plus  grande 
droite  qu’on  puisse  mener  du  point  O à la 
circonférence  O';  donc  tous  les  points  de 
cette  dernière  circonférence  sont  situés  dan; 
l’intérieur  de  la  circonférence  O.  Donc  le; 
deux  circonférences  sont  intérieures  l’une  à 
l’autre. 


Remarque.  — Réciproquement,  si  deux  circonférences  O,  O', 
sont  intérieures  l’une  à l’autre,  la  distance  des  centres  est  plut 
petite  que  la  différence  des  rayons. 

Car  la  droite  00'  prolongée  coupe  la  première  circonférence 
au  point  A et  la  seconde  au  point  B,  et  la  différence  des 
rayons  OA  — O’  B = 00'  AB  ; donc  on  a 

00'<0A  — O'B. 


Théorème  V. 

41.  Lorsque  la  distance  des  centres  de  deux  circonférences 
est  plus  petite  que  la  somme  de  leurs  rayons  et  en  même  temps 
plus  grande  que  leur  différence , ces  deux  circonférences  se 
coupent. 

Car,  si  elles  étaient  tangentes  extérieurement  ou  exté- 
rieures l’une  à l’autre,  la  distance  des  centres  serait  égale  à la 
sômme  des  rayons  ou  plus  grande  que  cette  somme,  ce  qui 
est  contraire  à la  première  partie  de  l’hypothèse;  et,  si  elles 
étaient  tangentes  intérieurement  ou  intérieures  l’une  à l’autre, 
la  distance  des  centres  serait  égale  à la  différence  des  rayons 
ou  plus  petite  que  cette  différence,  ce  qui  est  contraire  à la 
seconde  partie  de  l'hypothèse. 

Ainsi,  les  deux  circonférences  ne  peuvent  avoir  aucune 
des  quatre  positions  qu’on  vient  de  considérer;  donc  ces  cir- 
conférences se  coupent. 

Remarque.  — Réciproquement,  si  deux  circonférences  se 
coupent,  la  distance  des  centres  est  plus  petite  que  la  somme 
des  rayons  et  en  même  temps  plus  grande  que  leur  différence. 

D’abord,  si  deux  circonférences  se  coupent,  la  distance  des 
centres  est  plus  petite  que  la  somme  des  rayons.  Car  si  elle 
était  égale  à la  somme  des  rayons  ou  plus  grande  que  celte 
somme,  les  deux  circonférences  seraient  tangentes  extérieu- 
rement ou  extérieures  l’une  à l’autre,  ce  qui  est  contre  l’hy- 
pothèse. 

De  plus,  la  distance  des  centres  doit  être  plus  grande  que 
la  différence  des  rayons.  Car  si  elle  était  égale  à la  différence 
des  rayons  ou  plus  petite  que  cette  différence,  les  deux  cir- 

Éléments.  ^ 
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conférences  seraient  tangentes  intérieurement  ou  intérieures 
l’une  à l’autre,  ce  qui  est  encore  contre  l’hypothèse. 

Donc  la  proposition  est  démontrée.  [Notes  3 et  4*] 

§ II.  — DÉPENDANCE  MUTUELLE  DES  ARCS  ET  DES  CORDES. 

Théorème  I. 

4-2.  Tout  diamètre  AB  divise  la  circonférence  et  le  cercle  en 
deux  parties  égales. 

Car,  si  on  fait  tourner  autour  de  AB  la  portion  de  cercle 
AOBC  de  manière  à l’appliquer  sur  AOBD,  un 
point  de  l'arc  ACB  ne  peut  tomber  hors  de 
l’arc  ADB,  en  E par  exemple,  sans  quoi  les 
deux  rayons  OE,  OF,  seraient  inégaux,  ce 
qui  est  contraire  à la  définition  de  la  cir- 
conférence. Donc  les  deux  arcs  ACB,  ADB, 
coïncideront,  donc  ils  sont  égaux. 

Donc  les  portions  de  cercle  AOBC,  AOBD,  sont  aussi  égales. 

Remarque.  — Une  corde  AB  divise  la  circonférence  O en 
deux  parties,  et,  si  on  mène  le  diamètre  AC, 
on  voit  que  ces  deux  parties  AMB,  ACB 
sont,  l’une  plus  petite,  et  l’autre  plus  grande 
qu’une  demi-circonférence.  Lorsqu’il  sera 
question  de  l’arc  sous-tendu  par  une  cer- 
taine corde,  il  s’agira  toujours  de  l’arc 
moindre  qu’une  demi-circonférence , à moins  qu’on  n’ex- 
prime le  contraire. 

Théorème  U. 

43.  Si,  à partir  de  l'une  des  extrémités  d'une  demi-circon- 
férence, on  prend  sur  cette  demi-circonférence  des  arcs  de  plus 
en  plus  grands,  ces  arcs  seront  sous-tendus  par  des  cordes  de 
plus  en  plus  grandes. 

Soient  une  circonférence  O,  un  diamètre  AB,  un  arc  AC  et 
un  autre  arc  AD  plus  grand  que  l’arc  AC;  je  dis  que  la  corde 
AD  est  plus  grande  que  la  corde  AC. 

En  effet,  si  on  mène  le  rayon  OC  qui 
coupe  la  corde  AD  au  point  E,  on  a 

AE  + EC>AC; 

, mais  EC  est  la  plus  petite  droite  qu'on 
puisse  mener  du  point  E à la  circonférence,  et  si  on  rem- 
place EC  par  ED,  on  aura  à plus  forte  raison 

AE  -+-  ED  > AC 
ou  AD>  AC. 


/ 
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Théorème  111. 

44.  Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux,  les 
cordes  égales  sous-tendent  des  arcs  égaux . 

Soient  les  cercles  égaux  0,  0',  et  supposons  que  la  corde  AB 
soit  égale  à la  corde  CD;  je  dis  que  les  arcs  AB,  CD,  sont  égaux. 

Pour  le  démontrer,  je. 
mène  les  diamètres  AE,  CF, 
et  je  porte  le  second  cercle 
sur  le  premier,  de  manière 
que  le  centre  O'  tombe  sur 
le  centre  0 et  que  le  diamè 
tre  CF  prenne  la  direction  de  AE;  alors,  puisque  les  deux  cer- 
cles sont  égaux,  le  point  C tombera  au  point  A,  le  point  F au 
point  E,  et  les  deux  circonférences  coïncideront  parfaitement. 

Maintenant,  le  point  D tombera  sur  le  point  B;  car,  s’il  tom- 
bait sur  un  autre  point  de  l’arc  AB  ou  sur  le  prolongement  de 
cet  arc,  il  s’ensuivrait  que  la  corde  CD  serait  plus  petite  ou 
plus  grande  que  la  corde  AB,  ce  qui  est  contre  l’hypothèse. 

Donc  les  deux  arcs  AB,  CD  coïncideront, 
donc  ils  sont  égaux. 

Remarque.  — Si  les  cordes  égales  AB,  CD, 
sont  dans  le  même  cercle  0,  on  peut  re- 
garder la  corde  CD  comme  appartenant  à un 
second  cercle  qui  coïncide  avec  le  premier, 
et  on  fait  tourner  ce  second  cercle  autour  du  point  0,  jusqu’à 
ce  que  le  demi-cercle  CDF  se  confonde  avec  le  demi-cercle 
ABE;  puis  on  démontre,  comme  dans  le  premier  cas,  que  le 
point  D doit  tomber  au  point  B. 


Théorème  IV. 

45.  Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux,  de  deux 
cordes  inégales  la  plus  grande  sous-tend  le  plus  grand  arc. 

Soient  les  cercles  égaux  O,  0',  et  supposons  que  la  corde  AB 
soit  plus  grande  que  la  corde  CD;  je  dis  que  l’arc  AB  est  plus 

grand  que  l’arc  CD. 

Pour  le  démontrer  je 
mène  les  diamètres  AE, 
CF,  et  je  porte  le  second 
cercle  sur  le  premier,  de 
manière  que  le  centre  O' 
tombe  sur  le  centre  0 et 
que  le  diamètre  CF  prenne  la  direction  de  AE;  alors,  puisque 

a. 
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les  deux  cercles  sont  égaux,  le  point  C tombera  au  point  A, 
le  point  F au  point  E,  et  les  deux  circonférences  coïncideroni 
parfaitement. 

Maintenant  le  point  D tombera  sur  l’arc  AB,  entre  A et  B. 
au  point  I)'  par  exemple;  car,  s’il  tombait  au  point  B ou  sur 
le  prolongement  de  l’arc  AB,  il  s’ensuivrait  que  la  corde  Cl) 
serait  égale  à la  corde  AB  ou  plus  grande  que  celle  corde,  ce 
qui  est  contre  l'hypothèse.  Donc  l’arc  CD  n’est  qu’une  partie 
de  l’arc  AB,  et  par  conséquent  on  a 

arc  AB  > arc  CD. 

Corollaire  /.  — Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles 
égaux,  les  arcs  égaux  sont  sous-tendus  par  des  cordes  égales. 

Car,  si  les  cordes  étaient  inégales,  les  arcs  seraient  inégaux 

Corollaire  II. — Des  deux  théorèmes  précédents  on  peut 
conclure  : que  dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux, 
de  deux  arcs  inégaux  AB,  CI),  le  plus  grand  AB  est  sous-tendu 
par  la  plus  grande  corde  (si  toutefois  les  arcs  dont  il  s'agit  sont 
moindres  qu’une  demi-circonférence).  Car,  si  la  corde  AB 
était  égale  à la  corde  CD  ou  plus  petite  que  cette  corde,  l’arc 
AB  serait  égal  à l’arc  CD  ou  plus  petit  que  cet  arc,  ce  qui  est 
contraire  à l’hypothèse. 

Remarque.  — Si  deux  arcs  sont  l’un  et  l’autre  plus  grands 
qu’une  demi-circonférence,  le  plus  grand  de  ces  arcs  est  sous- 
lendu  par  la  plus  petite  corde. 
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CHAPITRE  III. 

DES  POSITIONS  RELATIVES  DE  DEUX  DROITES.  - TRIANGLES, 
QUADRILATÈRES,  POLYGONES. 


Définitions. 

46.  On  appelle  angle  la  figure  formée  par  deux  droites  AB, 
AC,  qui  partent  d’un  même  point  A.  Ce  point  est  le  sommet 
de  l’angle;  les  droites  AB,  AC,  en  sont  les 
côtés. 

On  désigne  un  angle  isolé  par  la  lettre  du 
sommet.  Ainsi  on  dit  : l’angle  A. 

Lorsque  plusieurs  angles  ont  le  même  som- 
met, on  désigne  chacun  d’eux  par  trois  lettres, 
dont  l'une  est  la  lettre  du  sommet  et  dont  les  deux  autres  in- 
diquent des  points  pris  sur  les  côtés  de  l’angle,  en  ayant  soin 
de  placer  la  lettre  du  sommet  entre  les  deux 
autres. 

47.  On  appelle  angles  adjacents  deux  angles 
BAC,  CAD,  qui  ont  le  même  sommet  A,  un 
côté  commun  AC,  et  qui  sont  situés  de  part  et 
d’autre  de  ce  côté. 

48.  Lorsqu’on  a deux  angles  A,  D,  on  peut  concevoir  qu’on 
porte  le  second  sur  le  premier,  de 
manière  que  le  sommet  D tombe 
sur  le  sommet  A,  et  que  le  côté  DE 
prenne  la  direction  de  AB;  alors,  si 
le  côté  DF  prend  aussi  la  direction 
du  côté  AC,  on  dit  que  les  deux  an- 
gles sont  égaux,  quelle  que  spit  d’ailleurs  la  longueur  de 

chacun  de  leurs  côtés. 

Mais  il  peut  arriver  que  le  côté 
DF  tombe  entre  les  côtés  de  l’angle 
BAC,  sur  AG  par  exemple;  dans 
ce  cas  on  peut  encore  porter  l’an- 
gle D dans  l’angle  GAC  et  ainsi  de 
suite,  s’il  y a lieu,  et  l’angle  BAC 
peut  contenir  l’angle  D un  certain  nombre  de  fois. 

On  est  ainsi  conduit  à regarder  les  angles  comme  des  gran- 
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i leurs  particulières  qui  sont  comparables  entre  elles  comme 
les  autres  grandeurs  de  même  espèce. 

49.  Lorsqu’on  a deux  angles  adjacents 
BAC.  CAD,  l’angle  BAD  est  la  somme  des 
angles  BAC,  CAD,  et  l’angle  BAC  est  la  diffé- 
rence des  angles  BAD,  CAD. 

50.  La  droite  qui  divise  un  angle  en  deux 
parties  égales  est  dite  la  bissectrice  de  cet  angle. 

51 .  On  appelle  angle  au  centre  tout  angle  qui  a pour  sommet 
le  centre  d’une  circonférence. 


52.  Deux  angles  sont  dits  opposés  au  sommet,  lorsque  les 
côtés  de  l’un  sont  les  prolongements  des  côtés  de  l’autre. 

53.  Un  polygone  est  une  portion  de  plan  ABCDE  terminée 
de  toutes  parts  par  des  droites. 

Les  droites  AB,  BC,  CD,  etc.,  forment  en- 
semble le  contour  ou  le  périmètre  du  poly- 
gone, et  chacune  d’elles  est  un  côté  de  ce 
polygone. 

Les  angles  ABC,  BCD,  etc.,  formés  par  les 
côtés,  sont  les  angles  du  polygone,  et  les 
points  A,  B,  C,  etc.,  en  sont  les  sommets.  Deux  angles  EAB, 
BCD,  par  exemple,  qui  ne  sont  pas  adjacents  à un  même  côté, 
sont  des  angles  opposés. 

54.  On  appelle  diagonale  d’un  polygone  toute  droite,  telle 
que  AC,  qui  joint  les  sommets  de  deux  angles  opposés. 


55.  Le  plus  simple  des  polygones  est  celui  de  trois  côtés  ou 
le  triangle.  Celui  de  quatre  côtés  s’appelle  quadrilatère  ; celui 
de  cinq,  pentagone  ; celui  de  six,  hexagone.  Viennent  en- 
suite Y heptagone,  Voctogone,  Yennéagone,  le  décagone.  Yen- 
décagone,  le  dodécagone.  Au  delà  on  dit  : un  polygone  de  1 3, 
de  i4  côtés,  etc.;  excepté  pour  celui  de  i5  côtés,  qu’on  ap- 
pelle pentédécagone. 


56.  Un  polygone  est  convexe,  lorsque  son  contour  est  une 


4 


ligne  brisée  convexe. 

Tout  triangle  ABC  est  un 
polygone  convexe;  mais  les 
autres  polygones  peuvent  être 
ou  convexes  ou  concaves.  Par 
exemple,  ABCD  est  un  quadri- 
latère concave. 


Remarque.  — Il  ne  sera  question,  parla  suite,  que  de  poly- 
gones convexes,  à moins  qu’on  n’indique  le  contraire. 
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§ I".  - ANGLES. 


Théorème  I. 

57.  Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux , les  an- 
gles au  centre,  qui  interceptent  des  arcs  égaux,  sont  égaux; 
et  de  deux  angles  au  centre,  qui  interceptent  des  arcs  iné- 
gaux, le  plus  grand  est  celui  qui  intercepte  le  plus  grand  arc. 

i"  Soient  les  cercles  égaux  0,  0',  et  supposons  que  l’arc 
AB  soit  égal  à l’arc  CD;  je  dis  que  les  angles  AOB,  CO'D,  sont 

égaux. 

En  effet,  si  on  porte  le  se- 
cond cercle  sur  le  premier, 
de  manière  que  le  centre  0' 
tombe  sur  le  centre  0,  et  si 
on  fait  tourner  le  cercle  0'  au- 
tour du  point  0 jusqu’à  ce  que 
l’arc  CD  coïncide  avec  son  égal  AB,  les  angles  AOB,  CO'D,  se 
confondront;  donc  ils  sont  égaux. 

2“  Soit  l’arc  AE  plus  grand  que  l’arc  CD;  je  dis  que  l’angle 
AOE  est  plus  grand  que  l’angle  CO'D. 

Car,  en  prenant  l’arc  AB  égal  à l’arc  CD,  l’angle  AOB  sera 
égal  à l’angle  CO'D  : or,  l’angle  total  AOE  est  plus  grand  que  sa 
partie  AOB;  donc  on  a aussi 

angle  AOE  > CO'D. 

Corollaire.  — Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles 
égaux,  les  angles  au  centre  égaux  AOB,  CO'D,  interceptent 
des  arcs  égaux.  Car,  si  ces  arcs  étaient  inégaux,  les  angles  le 
seraient  pareillement. 

Si  un  angle  au  centre  AOE  est  plus  grand  qu'un  autre 
angle  au  centre  CO'D,  on  a aussi  l’arc  AE>CD.  Car,  si  l’on 
avait  AE  = CD  ou  AE<CD,  on  aurait  de  même  l’angle 
AOE  = CO'D  ou  l’angle  AOE < CO'D,  ce  qui  est  contraire  à 
l’hypothèse. 

Problème. 

58.  Par  l’extrémité  A d’une  droite  Sx,  mener  une  seconde 
droite  qui  fasse  avec  la  première  un  angle  égal  à un  angle 
donné  a (*). 

Pour  cela,  du  sommet  de  l’angle  a comme  centre,  avec  un 


(*)  Lorsqu’on  emploie  à la  fois  une  grande  lettre  A et  une  petite  lettre  a, 
la  première  se  prononce  grand  A,  et  la  seconde  petit  a. 
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rayon  quelconque,  je  décris  un  arc  qui  coupe  les  côtés  de  cet 
angle  aux  points  b,  c,  et  du  point  A comme  centre,  avec  le 
même  rayon,  je  décris  un  arc  indéfini  By;  ensuite,  du  point  B 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à la  corde  bc,  je  décris  un 

troisième  arc  qui  coupe  Br 
au  point  C,  et  je  mène  la 
droite  AC,  qui  formera  avec 
Sx  l'angle  A égal  à l'an- 
gle a. 

Car  les  arcs  bc,  BC,  sont 
décrits  avec  le  même  rayon,  et  de  plus  ils  sont  égaux,  comme 
étant  sous-tendus  par  des  cordes  égales;  donc  on  a 


K — a. 


Remarque.  ■ 


Au  moyen  de  ce  problème  il  est  facile  de 
construire  un  angle  qui  soit  la  somme  ou  la 
différence  de  deux  angles  donnés. 

Par  exemple,  s’il  s’agit  de  faire  la  somme 
de  deux  angles,  on  fera  l'angle  AOB  égal  au 
premier  angle  donné,  puis  l'angle  BOC  égal 
au  second,  et  l’angle  AOC  sera  la  somme 


demandée.  [Note  5.] 


Théorème  II. 


59.  Lorsque  deux  droites  AB,  CD,  se  coupent,  les  angles 
CEB,  AED,  opposés  ait  sommet,  sont  égaux. 

En  effet,  si  du  point  E comme  centre,  avec  un  rayon  quel- 
conque, on  décrit  une  circonférence  qui 
coupe  les  droites  AB,  CD,  aux  points  F, 
G,  H,  K,  les  deux  demi-circonférences 
FGH,  GFK,  sont  égales,  et,  si  de  cha- 
cune on  retranche  la  partie  commune  FG, 
on  aura  l’arc  GH  égal  à l’arc  FE.  Mais 
dans  le  même  cercle  les  arcs  égaux  sont 
interceptés  par  des  angles  au  centre 
’ égaux;  donc  l’angle  GEH  = FEK. 

On  démontrerait  de  même  que  les  angles  AEC,  DEB,  sont 
égaux. 


Corollaire.  — Si  d'un  point  E,  pris  sur  une  droite  AB,  on 
mène  de  part  et  d’autre  de  AB  deux  droites  EC,  ED,  de  telle 
sorte  que  deux  angles  non  adjacents  CEB,  AED,  soient  égaux, 
l'une  de  ces  dernières  droites  sera  le  prolongement  de  l'autre. 

Car  le  prolongement  de  CE,  au  delà  du  point  E,  doit  former 
avec  EA  un  angle  égal  à l’angle  CEB;  donc  ce  prolongement 
se  confondra  avec  ED. 
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§ II.  - PERPENDICULAIRES  ET  OBLIQUES. 

Définitions. 

60.  Lorsqu’une  droite  CD  en  rencontre  une  autre  AB,  de 
manière  à faire  avec  celle-ci  deux  angles  adjacents  CDA,  CDB, 
,c  égaux  entre  eux,  on  dit  que  la  première  est 

perpendiculaire  sur  la  seconde.  Le  point  de 
rencontre  D est  le  pied  de  la  perpendiculaire. 

a d b 61.  Une  droite  CD  qui  en  rencontre  une 
autre  AB  et  qui  ne  lui  est  pas  perpendiculaire  est  oblique 
sur  celle  autre.  Le  point  de  rencontre  D est 
/c  le  pied  de  l’oblique. 

/ 

-k ù ^ 62.  Chacun  des  deux  angles,  formés  par 

une  droite  perpendiculaire  à une  autre, 
s’appelle  angle  droit.  Souvent,  pour  abréger,  au  lieu  de  dire 
un  angle  droit,  on  dit  simplement  un  droit. 

Observation.  — Lorsqu'une  droite  est  perpendiculaire  à une  autre  et 
qu’elle  la  divise  en  deux  parties  égales,  on  dit  que  la  première  droite  est 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  secomle. 


Perpendiculaire  et  obliques  élevées  sur  une  droite , d’un  point 
pris  sur  cette  droite.  — Division  d’une  droite  et  d’un  angle  en 
deux  parties  égales. 

Théorème  I. 

63.  Lorsque  deux  circonférences  O,  O',  se  coupent,  la  ligne 
des  centres  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  corde  com- 
mune AB.  (Pour  abréger,  on  appelle  souvent 
ligne  des  centres  la  droite  indéfinie  qui  passe 
par  les  centres  O,  O'.) 

En  effet,  si  on  fait  tourner  ensemble,  au- 
tour de  00',  les  deux  demi-circonférences  qui 
se  coupent  au  point  B,  jusqu’à  ce  qu’elles 
s’appliquent  sur  les  deux  autres,  le  point  B 
devra  tomber  à la  fois  sur  chacune  des  demi- 
circonférences  qui  se  coupent  au  point  A,  et 
par  conséquent  le  point  B tombera  au  point  A. 
Donc  l’angle  OCB  coïncidera  avec  l’angle  OCA, 
et  la  droite  CB  avec  la  droite  CA;  donc  00'  est  perpendicu- 
laire sur  le  milieu  de  AB. 

Remarque. — Les  angles  ACx,  BC/  sont  égaux  comme  oppo- 
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ses  au  sommet,  et  il  en  est  de  même  des  angles  BCr,  AC  r; 
donc  les  quatre  angles  formés  autour  du  point  C sont  égaux 
entre  eux.  Donc,  si  une  droite  xy  est  perpendiculaire  à une 
autre  AB,  réciproquement  cette  autre  est  perpendiculaire  à 
la  première. 

Donc  aussi,  lorsqu'une  droite  est  oblique  à une  autre,  cette 
autre  est  oblique  à la  première.  Car,  si  la  seconde  droite  était 
perpendiculaire  à la  première,  celle-ci  le  serait  à la  seconde, 
ce  qui  serait  contraire  à l'hypothèse. 


Problème  1. 

G4.  Élever  une  perpendiculaire  sur  le  milieu  d’une  droite 
donnée  AB. 

Des  extrémités  A et  B comme  centres,  avec  des  rayons  égaux 
et  plus  grands  chacun  que  la  moitié  de  AB,  je  décris  deux  cir- 
conférences, et,  comme  la  distance  de  leurs 
centres  est  moindre  que  la  somme  de  leurs 
rayons  et  plus  grande  que  leur  différence, 
ces  circonférences  se  couperont  en  deux 
points  C et  D (41);  ensuite  je  mène  la  droite 
CD,  qui  coupe  AB  au  point  E,  et  je  dis  que 
CD  est  la  perpendiculaire  demandée. 

Car  les  deux  points  C et  D,  étant  chacun 
également  distants  des  points  A et  B,  peu- 
vent être  considérés  comme  les  centres  de 
deux  circonférences  qui  auraient  pour  rayons  CA,  DA,  et  qui 
passeraient  par  les  extrémités  de  AB.  Donc  AB  est  une  corde 
commune  à ces  circonférences  et  CD  est  la  droite  qui  passe 
par  leurs  centres;  donc  CD  est  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  AB. 

Remarque.  — Ordinairement,  au  lieu  de  décrire  les  deux  cir- 
conférences qui  ont  pour  centres  A et  B,  on  décrit  seulement 
deux  arcs  de  l’une,  en  dessus  et  en  dessous  de  AB,  puis  deux 
arcs  de  l’autre,  qui  coupent  les  premiers  aux  points  C et  D. 

Après  avoir  décrit  avec  le  même  rayon  les  deux  arcs  qui 
se  coupent  au  point  C,  on  peut  décrire  avec  un  autre  rayon 
deux  arcs  qui  se  couperaient  en  un  point  D,  et  on  verrait 
comme  ci-dessus  que  la  droite  CD  est  encore  perpendicu- 
laire sur  le  milieu  de  AB.  Ainsi,  lorsque  deux  points  d’une 
droite  sont  également  distants  des  extrémités  d’une  autre 
droite,  la  première  droite  est  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  la  seconde. 
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Problêmb  II. 

65.  Diviser  une  droite  AB  en  deux  parties  égales. 

Pour  cela  on  élève  une  perpendiculaire 

CD  sur  le  milieu  de  AB  et  on  a 

AE  = EB. 

Démarqué.  — On  diviserait  de  même 
chaque  moitié  de  AB  en  deux  parties  éga- 
les, et  ainsi  de  suite;  on  peut  donc  diviser 
AB  en  2,  4,  8,  16,  etc.,  parties  égales. 

ThCorèxe  II. 

66.  Si  du  milieu  C d'une  droite  AD  on  élève  sur  cette  droite 
une  perpendiculaire  CD, 

i°  Tout  point  de  la  perpendiculaire  est  également  distant 
des  extrémités  de  la  droite  AB; 

2°  Tout  point  situé  hors  de  ta  perpendiculaire  est  inégale- 
ment distant  des  mêmes  extrémités. 

i°  Soit  le  point  E pris  sur  CD  ; je  dis  que  EA  = EB. 

En  effet,  si  on  fait  tourner,  autour  de  la  perpendiculaire  EC, 
p le  triangle  ECB  jusqu'à  ce  qu’il  s'applique 

r sur  le  triangle  ECA,  l'angle  ECB  coïncidera 
F.  avec  son  égal  ECA,  et,  comme  CB  = CA,  le 

point  B tombera  sur  le  point  A;  donc  les 

; — F deux  triangles  coïncideront  parfaitement, 

et  par  conséquent  EA  = EB. 

• 2°  Soit  ie  point  F situé  hors  de  la  per- 
pendiculaire ; je  dis  qu’on  aura  FB<FA. 

Car  la  droite  FB  est  plus  petite  que  la  ligne  brisée  FE  4-  EB  ; 
mais  EB  = EA,  donc  on  a 

FB  < FE  4-  EA 

ou  FB  < FA. 

Corollaire  I.  — De  l'égalité  des  deux  triangles  ECA,  ECB, 
on  peut  conclure  celle  des  angles  EAC,  EBC,  et  celle  des 
angles  CEA,  CEB.  Donc,  si  on  élève  sur  le  milieu  d’une  droite 
une  perpendiculaire,  les  deux  droites  menées  d'un  point  de  la 
perpendiculaire  aux  extrémités  de  la  première  droite  font 
avec  celle-ci  des  angles  égaux,  et  de  plus  la  perpendiculaire 
est  la  bissectrice  de  l’angle  formé  par  ces  deux  droites. 

L’angle  total  FBA  est  plus  grand  que  sa  partie  EBA,  donc  il 
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esl  aussi  plus  grand  ipie  l'angle  FAB.  Donc  les  droites  menées 
aux  extrémités  de  AB,  d’un  point  F extérieur  à la  perpen- 
diculaire CD,  font  avec  AB  des  angles  inégaux. 

Corollaire  //. — On  sait  qu’en  Géométrie  plane  on  appelle 
lieu  géométrique,  ou  lieu,  une  ligne  dont  tous  les  points  jouis- 
sent d’une  même  propriété,  à l’exclusion  de  tous  les  autres 
points  du  plan  (24). 

Donc  ta  perpendiculaire  CD,  élevée  sur  le  milieu  d 'une 
droite  AB,  est  le  lieu  géométrique  des  points  également  dis- 
tants des  extrémités  de  cette  droite. 

De  même,  cette  perpendiculaire  est  le  lieu  des  points  tels, 
qu’en  les  joignant  aux  extrémités  de  AB  par  deux  droites,  ces 
droites  forment  avec  AB  des  angles  égaux. 

Remarque.  — Lorsque  deux  droites,  EA,  EB,  font  avec  une 
troisième  droite  AB  des  angles  égaux,  on  dit  que  ces  deux 
droites  sont  également  inclinées  sur  la  troisième.  Les  droites 
FA,  FB  sont  inégalement  inclinées  sur  AB,  et  celle  qui  fait 
avec  AB  le  plus  petit  angle  esl  la  plus  inclinée  sur  celte  droite. 

Problème  III. 

67.  Diviser  un  angle  A en  deux  parties  égales. 

Sur  les  côtés  de  l'angle  je  prends  AB=  AC  et  je  détermine 
un  point  quelconque  D également  distant  des 
points  B etC;  alors  la  droite  AD  divisera  l’angle 
A en  deux  parties  égales. 

Car  les  deux  points  A et  D sont  chacun  à 
égale  distance  des  extrémités  de  la  droite  BC  ; 
donc  AD  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de 
BC,  et  par  conséquent  elle  est  la  bissectrice  de 
l’angle  BAC. 

Remarque.  — Au  moyen  de  ce  problème  on  peut  diviser 
l’angle  A en  i,  8,  16,  etc.,  parties  égales. 

Problème  IV. 

68.  D’un  point  A,  pris  sur  une  droite  ry,  élever  une  per- 
pendiculaire à cette  droite. 

Sur  xy,  je  prends  AB  = AC  et  je  déler- 
4 n mine  un  point  quelconque  D,  également 

distant  des  points  B et  C;  alors  AD  est 
la  perpendiculaire  demandée. 

I _ Car  les  deux  points  A et  D sont  chacun 

c y à égale  distance  des  extrémités  de  la 
droite  BC;  donc  AI)  est  perpendiculaire  sur  BC  ou  sur  xj\ 


A 


y r> 

I 
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Remarque.  — La  perpendiculaire  élevée  sur  BC,  du  poinl  A 
milieu  de  cette  droite,  doit  nécessairement  passer  par  le 
point  D (G6);  donc,  d'un  point  A,  pris  sur  une  droite  xy,  on 
ne  peut  élever  qu’une  perpendiculaire  à cette  droite. 


Théorème  III. 

69.  Tous  les  angles  droits  sont  égaux. 

Soient  une  droite  CD  perpendiculaire  à AB  et  une  droite 
GH  perpendiculaire  à EF  ; jî  dis,  par  exemple,  que  l'angle 

droit  DCB  est  égal  à l’angle  droit 
|d  1B  HGF. 

Pour  le  démontrer,  je  porte  la 
figure  EFGI1  sur  la  figure  ABCD, 

^ ^ — u jr c Y de  manière  que  le  point  G tombe 

sur  le  poinl  C et  que  EF  prenne 
la  direction  de  AB;  alors,  comme  du  point  Con  ne  peut  élever 
qu’une  perpendiculaire  à AB,  la  droite  GH  coïncidera  néces- 
sairement avec  CD;  donc  les  deux  angles  DCB,  HGF  sont 
égaux. 

Définitions.  — Un  angle  plus  petit  qu’un  angle  droit  s’ap- 
pelle angle  aigu,  et  tout  angle  plus  grand  qu’un  angle  droit  est 
un  angle  obtus. 

Deux  angles  sont  complémentaires  ou  supplémentaires  selon 
que  leur  somme  est  égale  à un  droit  ou  à deux  droits.  Lorsque 
deux  angles  sont  complémentaires,  on  dit  que  l’un  de  ces 
angles  est  le  complément  de  l’autre,  et,  s’ils  sont  supplémen- 
taires, chacun  des  angles  est  le  supplémeht  de  l'autre. 


Théorème  IV. 

70.  Lorsqu’une  droite  CD  en  rencontre  une  autre  AB,  elle 
forme  avec  celle-ci  deux  angles  adjacents  ACD,  DCB,  dont  la 
somme  est  égale  à deux  droits. 

Car  la  droite  CE  perpendiculaire  sur  AB 
!E  décompose  l’angle  ACD  en  deux  parties  : la 

! /D  première,  ACE,  est  un  anple  droit,  et  la  sc- 

conde,  ECI),  ajoutée  à l’angle  DCB,  forme 

4 c B encore  un  angle  droit  ECB;  donc  les  deux 
angles  ACD,  DCB,  valent  ensemble  deux  droits  ou  sont  sup- 
plémentaires. 

Corollaire  I.  — Si  d’un  point  C,  pris  sur  une  droite  AB,  on 
mine  d'un  même  côté  de  AB  autant  de  droites  qu'on  voudra. 
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CD,  CE,  CF,  In  somme  des  angles  ainsi  formés  est  égale  à deux 
droits. 

Car  on  a l’égalilé 

ÀCD  -1-  DCB  = a droits, 

et  si  on  remplace  ACD  par  la  somme  de  ses  parties,  il  vient 

ACF  -+-  FCE  -|-  ECD  DCB  = i droits. 

Corollaire  II.  — Si  d’un  point  0 on  mène  autant  de  droites 
qu’on  voudra,  OA,  OB,  OC,  OD.  OE,  la 
somme  des  angles  AOB,  BOC,  COD,  DOE, 
EGA,  formés  autour  du  point  O,  est  égale  à 
quatre  droits. 

Car,  si  on  prolonge  AO,  par  exemple,  la 
somme  des  angles  formés  d'un  côté  de  Ar 
est  égale  à deux  droits,  et  il  en  est  de  même 
de  la  somme  des  angles  formés  de  l’autre  côté  de  Ax. 


■ B 


Corollaire  III.  — Si  un  angle  au  centre  AOB  est  droit , il 
intercepte  un  arc  égal  au  quart  de  la  circonférence. 

Car,  si  on  prolonge  les  rayons  AO,  BO,  jusqu'à  la  rencontre 
de  la  circonférence  aux  points  C et  1) , l’angle  AOB  étant 
„ droit,  son  adjacent  BOC  le  sera  pareille- 

ment; donc  AOB  = BOC.  De  là  il  résulte 
que  les  quatre  angles,  formés  autour  du 
point  O,  sont  égaux,  cl  par  conséquent  les 
quatre  arcs  AB,  BC,  CD,  DA,  sont  aussi 
égaux  (57).  Donc  l'arc  AB  est  le  quart  de 
" la  circonférence. 

Réciproquement,  tout  angle  au  centre  qui  intercepterait  un 
quart  de  la  circonférence  O serait  égal  à l’angle  AOB  (57); 
donc  il  serait  droit. 


Théorème  V. 


71.  Si  deux  angles  adjacents  ABC,  CBD,  valent  ensemble 
deux  droits,  leurs  côtés  extérieurs  AB,  BD, 
sont  en  ligne  droite. 

Car  le  prolongement  de  AB,  au  delà  du 
v point  B,  doit  faire  avec  BC  un  angle  égal  au 
supplément  de  ABC;  donc  ce  prolongement  se  confondra 
avec  BD. 
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Perpendiculaire  et  obliques  abaissées  d'un  même  point 
sur  une  droite. 

Problème  I.  • 

72.  D'un  point  A,  pris  hors  d’une  droite  xy,  abaisser  une 
perpendiculaire  sur  cette  droite. 

Du  point  A comme  centre,  avec  un  rayon  suffisamment 
grand,  je  décris  un  arc  qui  coupe  xy  aux 
points  B et  C;  puis  je  détermine  un 
point  quelconque  D également  distant  des 
points  B,  C,  et  je  mène  la  droite  AD  qui 
est  la  perpendiculaire  demandée. 

Car  les  deux  points  A et  D sont  chacun 
à égale  distance  des  extrémités  de  la 
droite  BC  ; donc  AD  est  perpendiculaire  sur  BC  ou  sur  xy. 

Théorème  I. 

73.  D’un  point  A,  pris  hors  d’une  droite  xy,  on  ne  peut 
abaisser  qu’une  perpendiculaire  sur  cette  droite. 

Pour  le  démontrer,  j’abaisse  AB  perpendiculaire  à xy,  et  du 
point  A je  mène  une  autre  droite  quelconque  AC  qui  coupe  xy 
au  point  D,  et  il  s’agit  de  faire  voir  que 
AC  est  oblique  à xy. 

En  effet,  si  on  prolonge  la  perpendi- 
culaire AB  d’une  longueur  BE  égale  à AB 
et  qu'on  mène  la  droite  DE,  la  droite  xy, 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AE, 
sera  la  bissectrice  de  l’angle  ADE.  Ainsi 
l’angle  BDA  est  égal  à l’angle  BDE  : mais 
l’angle  total  BDC  est  plus  grand  que  sa  partie  BDE;  donc  on  a 
aussi  BDC>  BDA  ; donc  la  droite  xy  est  oblique  à AC,  et  réci- 
proquement AC  est  oblique  à xy. 

Remarque.  — Puisque  l’angle  ADB  est  plus  petit  que  son 
adjacent  BDC,  l’angle  ADB  est  aigu.  Donc,  si  d’un  point,  pris 
hors  d’une  droite  xy,  on  abaisse  sur  cette  droite  une  perpen- 
diculaire et  une  oblique,  l'oblique  fait  un  angle  aigu  avec  la 
partie  de  xy  sur  laquelle  tombe  le  pied  de  la  perpendiculaire. 

TnÉORÈMK  II. 

74.  Si  d’un  point,  pris  hors  d’une  droite,  on  abaisse  sur  cette 
droite  une  perpendiculaire  et  différentes  obliques, 

i°  La  perpendiculaire  est  plus  courte  que  toute  oblique  ; 
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a°  Deux  obliques,  qui  s'écartent  également  du  pied  de  la 
perpendiculaire,  sont  égales  ; 

3 ' De  deux  obliques,  qui  s’écartent  inégalement  du  pied  de 
la  perpendiculaire,  celle  qui  s’en  écarte  le  plus  est  la  plus 
grande. 

i°  Soil  la  droite  xy,  et  supposons  que  du  point  A on  abaisse 
sur  celle  droite  la  perpendiculaire  AB 
et  l'oblique  AC;  je  dis  qu’on  aura 
AB  < AC. 

En  effet,  si  on  prolonge  AB  d’une 
longueur  Bl),  égale  à AB,  et  qu'on 
mène  la  droite  CI),  xy  sera  perpendi- 
culaire sur  le  milieu  de  AU,  et  par 
conséquent  la  distance  AC  = CD.  D’ail- 
leurs, la  droite  AD  étant  plus  petite  que  la  ligne  brisée  ACD, 
on  a 

AD  < AC-t-CD; 

donc  la  droite  AB,  moitié  de  A1),  est  moindre  que  AC, 
moitié  de  AC  -+-  CD. 

2"  Soient  les  obliques  AC,  AE,  qui  s’écartent  également  du 
pied  delà  perpendiculaire,  c’est-à-dire  deux  obliques  dont  les 
pieds  sont  à égale  distance  du  pied  de  la  perpendiculaire  ; je 
dis  qu’elles  sont  égales. 

Car,  AB  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  CE,  la  distance 
AC  = AE. 

3°  Soit  l’oblique  AF  qui  s’écarte  plus  du  pied  de  la  perpen- 
diculaire que  l’oblique  AC  ; je  dis  qu’on  aura  AC  < AF. 

Car  la  droite  FD  est  égale  à FA  ; d'ailleurs  la  ligne  brisée  ACU 
est  plus  petite  que  la  ligne  brisée  AFI)  (-29),  et  on  a 

AC  + CD  < AF -4- FI); 

donc  la  droite  AC,  moitié  de  AC-f-CD,  est  moindre  que  AF, 
moitié  de  AF  + FD. 

Corollaire.  — Réciproquement,  si  deux  obliques  AC,  AE. 
sont  égales,  elles  s’écartent  également  du  pied  de  la  perpen- 
diculaire. Car,  s'il  en  était  autrement,  ces  deux  obliques  se- 
raient inégales,  ce  qui  est  contraire  à l’hypothèse. 

De  même,  si  deux  obliques  sont  inégales,  la  plus  grande 
s’écartera  le  plus  du  pied  de  la  perpendiculaire. 

Définition.  — On  appelle  distance  d'un  point  à une  droite 
la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  la  droite.  [Note  6.] 
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Cas  d'égalité  de  triangles  rectangles. 

75.  Définitions.  — Un  triangle  est  rectangle,  lorsque  l’un 
de  ses  angles  est  droit.  Le  côté  opposé  à cet  angle  s’appelle 
hypoténuse. 

Théorème  I. 

76.  Deux  triangles  rectangles  sont  égaux,  lorsqu’ils  ont  l’hy- 
poténuse égale  et  un  angle  aigu  égal. 

Soient  les  triangles  rectangles  AHC,  PF.F,  et  supposons  que 
leurs  hypoténuses  AC,  DF,  soient  égales  et  que  l'angle  C soit 
égal  à l’angle  F ; je  dis  que  ces  triangles  sont  égaux. 

En  effet,  puisque  AC=  DF,  on  peut  porter  le  triangle  DEF 
sur  ABC  de  manière  que  le  point  D tombeau  point  A et  le  point 

F au  point  C;  alors,  comme 
les  angles  C et  F sont  égaux, 
le  côté  FE  prendra  la  direc- 
tion de  CB;  de  plus,  le  côté 
^ DE  coïncidera  nécessaire- 
ment avec  AB,  sans  quoi  du 
point  A on  pourrait  abaisser  deux  perpendiculaires  sur  BC, 
ce  qui  est  impossible.  Donc  le  triangle  DEF  se  confondra  avec 
le  triangle  ABC;  donc  ces  triangles  sont  égaux. 


ThEorême  II. 


77.  Deux  triangles  rectangles  sont  égaux,  lorsqu’ils  ont 
l’hypoténuse  égale  et  un  autre  côté  égal. 

Soient  les  triangles  rectangles  ABC,  DEF,  et  supposons  que 
les  hypoténuses  AC,  DF,  soient  égales  et  que  le  côté  AB  soit 
égal  au  côté  DE;  je  dis  que  ces  triangles  sont  égaux. 

En  effet,  puisque  AB  = DE,  on  peut  porter  le  triangle  DEF 
sur  ABC,  de  manière  que  le  point  D tombe  au  point  A,  et  le 

point  E au  point  B;  alors, 
*!  comme  les  angles  B et  E 

\ I sont  égaux,  le  côté  EF 

prendra  la  direction  de  BC; 

„ i l£ f de  plus,  l’hypoténuse  DF 

coïncidera  nécessairement 
avec  AC,  sans  quoi  du  point  A on  pourrait  abaisser  d’un 
même  côté  de  la  perpendiculaire  AB  deux  obliques  égales,  ce 
qui  est  impossible.  Donc  le  triangle  DEF  se  confondra  avec  le 
triangle  ABC,  donc  ces  triangles  sont  égaux.  [Note  7.] 
htémenis.  3 
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§ III.  — PARALLÈLES. 

Définitions. 

78.  On  appelle  parallèles  deux  droites  AB,  CD,  qui,  étant 

a r situées  dans  le  même  plan,  ne  peuvent 

pas  se  rencontrera  quelque  distance  qu’on 
- les  prolonge. 

79.  Lorsque  deux  droites  AB,  CD,  sont  coupées  par  une 
troisième  EF,  celte  droite,  appelée  sé- 
cante ou  transversale,  forme  avec  les  deux 
premières  huit  angles,  et  pour  abréger 
nous  désignerons  chacun  de  ces  angles 
par  une  lettre  placée  entre  ses  côtés. 

Les  quatre  angles  c,  d,  e,  f,  compris 
entre  les  deux  droites  AB,  CD,  sont  ap- 
pelés angles  internes,  et  les  quatre  au- 
tres, angles  externes. 

Ces  huit  angles  considérés  deux  à deux  portent  différents 
noms  : 

i°  Deux  angles  situés  de  part  et  d'autre  de  la  sécante,  in- 
ternes et  non  adjacents,  s’appellent  altemes-internes.  Tels  sont 
les  angles  c et  /,  d et  e. 

2°  Deux  angles  situés  d’un  même  côté  de  la  sécante,  l’un 
interne,  l'autre  externe,  et  non  adjacents,  sont  appelés  angles 
correspondants.  Tels  sont  les  angles  a et  e,  b et  f,  c et  g, 
d et  h. 

3*  Les  angles  b et  g,  ainsi  que  les  angles  a et  A,  sont  dits 
alternes-extemes. 

4#  Les  angles  d et  f,  ainsi  que  les  angles  c et  e,  sont  inter- 
nes d’un  même  côté. 

5"  Les  angles  b et  A,  ainsi  que  les  angles  a et  g,  sont  des  an- 
gles externes  d'un  même  côté. 

Théorème  I. 

80.  Deux  droites  AB,  CD,  perpendiculaires  à une  troisième 

, r B EF,  sont  parallèles. 

Car,  si  ces  deux  droites  se  rencon- 

traient  au  point  G,  par  exemple,  on 

c F u pourrait  de  ce  point  abaisser  sur  EF 

deux  perpendiculaires  GBE,  GDF,  ce  qui  est  impossible. 
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TnÊORÈME  II. 

81.  Deux  droites  AB,  CD,  sont  parallèles,  lorsqu'elles  font 
avec  une  transversale  EF  des  angles  alternes-internes  égaux 

AGH,  GHD. 

En  effet,  si  du  point  0,  milieu  de  GH,  on  abaisse  OK  per- 
pendiculaire sur  AB,  et  OM  perpendiculaire  sur  CD,  les  trian- 
gles rectangles  OKG,  OMII,  ont  leurs 
hypoténuses  égales  par  construction  et 
les  angles  aigus  OGK,  OHM,  égaux  par 
hypothèse;  donc  ces  triangles  sont  égaux 
et,  par  suite,  l’angle  GOK  = HOM.  Ainsi, 
les  deux  droites  OK,  OM,  menées  de 
part  et  d’autre  de  la  droite  GH,  font  avec  GH  des  angles  non 
adjacents  GOK,  HOM,  égaux  entre  eux  ; donc  OM  est  le  pro- 
longement de  KO  (59).  Donc  les  deux  droites  AB,  CD,  sont 
perpendiculaires  à une  même  droite  KM,  donc  elles  sont  pa- 
rallèles. 

Si  l’on  suppose  que  les  angles  alternes-internes  obtus  BGH, 
GHC,  soient  égaux,  leurs  suppléments  respectifs  AGH,  GHD, 
sont  aussi  égaux  et  on  retombe  dans  le  cas  précédent. 

Corollaire  /. — Deux  droites  AB,  CD,  sont  encore  paral- 
lèles, lorsqu'elles  forment  avec  une  transversale  EF  des  an- 
gles correspondants  égaux,  ou  des  angles  alternes-externes 
égaux,  ou  des  angles  internes  d’un  même  côté  supplémen- 
taires, ou  des  angles  externes  d’un  même  côté  supplémen- 
taires. 

Pour  le  démontrer  il  suffit  de  faire  voir  que  chacune  de  ces 
hypothèses  entraîne  l’égalité  de  deux  angles  alternes-internes. 

i“  Supposons,  par  exemple,  que  les  angles  correspon- 
dants b,  f,  soient  égaux;  alors,  comme  les 
angles  b,  c,  opposés  au  sommet,  sont  égaux, 
on  aura  c=f. 

2°  Si  les  angles  alternes-externes  b,  g, 
sont  égaux,  les  angles  c,  /,  qui  leur  sont 
opposés  au  sommet,  sont  égaux. 

3°  Si  les  angles  internes  d'un  même  côté  d,  f,  sont  supplé- 
mentaires, les  angles  c,f,  sont  égaux,  comme  étant  chacun  le 
supplément  de  d. 

4°  Enfin,  si  les  angles  externes  d’un  même  côté  b,  h,  sont 
supplémentaires,  les  angles  correspondants  b,  f,  sont  égaux, 
comme  étant  chacun  le  supplément  de  h,  et,  par  suite,  c=f. 

Lorsque  deux  parallèles  AB,  CD,  sont  coupées  par  une 
transversale,  on  voit  que  les  quatre  angles  aigus  b,  c,  f,  g, 
sont  égaux,  ainsi  que  les  quatre  angles  obtus  a,  d,  e,  h. 

3. 
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Corollaire  II. — Si  deux  droites,  qui  ne  sont  pas  paral- 
lèles, sont  coupées  par  une  transversale , les  angles  altemes- 
internes  seront  inégaux,  ainsi  que  les  angles  correspondants 
et  les  angles  alternes-externes,  et  les  angles  internes  d'un 
même  côté,  ainsi  que  les  angles  externes  d’un  même  côté,  ne 
seront  pas  supplémentaires. 

Car,  si  les  angles  alternes-inlernes,  par  exemple,  étaient 
égaux,  les  droites  seraient  parallèles,  ce  qui  serait  contraire 
à l’hypothèse. 

Problème. 

82.  Par  un  point  A mener  une  parallèle  à une  droite 
donnée  xy. 

l)u  point  A comme  centre,  avec  un  rayon  suffisamment  grand, 
je  décris  un  arc  de  cercle  B s qui  coupe  xy  au  point  B;  du  point  B 
comme  centre,  avec  le  même  rayon  BA,  je  décris  un  second 
arc  qui  coupe  xy  au  point  C,  et  du 
point  B,  pris  de  nouveau  comme  centre, 
avec  un  rayon  égal  à la  corde  CA,  je 
décris  un  troisième  arc  qui  coupe  B s 
au  point  D;  enfin  je  mène  la  droite 
AD  qui  est  la  parallèle  demandée. 

Car  les  angles  alternes-internes  ABC,  BAD,  sont  égaux 
comme  angles  au  centre  qui  interceptent  des  arcs  égaux  (57). 

Remarque.  — Par  un  point  A on  ne  peut  mener  qu'une  pa- 
rallèle à une  droite  xy. 

Nous  regarderons  celte  proposili  m comme  évidente. 

Corollaire.  — Si  une  droite  EF  en  rencontre  une  autre  AB, 
elle  rencontrera  aussi  sa  parallèle  Cl). 

Car,  si  EF  suffisamment  prolongée  ne 
B rencontrait  pas  CD,  la  droite  EF  serait  pa- 
rallèle à CD;  donc,  par  le  point  F on  pour- 
_ rail  mener  deux  parallèles  à CD,  ce  qui 
D est  impossible. 

Théorème  III. 

83.  Si  deux  droites  AB,  CD,  sont  parallèles,  toute 
droite  EF  perpendiculaire  à l’une  CD  est  aussi  perpendicu- 
laire à l'autre  AB;  ou,  en  d’autres  termes, 

Pl  deux  parallèles  ont  leurs  perpendiculaires 

communes. 

Car,  si  AB  était  oblique  à EF,  on  pourrait 

c F[J  i>  du  point  E élever  sur  EF  une  perpendicu- 
laire EG , et  cette  perpendiculaire  serait 
parallèle  à CD;  donc,  par  le  point  E on  pourrait  mener  deux 
parallèles  à CD,  ce  qui  est  impossible. 
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Corollaire.  — Deux  droites  DE,  FG,  suffisamment  prolon- 
gées, doivent  se  rencontrer,  lorsqu’elles  sont  respectivement 
£ 0 perpendiculaires  aux  côtés  d’un  angle  ABC. 

j \ Car,  si  les  droites  DE,  FG,  étaient  paral- 

\ /c  lèles,  les  perpendiculaires  BA,  BC,  abais- 

j sées  du  point  B sur  ces  parallèles,  de- 

* D B vraient  ne  former  qu’une  seule  ligne  droite, 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 


Théorème  IV, 

84.  Deux  parallèles  AB,  CD,  font  avec  une  transversale  EF 
des  angles  alternes-internes  égaux. 

En  effet,  si  du  point  0,  milieu  de  GH,  on  abaisse  OK  per- 
pendiculaire sur  AB,  la  droite  OK  prolongée  rencontrera  CD 
E en  un  point  M,  et  sera  aussi  perpendi- 
4 u o b culaire  à CD;  alors  les  triangles  rectan - 
~ÿ  ' gles  OKG,  OMH,  ont  leurs  hypoténuses 

/j égales  et  les  angles  aigus  GOK,  110.W, 

c /“  M D égaux  comme  opposés  au  sommet;  donc 
K ces  triangles  sont  égaux,  et,  par  suite, 

les  angles  alternes-internes  aigus  OGK,  OHM,  sont  égaux. 

Quant  aux  angles  alternes-internes  obtus  OGB,  OHC,  ils 
sont  égaux,  comme  étant  respectivement  les  suppléments  des 
angles  OGK,  OHM. 

Corollaire  /. — Deux  parallèles  AB,  CD,  font  aussi,  avec- 
une  transversale  EF,  des  angles  correspondants  égaux,  des  an- 
gles alternes-externes  égaux,  des  angles  internes  d’un  même 
côté  supplémentaires,  des  angles  externes  d’un  même  côté 
supplémentaires. 

i°  Les  angles  correspondants  b,f,  par  exemple,  sont  égaux; 
/e  car  b = c cl  c = f. 

î 'j  __b  2°  Les  angles  alternes-externes  b,  g, 

''  sont  égaux  ; car  b = c et  g=f 

\J 3°  Les  angles  internes  (l’un  môme 

côté  d,  f,  sont  supplémentaires;  car 
T d+c  = 2 droits  et  c — f. 

4°  Les  angles  externes  d'un  même  côté  b,  h,  sont  supplé- 
mentaires; car  b=f  cl  f + h = 2 droits. 

Corollaire  II. — Deux  droites  AB,  CD,  suffisamment  pro- 
longées, doivent  se  rencontrer,  lorsqu’elles  font  avec  une 
transversale  EF  des  angles  alternes-internes,  ou  des  angles 
correspondants,  ou  des  angles  alternes-externes  inégaux,  ou 
bien  des  angles  internes  d’un  même  côté  ou  des  angles  extei'- 
nés  d’un  même  côté  qui  ne  sont  pas  supplémentaires. 
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Car,  si  les  droites  AB,  CD,  étaient  parallèles,  on  en  conclu- 
rait l’égalité  des  angles  alternes-internes,  par  exemple,  ce  qui 
serait  contre  l'hypothèse. 

Il  est  d’ailleurs  facile  de  reconnaître 
que  les  deux  droites  AB,  CD,  se  rencon- 
trent du  côté  de  EF,  où  la  somme  des 
angles  internes  d’un  même  côté  d,  f,  est 
moindre  que  deux  droits.  Car,  si  on 
mène  par  le  point  H la  droite  KM  paral- 
lèle à AB,  la  partie  HC  de  la  droite  CD  et  la  droite  AB  seront 
situées  de  part  et  d’autre  de  la  droite  KM  ; donc  la  droite  CD, 
prolongée  dans  le  sens  HC,  ne  saurait  rencontrer  la  droite  AB. 

Tuêorèhe  V. 

83.  Deux  droites  CD,  EF,  parallèles  à une  troisième  AB, 
sont  parallèles  entre  elles. 

Car  si  les  droites  CD,  EF,  se  rencontraient  en  un  point  G, 
on  pourrait  par  ce  point  mener  deux 
parallèles  à AB. 

Remarque.  — On  peut  démontrer 
celte  proposition  en  menant  une 
transversale  HK  perpendiculaire  à 
AB;  alors  HK  est  aussi  perpendicu- 
laire aux  deux  droites  CD,  EF,  qui  sont  chacune  parallèles  à 
AB,  et,  par  suite,  ces  deux  droites  sont  parallèles. 

On  peut  encore  mener  une  transversale  quelconque  LM.  Les 
angles  LNB,  NOI),  sont  égaux  comme  correspondants,  à cause 
des  parallèles  AB,  CD,  et  les  angles  correspondants  LNB,  NPF, 
sont  aussi  égaux  à cause  des  parallèles  AB,  EF  ; donc  l’angle 
N'OD  = NPF,  donc  CD  et  EF  sont  parallèles.  [Notes  8 et  9.] 

g IV.  — TRIANGLES , QUADRILATÈRES,  POLYGONES. 

Triangles. 

Définitions.  — Nous  avons  vu  qu’un  triangle  est  un  poly- 
gone de  trois  côtés  (55). 

86.  On  appelle  triangle  équilatéral  celui  qui  a ses  trois  côtés 
égaux;  triangle  isocèle,  celui  qui  a deux  côtés  égaux;  triangle 
scalène,  celui  qui  a ses  trois  côtés  inégaux. 

Un  triangle  équiangle  est  celui  dont  les  trois  angles  sont 
égaux. 

87.  Les  hauteurs  d’un  triangle  sont  les  perpendiculaires 
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abaissées  de  chacun  des  sommets  de  ce  triangle  sur  le  côté 
opposé  ou  sur  son  prolongement.  Les  droites,  menées  de 
chaque  sommet  d’un  triangle  au  milieu  du  côté  opposé,  sont 
les  médianes  de  ce  triangle. 

88.  Un  côté  quelconque  d’un  triangle  peut  être  regardé 
comme  la  base  de  ce  triangle,  et  alors  le  sommet  de  l’angle 
opposé  à ce  côté  est  dit  le  sommet  du  triangle.  Dans  le  triangle 
isocèle  on  prend  ordinairement  pour  base  le  côté  qui  n’est 
égal  à aucun  des  deux  autres. 

89.  Dans  tout  triangle  il  y a trois  côtés  et  trois  angles.  Ces 
six  grandeurs  sont  appelées  les  six  éléments  et  quelquefois  les 
six  parties  du  triangle. 

Observation.  — Dans  le  paragraphe  des  perpendiculaires  et  des  obli- 
ques, nous  avons  démontré  deux  cas  d'égalité  de  triangles  rectangles, 
dont  le  premier  a servi  dans  la  théorie  des  parallèles,  et  c'est  tout  ce  qui 
a été  vu  jusqu'ici  relativement  aux  triangles. 

Maintenant  nous  allons  : i*  considérer  un  triangle  par  rapport  à ses 
côtés  et  à ses  angles;  a“  établir  les  cas  d'égalité  les  plus  simples  des 
triangles  quelconques  ; 3°  démontrer  qu’un  côté  d'un  triangle  devient  de 
plus  en  plus  grand,  lorsqu'on  fait  croître  l’angle  opposé,  sans  changer  les 
longueurs  des  côtés  qui  le  comprennent;  4°  enfin,  montrer  la  dépendance 
qui  existe  entre  deux  côtés  d’un  triangle  et  les  angles  opposés  à ces  côtés. 


Théorème  I. 


90.  Un  côté  quelconque  d'un  triangle  ABC  est  plus  petit 
que  la  somme  des  deux  autres. 

Car  la  ligne  droite  BC,  par  exemple,  est 
le  plus  court  chemin  du  point  B au  point  C; 
donc  on  a 

BC  < BA  4-  AC. 

Corollaire.  — Un  côté  quelconque  d’un 
triangle  est  plus  grand  que  la  différence  des  deux  autres. 

Ainsi  je  dis  que  le  côté  BA  est  plus  grand  que  la  différence 
des  deux  autres  côtés  BC,  AC.  Car  la  somme  de  deux  côtés  d’un 
triangle,  étant  plus  grande  que  le  troisième  côté,  on  a 

BA  -h  AC  > BC, 

et,  si  on  retranche  AC  aux  deux  membres  de  cette  inégalité, 
vient 

BA>BC  — AC. 

Remarque.  — Ces  deux  propositions  peuvent  se  reunir  en 
une  seule,  qui  s’énoncerait  : Un  côté  quelconque  d’un  triangle 
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est  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres,  et  en  même  temps 

plus  grand  que  leur  difjérence. 

Théorème  II. 

91.  Dans  tout  triangle  ABC,  la  somme  des  trois  angles  est 
égale  à deux  droits. 

En  effet,  si  on  prolonge  BC  d’une  longueur  quelconque  CD 
et  qu’on  mène  CE  parallèle  à BA,  les  angles  alternes-internes 
BAC,  ACE,  sont  égaux,  ainsi  que  les 
angles  correspondants  ABC,  ECD; donc 
la  somme  des  angles  du  triangle  est 
égale  à celle  des  trois  angles  BCA,  ACE, 
ECD,  formés  autour  du  point  C,  d’un 
même  côté  de  la  droite  BD  ; donc  cette  somme  est  égale  à 
deux  droits  ( 70). 

Corollaire  I.  — L’angle  extérieur  ACD,  formé  par  le  côté 
AC  et  le  prolongement  du  côté  BC,  est  égal  à la  somme  des 
deux  angles  intérieurs  A et  B qui  ne  lui  sont  pas  adjacents. 

Corollaire  II.  — Un  triangle  ne  peut  avoir  qu'un  angle 
droit  et  à plus  forte  raison  qu’un  angle  obtus. 

Corollaire  III.  — Les  angles  aigus  d'un  triangle  rectangle 
sont  complémentaires. 

Corollaire  IV.  — Si  deux  angles  d’un  triangle  sont  respec- 
tivement égaux  à deux  angles  d’un  autre  triangle,  le  troi- 
sième angle  du  premier  triangle  est  égal  au  troisième  angle 
du  second . 

Théorème  III. 

92.  Deux  triangles  sont  égaux,  lorsqu'ils  ont  un  côté  égal 
adjacent  à deux  angles  égaux  chacun  à chacun. 

Soient  les  triangles  ABC,  DEF,  et  supposons  qu'on  ait 
BC  = EF,  B = E,  C = F;  je  dis  que  ces  triangles  sont  égaux. 

En’effet,  puisque  BC  = EF, 
on  peut  porterDEF  sur  ABC, 
de  manière  que  le  point  E 
tombe  au  point  B,  et  le  point  F 
au  point  C;  alors,  comme  les 
angles  B et  E sont  égaux,  ainsi 
que  les  angles  C et  F,  le  côté  ED  piendra  la  direction  de  BA, 
et  FD  la  direction  de  CA  ; donc  le  point  D tombera  à la  fois 
sur  les  deux  droites  BA,  CA,  et  par  conséquent  il  tombera  au 
point  A;  donc  le  triangle  DEF  coïncidera  avec  le  triangle  ABC, 
donc  ces  triangles  sont  égaux. 
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Remarque.  — Ainsi,  lorsqu’on  a dans  deux  triangles  ABC, 
DEF,  les  trois  égalités 

BC  = EF,  B = E,  C = F, 

on  peut  en  conclure  celles-ci  : 

A = D,  AC  = DF,  AB  = DE. 


Théorème  IV. 


93.  Deux  triangles  sont  égaux,  lorsqu'ils  ont  un  angle  égal 
compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à chacun. 

Soient  les  triangles  ABC,  DEF,  et  supposons  qu’on  ait  A = D, 
AB  = DE,  AC  = DF  ; je  dis  que  ces  triangles  sont  égaux. 

En  effet,  puisque  AB  = DE, 
on  peut  porter  DEF  sur  ABC 
de  manière  que  le  point  D 
tombeau  point  A et  le  point  E 
au  point  B;  alors  l’angle  1) 
coïncidera  avec  son  égal  A,  et 
le  côté  DF  avec  son  égal  AC  ; de  plus  EF  se  confondra  avec 
BC,  puisque  du  point  B au  point  C on  ne  peut  mener  qu’une 
seule  ligne  droite.  Donc  le  triangle  DEF  est  égal  au  triangle  ABC 

Remarque.  — Donc  on  a 

BC  = EF,  C = F,  B — E. 


Théorème  V. 

91.  Si  deux  côtés  AB,  AC,  d'un  triangle  sont  respective- 
ment égaux  à deux  côtés  DE,  DF,  d'un  autre  triangle,  et  que 
l’angle  A compris  entre  les  deux  côtés  du  premier  soit  plus 
grand  que  l’angle  D compris  entre  les  deux  côtés  du  second, 

le  troisième  côté  du  premier 
triangle  sera  plus  grand  que 
le  troisième  côté  du  second. 

Supposons  d’abord  que  le 
côté  AB  soit  le  plus  grand 
des  deux  côtés  qui  compren- 
nent l’angle  A,  et  du  point  A 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à AB,  décrivons  un  arc  de 
cercle  qui  coupera  AC  prolongé  au  point  G ; puis  menons 
le  rayon  AH  de  manière  à faire  l’angle  CA1I  égal  à l’angle  D 
et  joignons  HC. 

Les  triangles  AUC,  DEF,  auront  un  angle  égal  compris  entre 
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deux  côtés  égaux  chacun  à chacun;  donc  ils  seront  égaux  et 
par  conséquent  IIC  = EF.  Mais  dans  le  triangle  HIC,  on  a 

HH-IC>HC; 

d’ailleurs  III  est  la  plus  petite  droite  qu’on  puisse  mener  du 
point  1 à la  circonférence;  donc  on  aura  à fortiori 

1B-hIC>HC 
ou  BC  > HC 

ou  enfip  BC>EF. 

Si  le  côté  AB  était  égal  au  côté  AC,  la  démonstration  ne 
changerait  pas. 

Corollaire  I.  — Si  deux  côtés,  AB,  AC,  d'un  triangle  sont 
respectivement  égaux  à deux  côtés  DE,  DF,  d' un  autre  triangle, 
et  que  le  troisième  côté  BC  du  premier  soit  égal  au  troisième 
côté  EF  du  second,  l'angle  A sera  égal  à l’angle  D.  Car,  si  l’on 
avait  A >D  ou  A<  D, on  aurait  par  suite  BC>EFou  BC<EF, 
ce  qui  est  contre  l’hypothèse. 

Corollaire  II.  — D'après  ce  théorème  et  le  précédent,  si  les 
deux  côtés  AB,  AC,  sont  respectivement  égaux  aux  côtés  DE, 
DF,  et  qu’on  ait  BC  > EF,  on  aura  aussi  A > D.  Car,  si  l’on 
avait  A < D,  on  aurait  aussi  BC<EF  ; et,  si  A était  égal  à I), 
les  deux  triangles  ABC,  DEF,  seraient  égaux,  donc  BC  serait 
égal  à EF.  Or  ces  deux  conclusions  sont  coniraires  à l'hy- 
pothèse. 

Théorème  VI. 

95.  Deux  triangles  ABC,  DEF,  sont  égaux  lorsqu’ils  ont  les 
trois  côtés  égaux  chacun  à chacun,  savoir  : AB  = DE, 
AC  = DF,  BC  = EF. 

Car  les  côtés  qui  comprennent  l’angle  A,  par  exemple,  sont 
respectivement  égaux  à ceux  qui  comprennent  l’angle  D,  et 

de  plus  le  troisième  côté 
BC  du  premier  triangle 
est  égal  au  troisième  côté 
EF  du  second  ; donc  l’an- 
gle A est  égal  à l’angle  I). 
Ainsi  les  triangles  ABC, 
DEF,  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun 
à chacun  ; donc  ils  sont  égaux. 

Autre  démonstration.  — On  petit  démontrer  ce  théorème 
sans  se  fonder  sur  le  coro’.l.  I du  théorème  précédent. 
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En  effet,  puisque  AB  = EF,  on  peut  porter  DEF  sur  ABC  de 
manière  que  le  point  E tombe  au  point  B,  et  le  point  F au 
pointC  ; alors,  comme  le  côté  ED— BA  et  que  FD  = CA,  le  point 
D doit  tomber  à la  fois  sur  les  deux  circonférences  décrites  des 
points  B et  C comme  centres,  avec  les  rayons  BA  et  CA  ; or  ces 
circonférences  n’ont  que  le  point  A commun,  d’un  môme  côté 
de  la  droite  BC  qui  passe  par  les  deux  centres  (34);  donc  le 
point  D tombera  au  point  A,  et  par  conséquent  les  triangles 
ABC,  DEF  sont  égaux. 

Remarque.  — Lorsque  deux  triangles  sont  égaux,  aux  angles 
égaux  sont  opposés  des  côtés  égaux,  et  aux  côtés  égaux  sont 
opposés  des  angles  égaux. 


Thêorèüe  VII. 


96.  Dans  un  triangle  isocèle  ABC,  les  angles  B,  C,  opposés 
aux  côtés  égaux  AC,  AB,  sont  égaux. 

Car,  si  on  joint  le  sommet  A au  point  D, 
milieu  du  côté  BC,  les  deux  triangles  AI)B, 
ADC,  sont  égaux,  comme  ayant  les  trois  côtés 
égaux  chacun  à chacun  ; donc  B = C. 

Corollaire  1.  — De  l’égalité  des  mêmes 
triangles  on  conclut  l’égalité  des  angles  ADB,  ADC,  et  celle 
des  angles  BAD,  DAC.  Donc  la  droite  qui  joint  le  sommet  d’un 
triangle  isocèle  au  milieu  de  sa  base  est  perpendiculaire  à cette 
base,  et  elle  divise  l’angle  du  sommet  en  deux  parties  égales. 


Corollaire  II.  — Tout  triangle  équilatéral  ABC  est  en  même 
temps  équiangte.  Car,  de  ce  que  AB= AC,  on  a 
C = B ; et  de  ce  que  AB  = BC,  on  a C = A ; 
donc 

A = B = C. 

Donc  chaque  angle  d'un  triangle  équilatéral 
est  égal  au  tiers  de  deux  droits  ou  aux  -■  d’un  droit. 


Thêorèxe  VIII. 

97.  Si  dans  un  triangle  ABC  deux  côtés  AB,  AC,  sont  iné- 
gaux, au  plus  grand  côté  AB  est  opposé  le  plus 
grand  angle  C. 

Prenons  AD  égal  à AC  et  menons  la  droite 
DC  ; le  tviangle  ADC  sera  isocèle,  donc  les 
angles  ACD,  ADC  sont  égaux. 

Mais  l’angle  total  C est  plus  grand  que  sa 
partie  ACD,  et  d’ailleurs  l’angle  intérieur  B du  triangle  1)BC  est 
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pluspctitquel’angle  extérieur  ADC  (91);  donc  on  a 

C>  B. 

Corollaire  I.  — Si  dans  an  triangle  deux  angles  sont  égaux, 
les  côtés  opposés  à ces  angles  sont  aussi  égaux.  Car  si  ces  côtes 
étaient  inégaux,  les  angles  opposés  le  seraient  pareillement. 

Corollaire  II.  — De  même,  si  dans  un  triangle  deux  angles 
sont  inégaux,  au  plus  grand  angle  est  opposé  le  plus  grand 
côté. 

Au  lieu  de  déduire  ces  deux  réciproques  des  théor.  VII  et 
VIII,  il  est  facile  de  les  démontrer  directement,  comme  nous 
allons  le  voir. 

, Théorème  IX. 

98.  Si  dans  un  triangle  ABC  deux  angles  B,  C,  sont  égaux, 
les  côtés  opposés  le  sont  pareillement,  et  par  conséquent  le 

triangle  est  isocèle. 

Pour  le  démontrer,  je  mène  la  bissectrice 
AD  de  l’angle  A',  qui  rencontre  BC  au  point  D; 
alors  dans  les  triangles  ABD,  ADC,  les  angles 
B,  C,  sont  égaux,  ainsi  que  les  angles  DAB, 
DAC  ; donc  le  troisième  angle  du  premier 
triangle  est  égal  au  troisième  angle  du  second. 
Ainsi  les  deux  triangles  ABD,  ADC,  ont  un  côté  commun  ad- 
jacent à deux  angles  égaux  chacun  à chacun;  donc  ils  sont 
égaux,  donc  AB  = AC. 

Corollaire.  — Tout  triangle  èquiangle  est  aussi  équilatéral. 

Théorème  X. 

99.  Si  dans  un  triangle  ABC  deux  angles  B,  C,  sont  inégaux, 
au  plus  grand  angle  C est  opposé,  le  plus  grand  côté  AB. 

Faisons  l’angle  BCD  égal  à l’angle  B ; le 
triangle  DBC  sera  isocèle  ; donc 

DB  - DC. 

Maintenant  le  triangle  ADC  donne 
AD  -4-  DC  > AC, 
et,  si  on  remplace  DC  par  son  égal  DB,  il  vient 
AD  + DB  > AC 
ou  AB>AC. 

Remarque.  — On  pourrait  aussi  démontrer  d’abord  les 
théor.  IX  et  X,  puis  en  déduire  les  théor.  VII  et  VIII. 
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Quadrilatères. 

Définitions.  — Nous  avons  vu  qu’un  quadrilatère  est  un 
polygone  de  quatre  côtés  (55). 

100.  Parmi  les  quadrilatères  on  distingue  : le  parallélo- 
gramme, dont  les  côtés  opposés  sont  parallèles;  le  losange  ou 
rltombe,  dont  les  quatre  côtés  sont  égaux,  sans  que  ses  angles 
soient  droits;  le  rectangle,  qui  a tous  ses  angles  droits,  sans 
que  ses  quatre  côtés  soient  égaux;  le  carré,  qui  a ses  côtés 
égaux  et  ses  angles  droits. 

Le  trapèze  est  un  quadrilatère  dont  deux  côtés  seulement 
sont  parallèles.  Ces  côtés  sont  les  bases  du  trapèze. 

Observation.  — Dans  les  théorèmes  suivants,  nous  allons  considérer 
un  quadrilatère  quelconque,  par  rapport  à scs  angles,  et  nous  nous  bor- 
nerons ensuite  à nous  occuper  du  parallélogramme,  du  losange,  du  rec- 
tangle et  du  carré. 

Théorème  I. 

101.  L a somme  des  angles  d’un  quadrilatère  ABCD  est  égale 
(i  quatre  droits. 

Car,  en  menant  la  diagonale  BD,  on  voit 
que  la  somme  des  angles  du  quadrilatère 
est  lamente  que  celle  des  angles  des  deux 
triangles  ABD,  DBC  ; or  la  somme  des  angles 
de  tout  triangle  est  égale  à deux  droits, 
donc,  la  somme  des  angles  du  quadrilatère 
est  égale  a quatre  droits. 

Remarque.  — La  proposition  est  encore  vraie  pour  un  qua- 
drilatère ABCD  qui  n'est  pas  convexe  ou 
qui  a un  angle  rentrant  D;  alors  cet 
angle  est  la  somme  des  angles  BDA,  BDC, 
et  on  voit  qu’il  est  plus  grand  que  deux 
droits.  [Note  5.] 

Par  opposition,  les  angles  d’un  poly- 
gone, tels  que  A,  B,  C,  sont  dits  angles  saillants. 

Théorème  11. 

102.  Les  côtés  opposés  d'un  parallélogramme  ABCD  sont 
égaux,  ainsi  que  les  angles  opposés. 

Menons  la  diagonale  AC;  celte  droite  sera  une  transversale 
par  rapport  aux  parallèles  AB,  DC,  donc  les  angles  alterncs- 
inlcrnes  BAC,  DCA,  sont  égaux  : de  même  AC  coupe  les  paral- 
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lèles  AD,  BC;  donc  l’angle  ACB=CAD.  Ainsi  les  triangles  ABC, 
CDA,  sont  égaux,  comme  ayant  un  côté  commun  adjurent  à deux 
angles  égaux  chacun  à chacun  ; donc  on  a 


BC  = AD, 
AB  = DC, 
B = D; 


d’ailleurs  l’angle  total  A et  l’angle  total  B,  se  composant  de 
deux  parties  respectivement  égales,  sont  égaux. 

Donc  la  proposition  est  démontrée. 

Corollaire  /.  — Deux  parallèles  AD,  BC,  comprises  entre 
deux  autres  parallèles  AB,  DC,  sont  égales. 

Corollaire  II.  — Deux  parallèles  AB,  CD,  sont  partout  êga- 
K E G B lement  distantes. 

• Car  les  deux  droites  EF,  G1I,  perpendi- 

culaires  à la  fois  aux  droites  AB,  CD  (83), 

ër  D sont  parallèles;  donc  elles  sont  égales, 

comme  parallèles  comprises  entre  parallèles. 

Remarque.  — Les  trois  théorèmes  suivants  sont  des  réci- 
proques de  celui  qu’on  vient  de  démontrer. 


Théorème  III. 

103.  Un  quadrilatère  ABCD,  dont  les  côtés  opposés  sont 
égaux,  est  un  parallélogramme. 

Car  la  diagonale  AC  divise  le  quadrilatère  en  deux  triangles 
qui  sont  égaux,  comme  ayant  les  trois 
côtés  égaux  chacun  à chacun  ; donc  l’angle 
BAC  = DCA  : or  ces  deux  angles  sont  al- 
ternes-internes  par  rapport  aux  droites  AB, 
DC,  coupées  par  la  transversale  AC;  donc  AB 
est  parallèle  à DC.  Un  verrait  de  même  que  BC  est  parallèle 
à AD. 

Donc  ABCD  est  un  parallélogramme. 


Théorème  IV.  > 

104.  Un  quadrilatère  ADCD,  dont  les  angles  opposés  sont 
égaux,  est  un  parallélogramme. 

Car  la  somme  des  angles  de  ce  quadrila- 
tère est  égale  à quatre  droits,  et,  comme  les 
angles  A,  D sont  respectivement  égaux  aux 
angles  C,  B,  il  s’ensuit  que  les  angles  A et  D 
sont  supplémentaires  : mais  ces  angles  sont 
internes  d’un  même  côté,  par  rapport  aux  droites  AB,  DC, 
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coupées  par  la  transversale  AD  ; donc  AB  est  parallèle  à ÜC.  Un 
verrait  de  même  que  AD  est  parallèle  à BC. 

Donc  ABCD  est  un  parallélogramme. 

Théorème  V. 

105.  Un  quadrilatère  ABCD,  dont  deux  côtés  opposés  AB,  DC 
sont  à la  fois  égaux  et  parallèles,  est  un  parallélogramme. 

Car  la  diagonale  AC  fait  avec  les  parallèles  AB,  DC  des  angles 
A alternes-internes  BAC,  DCA  qui  sont  égaux. 

’ 7 Ainsi  les  triangles  ABC,  CDA  sont  égaux, 

/ ' N / comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre 

t 2 J deux  côtés  égaux  chacun  à chacun;  donc 

l’angle  DAC  = BCA,  et  par  suite  les  côtés 
AD,  BC,  sont  parallèles. 

Donc  ABCD  est  un  parallélogramme. 

Remarque.  — Pour  reconnaître  si  deux  droites  AB,  DC,  sont 
parallèles,  on  prendra  sur  ces  droites  les  distances  égales  AB, 
DC,  et  si  les  distances  AD,  BC  sont  aussi  égéles,  AB  sera  paral- 
lèle à DC  (103).  Dans  le  cas  contraire,  les  droites  AB,  DC  ne 
seront  pas  parallèles;  car,  si  elles  l’étaient,  le  quadrilatère 
ABCD  serait  un  parallélogramme  et  on  aurait  AD  = BC,  ce  qui 
serait  contre  l’hypothèse. 

Théorème  VI. 

106.  Les  diagonales  AC,  DB,  d'un  parallélogramme  ABCD 
se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales. 

Car  le  côté  AB  = DC,  et  de  plus  les  angles 

Acr — alternes-imernes  BAO,  DCO  sont  égaux, 

/ / ainsi  que  les  angles  alternes-internes  ABO, 

CDO  ; donc  les  triangles  OAB , OCD  sont 
D égaux,  comme  ayant  un  côté  égal  adjacent 

à deux  angles  égaux  chacun  à chacun,  et  par  suite  on  a 

OB  = OD, 

OA  = OC. 

Remarque.  — Réciproquement,  un  quadrilatère,  dont  les 
diagonales  se  coupent  mutuellement  en  parties  égales,  est  un 
parallélogramme. 

Car  les  angles  opposés  au  sommet  AOB,  COD  sont  égaux,  et 
par  hypothèse  OA  = OC,  OB  = OD  ; donc  les  triangles  OAB, 
OCD  sont  égaux,  et  par  conséquent  AB  = DC  : on  verrait  de 
même,  en  considérant  les  triangles  OAD,  OBC,  que  AD  = BC. 
Donc  ABCD  est  un  parallélogramme. 

107.  Corollaire  I.  — Les  diagonales  d’un  losange  ABCD  se 
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coupent  mutuellement  en  parties  égales,  et  rte  plus  elles  sont 
perpendiculaires  entre  elles. 

Car  un  losange  a ses  côtés  opposés  égaux;  donc  il  jouit  des 
propriétés  du  parallélogramme,  et  par  conséquent  ses  diago- 
nales AC,  BI)  se  coupent  mutuellement  en 
parties  égales.  D'ailleurs,  les  quatre  côtés  du 
losange  étant  égaux,  le  triangle  ADB,  par 
/ | \ exemple,  est  isocèle;  donc  la  droite  AO,  qui 

“ \ ®j  7B  joint  le  sommet  A au  milieu  de  la  hase  DB,  est 

\ | / perpendiculaire  sur  DB. 

Réciproquement,  supposons  que  les  diago- 
nales AC,  DB  se  coupent  mutuellement  en 
parties  égales  et  à angles  droits  ; les  quatre  triangles  rectangles, 
qui  ont  pour  sommet  le  point  O,  seront  égaux,  et  on  aura 

AB  = BC  = CD  = DA  ; 


A 

A 


v 

c 


donc  ABCD  est  un  losange. 


108.  Corollaire  II.  — Les  diagonales  d’un  rectangle  ABCD  se 
coupent  en  parties  égales,  et  de  plus  elles  sont  égales  entre  elles. 

D’abord  il  est  facile  de  voir  que  les  côtés  opposés  d'un  rec- 
tangle sont  parallèles,  donc 

OA  = OC,  OB  = OD. 

Ensuite  dans  les  triangles  ADC,  BCD,  les 
angles  ADC,  BCD  sont  droits,  et  ces  angles 
sont  compris  entre  des  côtés  égaux  chacun  à chacun,  donc 
AC  = 1)B. 

Réciproquement,  soient  OA  =±  OC,  OB  = OD  et  AC  = BD. 
Les  triangles  OAB,  ODC  seront  égaux  et  isocèles  ; donc  les 
quatre  angles  de  ces  triangles,  désignés  chacun  par  a,  sont 
égaux  entre  eux  : il  en  est  de  même  des  quatre  angles  désignés 
par  b.  Ainsi  les  quatre  angles  A,  B,  C,D,  du  quadrilatère  sont 
égaux,  comme  étant  composés  chacun  de  deux  parties  égales; 

a b donc  ces  angles  sont  droits. 

\ 109.  Corollaire  III.  — Le  carré  ABCD  jouit 

/o\  à la  fois  des  propriétés  du  parallélogramme, 

/ >1  de  celles  du  losange  et  de  celles  du  rectangle. 

i>  c ° ° 


A B 

, a ü , 

b \ - fc 

n'-'J 

D C 


Corollaire  IF. — Un  parallélogramme  ABCD  a pour 
E H centre  le  point  d’ intersection  de  ses  diago- 
nales ; c’est-à-dire  que  le  point  O divise 
en  deux  parties  égales  toute  droite  EF, 
df  c passant  par  ce  point,  et  terminée  de  part  et 
d’autre  au  contour  du  parallélogramme. 
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Car  dans  les  deux  triangles  OBE,  ODF,  les  côtés  égaux  OB, 
OD  sont  adjacents  à des  angles  égaux  chacun  à chacun  ; donc 
OE  = OF. 

Théorème  VIT. 

111.  Deux  parallélogrammes  sont  égaux,  lorsqu’ils  ont  un 
angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à chacun. 

Soient  les  parallélogrammes  ABCD,  EFGII,  et  supposons 
qu’on  ail  A = E,  AB  = EF,  AD  = Eli  ; je  dis  que  ces  parallé- 
logrammes sont  égaux. 

En  effet,  puisque  AB  = EF,  on  peut  porter  le  parallélo- 
gramme EFGH  sur  ABCD,  de  manière  que  le  point  E tombe 

au  point  A et  le  point  F au 
point  B ; alors  l’angle  E 
coïncidera  avec  son  égal  A, 
et  le  côté  EH  avec  son  égal 
AD;  de  plus  HG,  parallèle 
à EF,  prendra  la  direction  de  DC,  parallèle  à AB(82),  et,  pour 
une  raison  semblable,  FG  se  dirigera  suivant  BC;  donc  le 
point  G tombera  sur  le  point  C.  Donc  les  deux  parallélo- 
grammes sont  égaux. 

Polygones. 

TnÉORfeMB  1. 

112.  Le  périmètre  d'un  polygone  convexe  ABCD  est  plus 
petit  qu’une  ligne  quelconque  EFGH  qui  l’enveloppe  de  toutes 
parts. 

Prolongeons  les  côtés  BA,  AD,  DC,  CB,  jusqu’à  la  rencon- 
tre de  la  ligne  enveloppante,  aux  points  K,  L,  M,  N;  on  aura 
successivement  : 

BA  -f-  AK  < BN  4-  NE  4-  EK, 

AD  4-  DL  < AK  4-  KF  4-  FL. 

DC  4- CM  < DL  4- LG  4- GM, 

CB  4-  BN  < CM  4-  MH  4-  HN. 

Ajoutant  membre  à membre  ces  inégalités  qui  ont  lieu  dans 
le  môme  sens,  supprimant  les  termes  AK,  PL,  CM,  BN,  qui 
seront  communs  aux  deux  membres  de  la  nouvelle  inégalité, 
et  remarquant  qu’on  a EK  4-  KF  = EF,  FL4-LG  = FG, 
GM  4-  MH  = GH,  HN  4-  NE  = HE,  il  vient 

BA  4-  AD  4-  DC  4-  CB  EF  4-  FG  4-  GH  4-  HE. 

Remarque.  — Si  la  ligne  brisée  convexe  ABCDEF  a des 
points  communs  ou  des  parties  communes  avec  la  ligne 
Éléments.  4 
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G11KL  qui  l'enveloppe  de  loulés  paris,  la  proposition  esl  cn- 
n core  vraie.  Car  on  a 

BC  <C  BG  + GC , 
DE<DH-+-  HE, 

EF  FA  < EK.  -h  KL  LA  ; 

“c 


;/ 


plus  petite  que  G1JKL. 


et,  par  suite,  la  ligne  brisée  ABCDEF  est 


Théorème  II. 


113.  La  somme  des  angles  d'un  polygone  convexe  ABCDEF 
est  égale  à autant  de  fois  deux  droits  qu'il  y a d'unités  dans 
le  nombre  des  côtés,  moins  deux. 

En  effet,  si  du  sommet  A on  mène  des  diagonales  à tous  les 
sommets  des  angles  opposés,  on  décomposera  le  polygone  en 
autant  de  triangles  qu’il  y a de  côtés, 
moins  deux;  car  ces  triangles  peuvent 
être  regardés  comme  ayant  pour  sommet 
commun  le  point  A et  pour  bases  les 
différents  côtés  du  polygone,  qui  ne 
comprennent  pas  l’angle  A.  De  plus,  la 
somme  des  angles  de  tous  ces  triangles 
esl  évidemment  la  même  que  celle  des  angles  du  polygone; 
donc  cette  dernière  somme  esl  égale  à autant  de  fois  deux 
droits  qu’il  y a de  triangles,  ou  qu’il  y a d’unités  dans  le 
nombre  des  côtés,  diminué  de  deux. 


Remarque  I.  — Si  l'on  représente  par  n le  nombre  des 
côtés  du  polygone,  ce  nombre  des  côtés,  moins  deux,  sera 
n — 2 et  la  somme  des  angles  sera  exprimée  par 

a x (« — 2) 

ou  2 n — 4, 

c’est-à-dire  2 n droits  — 4 droits. 

Ainsi,  la  somme  des  angles  d’un  pentagone  est  égale  à 
6 droits;  celle  des  angles  d’un  hexagone,  à 8 droits;  etc. 

Remarque  II.  — Si  l’on  prolonge  dans  le  même  sens  tous 
les  côtés  d'un  polygone  ABCDE,  la  somme  des  angles  ex- 
térieurs FBC,  GCD,  etc.,  est  égale  à 
4 droits. 

Car  l’un  quelconque  des  angles  inté- 
rieurs et  l’angle  extérieur  adjacent  valent 
ensemble  2 droits;  donc  la  somme  de  tous 
les  angles  tant  intérieurs  qu’extérieurs 
est  égale  à autant  de  fois  2 droits  qu’il  y a 
de  côtés  dans  le  polygone.  Mais  la  somme  des  angles  inté- 
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rieurs  contient  autant  de  fois  2 droits  qu'il  y a de  côtes  dai  s 
le  polygone,  moins  4 droits;  donc  la  somme  des  angles  exté- 
rieurs est  égale  à 4 droits. 


/ > 

H ^ 
E 

K\ 

$ V.  — PROPOSITIONS  DIVERSES. 

Sur  la  bissectrice  d'un  angle.  — Sur  les  angles  qui  ont  leurs  côtés 
respectivement  parallèles  ou  perpendiculaires,  etc 

TuêorRhe  I. 

114.  Si  une  droite  BD  divise  un  angle  ABC  en  deux  par- 
ties égales, 

1"  Tout  point  de  la  bissectrice  est  également  distant  des 
deux  côtés  de  l'angle  ; 

i°  Tout  point,  pris  hors  de  la  bissectrice  et  dans  l'intérieur 
de  l’angle,  est  inégalement  distant  de  ces  mêmes  côtés. 

i°  Soit  le  point  E pris  sur  BD;  je  dis  que  la  droite  EF  per- 
pendiculaire sur  BC  est  égale  à EG  perpen- 
diculaire sur  BA. 

Car  les  deux  triangles  rectangles  BFE, 
BGE,  ont  l'hypoténuse  BE  commune  et  les 
angles  aigus  EBF,  EBG,  égaux  par  hypo- 
thèse; donc  EF  = EG. 

* c 20  Soit  le  point  H,  situé  hors  de  la  bis- 
sectrice; je  dis  que  la  droite  H K perpendiculaire  à BA  est 
plus  petite  que  UF  perpendiculaire  à BC. 

Car  la  perpendiculaire  HK  est  plus  petite  que  l'oblique  IIG 
et  la  droite  IIG  est  plus  courte  que  la  ligne  brisée  IIE-t-  EG; 
d’ailleurs  EG  = EF,  donc  la  droite  IIG  est  plus  petite  que 
UE  -1-  EF  ou  HF.  Ainsi  d’une  part  on  a 

HK  < HG, 

et  de  l’autre  HG  < HF  ; 

donc  on  aura,  à plus  forte  raison, 

HK  <HF. 

Remarque. — Lorsque  l'angle  ABC  est  obtus,  la  perpendi- 
culaire, abaissée  du  point  H sur  BC,  peut  tomber  au  point  B; 

alors  HK  perpendiculaire  à BA  est  plus 
petite  que  HB  oblique  à BA. 

11  peut  arriver  aussi  que  la  perpen- 
diculaire abaissée  d’un  point  H’  tombe 
sur  le  prolongement  de  CB;  dans  ce 
cas  on  a H'K' <H'M  et  à fortiori 
H'K'CH'F'. 

Corollaire  I.  — La  bissectrice  d'un  angle  ABC  est  le  lieu 

4- 


t H' 

\ 

r\ 

k'v,  [ 

jjj/ 

F7  B 


/ü 


/ 
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5ï 

géométrique  des  points  situés  dans  l'intérieur  de  cet  angle  et 
également  distants  de  ses  côtés. 

Corollaire  II. — Soient  deux  droites  AB,  CD,  qui  sc  cou- 
pent au  point  E,  et  EF,  EG,  EH,  EK,  les  bissectrices  des  quatre 
angles  formés  par  ces  droites;  les  deux 
angles  FEB,  GEA,  seront  égaux,  comme 
moitiés  des  angles  opposés  au  sommet 
CEB,  DEA;  donc  EG  est  le  prolongement 
de  FE  (59),  et  on  verrait  de  même  que  EK 
est  le  prolongement  de  HE. 

D'ailleurs  l'angle  HEF,  moitié  de  la 
somme  des  angles  AEC,  CEB,  est  un  an- 
gle droit. 

Donc  le  lieu  géométrique  des  points  également  distants  de 
deux  droites  qui  se  coupent  se  compose  de  deux  droites  indé- 
finies, bissectrices  des  angles  formés  parles  premières  droites; 
et  de  plus,  ces  bissectrices  sont  perpendiculaires  entre  elles. 


te 


"G 


/f\ 


l]> 


\l 


TnÉORÉME  11. 


115.  Deux  angles  ABC,  DEF,  qui  ont  leurs  côtés  parallèles 
chacun  à chacun  et  dirigés  dans  te  même  sens,  sont  égaux. 

Car  les  deux  angles  correspondants 
ABC,  DGC,  sont  égaux,  à cause  des  paral- 
lèles AB,  DE,  coupées  par  la  transversale 
BC,  et  les  angles  correspondants  DGC, 
DEF,  sont  aussi  égaux,  à cause  des  paral- 
lèles BC,  EF,  coupées  par  la  transversale 
DE;  donc  l’angle  ABC  = DEF, 


/ 


/» 


/* 

A_ 


Remarque.  — On  dit  que  les  deux  côtés  parallèles  BA,  ED, 
par  exemple,  sont  dirigés  dans  le  même  sens,  lorsqu’ils  sont 
situés  d'un  même  côté  de  la  droite  indéfinie  qui  passerait  par 
les  sommets  B et  E. 


Corollaire  I.  — Deux  angles  ABC,  D'EF',  qui  ont  leurs  côtés 
parallèles  chacun  à chacun  et  dirigés  en  sens  contraires,  sont 


encore  égaux.  Car  on  a 


ABC  = DEF  = D'EF'. 


Corollaire  II.  — Deux  angles  ABC,  DEF',  qui  ont  deux 
côtés  BA,  ED,  parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens,  et  leurs 
deux  autres  côtés  BC,  EF',  parallèles  et  dirigés  en  sens  con- 
traires, sont  supplémentaires.  Car  l’angle  ABC  est  égal  à DEF, 
qui  est  le  supplément  de  DEF'. 

De  même  les  deux  angles  ABC,  D'EF.  sont  supplémen- 
taires. 
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Corollaire  III.  — Ainsi,  deux  angles,  qui  ont  leurs  côtés  pa- 
rallèles chacun  à chacun,  sont  égaux  ou  supplémentaires. 


Observation.  — On  peut  démontrer  ce  théorème  en  menant  la  droite 
indéfinie  rBE  > ; alors  les  angles  AB  y,  CB  >•  sont  respectivement  égaux  aux 
angles  DE  y,  PE  r,  et  l'on  a 

AB.r-CB.)  = DE)  -FE)  ou  ABC  - DEF. 

Si  le  sommet  E était  dans  l'intérieur  de  l’angle  ABC  l'on  aurait 

ABr  + CB  > - DE  >-  4-  FE.r  ou  ABC  = DEF. 


Théorème  III. 

116.  Si,  du  sommet  B d'un  angle  ABC,  on  élève  sur  chaque 
côté  une  perpendiculaire  faisant  avec  l'autre  côté  un  angle 

aigu,  l'angle  formé  par  ces  deux  perpen- 
diculaires BD,  BE,  sera  le  supplément  de 
l'angle  proposé. 

Car  l’angle  ABC  se  compose  de  deux  par- 
ties ABE,  EBC  : la  première  ABE  est  un 
angle  droit  et,  si  on  ajoute  la  seconde  EBC 
à l’angle  DBE,  la  somme  DBC  est  encore  un 
angle  droit;  donc  on  a 

ABC  -+-  DBE  = a droits. 

Remarque.  — Pour  que  la  droite  BD,  perpendiculaire  à BC, 
fasse  avec  le  côté  BA  un  angle  aigu,  il  faut  et  il  suffit  que  BD 
et  BA  soient  situés  du  môme  côlo  de  BC. 

Corollaire.  — Deux  angles,  qui  ont  leurs  côtés  perpendicu- 
laires chacun  à chacun,  sont  égaux  ou  supplémentaires. 

Car,  si  les  côtés  GF,  GH,  d'un  angle  FGII  sont  respective- 
ment perpendiculaires  aux  côtés  BC,  BA,  de  l’angle  ABC,  ils 
seront  respectivement  parallèles  aux  côtés  BD,  BE,  de  l'angle 
DBE,  et,  comme  les  côtés  GF,  BD,  ainsi  que  les  côtés  GH, 
BE,  sont  d'ailleurs  dirigés  dans  le  même  sens,  on  aura 
FGII  = DBE,  et,  par  conséquent,  l’angle  FGH  sera  le  supplé- 
ment de  ABC.  On  verrait  de  même  que  l'angle  F'GH  est  le 
supplément  de  DBE  et  qu’il  est  par  suite  égal  à ABC. 

Théorème  IV. 

117.  Si,  par  le  milieu  D d'un  côté  d'un  triangle  ABC,  on  mène 
une  parallèle  DE  à un  second  côté  BC  de  ce  triangle,  cette  pa- 
rallèle passera  aussi  par  le  milieu  du  troisième  côté. 
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Menons  DF  parallèle  à AC;  les  triangles  ADE,  DBF,  seront 
égaux,  comme  ayant  un  côté  égal  adjacent 
à deux  angles  égaux  chacun  à chacun,  donc 
AE  = DF;  mais  les  droites  DF,  EC,  sont 
égales,  comme  parallèles  comprises  entre 
parallèles,  donc  AE  = EC. 

Corollaire.  I. — Les  mêmes  triangles  don- 
nent DE=BF,  et,  comme  DECF  est  un  parallélogramme,  on 
a aussi  DE=  FC;  donc  la  droite  DE  est  la  moitié  du  côté  BC. 

Corollaire  II. — Réciproquement,  la  droite  DE,  qui  joint 
les  milieux  D,  E,  de  deux  côtés  AB,  AC,  d’un  triangle,  est  pa- 
rallèle au  troisième  côté  BC. 

Car  la  droite  parallèle  à BC,  menée  par  le  point  D,  doit  passer 
par  le  point  E;  donc  elle  se  confondra  avec  DE. 

Corollaire  III.  — Donc  la  droite,  qui  joint  les  milieux  de 
deux  côtés  d'un  triangle,  est  la  moitié  du  troisième  côté  de 
ce  triangle. 

Corollaire  IV.  — Le  corollaire  II  fournit  un  moyen  très- 
simple  pour  mener  par  un  point  donné  A une  parallèle  à une 
droite  xy. 

Par  le  point  A on  mène  une  droite  quelconque  qui  coupe 
K xy  au  point  B,  et  on  prend  BC  = AB; 

_ \ --y  - pUjs  ju  p0|nt  c on  mène  Une  seconde 

droite  quelconque  qui  coupe  xy  fau 

x ®\  ~/o  ^ point  D,  et  on  prend  DE  = CD;  enfin, 

on  mène  la  droite  AE,  qui  est  la  paral- 
lèle demandée. 

Car  xy,  passant  par  les  milieux  des  côtés  CA,  CE,  du  trian- 
gle CAE,  est  parallèle  à la  droite  AE. 

Théorème  V. 

118.  les  perpendiculaires  DE,  FC,  IIK,  élevées  sur  les  mi- 
lieux des  côtés  d’un  triangle  ABC,  se  coupent  en  un  même 
point. 

Car  les  deux  droites  DE,  FC,  étant  respectivement  perpen- 
diculaires  aux  côtés  de  l’angle  BCA,  se  ren- 
contreront en  un  point  O (83).  De  plus, 
/ \ ce  point,  appartenant  à la  droite  DE  per- 
"/  E , '-F  pendiculairc  sur  le  milieu  de  BC,  est  éga- 

gV  . \ lement  distcnt  des  sommets  B,  C,  et  ce 

Z. _l A même  point,  appartenant  à FC  perpendicu- 

c laire  sur  le  milieu  de  AC,  est  également  dis- 
tant des  sommets  A,  C;  donc  les  deux  distances  OB,  OA,  sont 


Digitized  by  Google 


PROPOSITIONS  DIVERSES.  55 

égales,  et,  par  conséquent,  la  perpendiculaire  HK,  élevée  sur 
le  milieu  de  AB,  passera  par  le  point  O. 


Théorème  VI. 

119.  Les  hauteurs  AD,  BE,  CF,  d'un  triangle  ABC,  se  cou- 
pent en  un  même  point. 

Par  les  sommets  A,  B,  C,  menons  les  droites  GH,  GK,  HK, 
respectivement  parallèles  aux  côtés  BC,  AC,  AB  ; les  deux  qua- 
drilatères ABCII , ABKC,  seront  des  paral- 
lélogrammes, et  on  aura 

AB  = HC,  AB  = CK  ; 

donc  le  point  C est  le  milieu  de  HK;  d’ailleurs 
la  droite  CF,  étant  perpendiculaire  à AB,  l’est 
aussi  sur  sa  parallèle  HK;  donc  CF  est  per- 
pendiculaire sur  le  milieu  de  HK.  On  verrait  de  même  que  AI), 
BE,  sont  perpendiculaires  sur  les  milieux  de  GII  et  de  GK. 

Ainsi,  les  droites  AD,  BE,  CF,  sont  les  perpendiculaires 
élevées  sur  les  milieux  des  côtés  du  triangle  GUK;  donc  elles 
se  rencontrent  en  un  même  point  O. 


Théorème  VII. 

120.  Les  bissectrices  AD,  BE,  CF,  des  angles  d’un  triangle 
ABC  se  coupent  en  un  même  point. 

Soit  O le  point  d'intersection  des  bis- 
sectrices BE,  CF;  ce  point,  étant  situé 
sur  BE,  est  également  distant  des  côtés 
AB,  BC,  et  ce  même  point,  étant  situé  sur 
CF,  est  également  distant  des  côtés  BC, 
AC;  donc  le  point  O est  à égale  distance 
des  côtés  AB,  AC,  et,  par  conséquent,  la 
bissectrice  AD  doit  passer  par  le  point  O. 


Théorème  VIII. 

121.  Les  médianes  AD,  BE,  CF,  d'un  triangle  ABC  se  cou- 
pent en  un  même  point. 

Soit  O le  point  d'intersection  dès  deux 
médianes  AD,  BE  : prolongeons  OE  d’une 
longueur  EG,  égale  à OE,  et  menons  les 
droites  GA,  GC.  Les  diagonales  du  qua- 
drilatère AOCG  se  coupant  mutuellement 
en  parties  égales,  AOCG  est  un  parallélo- 
gramme; donc  CG  = OA,  et  DO  est  paral- 
lèle à CG.  Ainsi  dans  le  triangle  BCG,  la  droite  DO  passe  par 
le  milieu  du  côté  BC  et  elle  est  parallèle  à CG  ; donc  DO  est 
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la  moitié  de  CG,  et  par  suite  la  moitié  de  OA  ou  le  tiers  de  AD; 
donc  la  médiane  BE  coupe  la  médiane  AD  au  tiers  de  cette 
droite,  à partir  du  côté  BC.  On  verrait  de  même  que  la  mé- 
diane CF  coupe  AD  au  tiers  de  AD,  à partir  du  côté  BC;  donc 
les  trois  médianes  se  coupent  en  un  même  point. 

Théorème  IX. 

122.  La  droite  EF,  parallèle  aux  bases  d'un  trapèze  ABCD 
et  passant  par  Je  milieu  E de  l'un  des  côtés  non  parallèles, 
passe  aussi  par  le  milieu  du  côté  opposé. 

t Menons  la  diagonale  AC;  la  droite  EF  pas- 

r-  Z~  \ sera  par  le  milieu  du  côté  AD  du  triangle 

t V ADC  et  sera  parallèle  à DC;  donc  le  point  G 

/ j \ est  aussi  le  milieu  de  AC  : de  même  la  droite 

D c GF  passe  par  le  milieu  du  côté  AC  du  trian- 

gle CAB  et  elle  est  parallèle  à AB  ; donc  F est  le  milieu  de  BC. 

Corollaire.  — On  a 

EG  = - DC,  GF  = i AB: 

2 2 

donc 

EF  = - ( DC  -f-  AB  ). 

Théorème  X. 

123.  La  droite  EF,  qui  joint  les  milieux  des  côtés  non  pa- 
rallèles cT un  trapèze  ABCD,  est  parallèle  aux  bases  DC,  AB. 

Car  la  droite  parallèle  aux  bases,  menée 
par  le  point  E milieu  de  AD,  doit  passer 
par  le  point  F ; donc  elle  se  confondra 
avec  EF. 

Corollaire  /.  — On  a donc,  d’après  le  théorème  précédent, 
EF  = ^-  (DC  -t-  AB). 

Donc  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  côtés  non  parallèles 
d'un  trapèze  est  égale  à la  demi-somme  de  ses  bases. 

Corollaire  II.  — La  droite  EF  passe  par  les  milieux  G,  II. 
des  diagonales  AC,  BD;  d’ailleurs  on  a 

EG  = - DC,  EH  = - AB , 

2 2 

d’où  l’on  tire 

EG  — EH  = HG  = (DC  — AB). 
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Donc  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  d’un 
trapèze  est  égale  à la  demi-différence  de  ses  bases.  [Note  io.] 


Sur  les  figures  symétriques  par  rapport  à une  droite. 

124.  Définitions.  — Deux  points  A,  A',  sont  symétriques 
par  rapport  à une  droite  xy,  lorsque  cette 
At  droite  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  a 

de  celle  qui  joint  les  deux  points.  On  dit 
y aussi  que  les  points  A,  A',  sont  symétrique- 
ment placés  par  rapport  à xy. 
i’i  La  droite  xy  est  appelée  axe  de  symétrie. 


125.  Deux  figures  sont  symétriques  par  rapport  à une  droite, 
lorsque  tout  point  de  chacune  de  ces  figures  a son  symétrique 
sur  l’autre. 

Théorème  I. 


126.  La  figure  symétrique  d’une  droite  AB,  par  rapport  à un 
axe  xy,  est  une  ligne  droite. 

Du  point  A j'abaisse  sur  l’axe  de  symétrie  xy  la  perpendicu- 
laire \a  que  je  prolonge  d’une  longueur  «A',  égale  à As;  alors 
le  point  A'  sera  le  symétrique  du  point  A : 
je  détermine  de  même  ie  point  B'  symé- 
trique du  point  B,  et  je  dis  que  la  droite 
A' B'  est  la  ligne  symétrique  de  AB. 

En  effet,  si  d’un  point  quelconque  C de 
la  droite  AB  on  abaisse  sur  xy  la  perpendi- 
* culaire  Ce  et  qu’on  la  prolonge  jusqu'à  la 
rencontre  de  A' B',  au  point  C',  et  si  on  fait  tourner  le  trapèze 
ba  AB  autour  de  ba,  jusqu’à  ce  qu’il  s’applique  sur  le  trapèze 
ba  A' B',  il  est  facile  de  voir  que  ces  deux  trapèzes  coïncideront 
et  que  cC  se  confondra  avec  cC'.  Ainsi  l’axe  xy  est  perpendi- 
culaire sur  le  milieu  de  CC',  et,  par  conséquent,  tout  point  C de 
la  droite  AB  a son  symétrique  sur  A' B';  donc  AB  a pour  symé- 
trique la  droite  A'  B'. 


B 

/I 

c 

r'j 

{ 

D 

O 

cl 

k.  1 

1 âi  9 

i 

i 

Corollaire  I.  — La  distance  de  deux  points  A,  B,  est  égale 
à celle  de  leurs  symétriques  A',  B'. 

Corollaire  II.  — Si  deux  droites  se  coupent,  leurs  symé- 
triques se  coupent  aussi  et  les  deux  points  d’intersection  sont 
symétriques.  Car  le  point  d’intersection  des  deux  premières 
droites  doit  avoir  son  symétrique  situé  à la  fois  sur  les  deux 
autres. 


Corollaire  III.  — Si  l’on  prolonge  AB  jusqu’à  la  rencontre 
dex/au  pointD,  ce  point  qui  est  lui-même  son  symétrique  doit 
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êlresitué  sur  la  droite  A'B',  et  de  plusx/,  perpendiculaire  sur 
le  milieu  de  AA',  est  la  bissectrice  de  l’angle  ADA\  Donc  deux 
droites  symétriques  rencontrent  l’axe  de  symétrie,  en  un  même 
point  et  forment  avec  cet  axe  des  angles  égaux. 

Remarque  I. — Un  trapèze  tel  que  ABB'A',  dont  les  côtés 
non  parallèles  sont  égaux,  est  appelé  trapèze  isocèle. 

Remarque  II. — Nous  avons  pris  les  points  A et  B d’un  même 
côté  de  l’axe  de  symétrie,  mais  tout  ce  qu’on  vient  de  dire  a 
encore  lieu  lorsque  ces  points  sont  situés  de  part  et  d’autre 
de  xy.  Seulement,  dans  ce  cas,  les  droites  égales  AB;  A'  B'  sont 
les  diagonales  du  trapèze  isocèle,  qui  a pour  sommets  les 
points  A,  B,  A',  B',  au  lieu  d’en  être  les  côtés  non  parallèles. 


Théorème  II. 

127.  L'angle  de  deux  droites  AB,  AC,  est  égalai  l’angle 
formé  par  leurs  symétriques  A'B',  A'C'. 

, Car  les  trois  points  A,  B,  C,  ont  pour 

symétriques  trois  points  tels  que  A',  B', 
C',  et  d’ailleurs  la  distance  de  deux  points 
est  égale  à celle  de  leurs  symétriques; 
donc  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C'  sont 
égaux,  comme  ayant  les  trois  côtés  égaux 
chacun  à chacuir,  et  par  conséquent  l’angle 
BAC  = B' A'C'. 


Remarque.  — En  faisant  glisser  le  triangle  ABC  sur  le  plan 
de  la  figure,  on  ne  peut  pas  le  faire  coïncider  avec  son  égal 
A'B'C',  à moins  que  ces  triangles  ne  soient  isocèles;  donc,  en 
général,  il  faudrait  retourner  le  premier  triangle  si  on  voulait 
le  superposer  sur  le  second. 


A 

X 


128.  Définitions.  — Deux  points  A,  A',  sont  symétriques  par 
rapport  à un  troisième  O,  appelé  centre  de 
symétrie,  lorsque  ce  troisième  point  divise  en 
deux  parties  égales  la  droite  qui  joint  les  deux 
premiers. 

Deux  figures  sont  symétriques  par  rapport  à 
un  point,  lorsque  tout  point  de  chacune  de 
ces  figures  a son  symétrique  sur  l’autre. 


/ 


Remarque.  — En  considérant  les  figures  symétriques  par 
rapport  à un  point,  il  est  facile  de  démontrer  qu’«/ie  droite  a 
pour  figure  symétrique  une  ligne  droite,  que  la  distance  de 
deux  points  est  égale  à celle  de  leurs  symétriques,  que  l’angle 
de  deux  droites  est  égal  à l’angle  formé  par  leurs  symétriques. 
[Note  i i.] 
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CHAPITRE  IV. 

DES  POSITIONS  DUNE  OU  DE  PLUSIEURS  DROITES  PAR  RAPPORT 
A UNE  CIRCONFÉRENCE.  [Note  12.] 


Définitions. 

129.  On  appelle  segment  une  portion  de  cercle  comprise 
entre  un  arc  et  sa  corde. 

130.  Un  secteur  est  une  portion  de  cercle  comprise  entre 
un  arc  et  les  rayons  menés  aux  extrémités  de  cet  arc. 

131.  Toute  corde  est  une  droite  inscrite  dans  le  cercle. 

132.  Un  angle  À est  inscrit  dans  un  cercle,  lorsqu’il  a son 
sommet  sur  la  circonférence  et  qu’il  est  formé 
par  deux  cordes  AB,  AC.  On  dit  aussi  que  cet 
angle  est  incrit  dans  le  segment  BAC. 

133.  Un  polygone  est  inscrit  dans  un  cercle, 
lorsque  tous  ses  sommets  sont  sur  la  circon- 
férence. Le  cercle  est  circonscrit  au  polygone. 

134.  On  appelle  sécante  une  droite  qui  coupe  la  circonfé- 
rence en  deux  points. 

133.  Une  tangente  e st  une  droite  qui  n'a  qu’un  point  com- 
mun avec  la  circonférence.  Ce  point  s’appelle  point  de  con- 
tact. La  perpendiculaire  élevée,  en  ce  point,  sur  la  tangente, 
est  une  normale  à la  circonférence. 

136.  Un  polygone  est  circonscrit  à un  cercle,  lorsque  tous 
ses  côtés  sont  tangents  a la  circonférence.  Ce  cercle  est  inscrit 
dans  le  polygone. 

§ I".  - RAYON  PERPENDICULAIRE  A UNE  CORDE.  — 

ANGLE  INSCRIT  DANS  UN  DEMI-CERCLE. 

TnÉoafe.ME  1. 

137.  Le  rayon  OC,  perpendiculaire  à une  corde  AB,  divise 
cette  corde  et  l’arc  sous-tendu , chacun  en  deux  parties 
égales. 
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Caries  rayons  OA,  OB,  sont  deux  obliques  égales;  donc  ils 
s’écartent  également  du  pied  D de  la  perpen- 
diculaire, et,  par  conséquent,  AD  = I)B  (74). 

Maintenant,  la  droite  OC  étant  perpendicu- 
laire sur  le  milieu  de  AB,  la  corde  CA  est  égale 
à la  corde  CB;  donc  l’arc  AC  est  aussi  égal  à 
l’arc  CB  (44). 

Remarque.  — La  droite  OC  passe  par  le  centre,  par  le  milieu 
de  la  corde,  par  le  milieu  de  l’arc,  et,  de  plus,  elle  est  perpen- 
diculaire à la  corde.  Or,  deux  de  ces  conditions  suffisent 
pour  déterminer  cette  droite;  donc  la  perpendiculaire  élevée 
sur  le  milieu  d’une  corde  passe  par  le  centre  et  par  le  milieu 
de  l’arc;  donc  la  droite  qui  passe  par  le  centre  et  par  le  mi- 
lieu de  la  corde  est  perpendiculaire  à cette  corde  et  passe 
par  le  milieu  de  l’arc;  etc. 

Corollaire  I.  — Dans  un  cercle,  le  lieu  géométrique  des  mi- 
lieux des  cordes,  parallèles  à une  droite  donnée,  est  le  dia- 
mètre perpendiculaire  à cette  droite. 

Corollaire  II.  — Pour  trouver  le  centre  d'une  circonfé- 
rence, il  suffit  d’élever  des  perpendiculaires  sur  les  milieux 
de  deux  cordes  non  parallèles,  et  le  point  d’intersection  de 
ces  perpendiculaires  sera  le  centre  cherché. 


Problème  I. 


138.  Par  trois  points  donnés  A,  B,  C,  non  en  ligne  droite, 
faire  passer  une  circonférence. 

Sur  les  milieux  des  droites  AB,  BC,  j'élève  les  perpendicu- 
laires DE,  FG,  qui  se  coupent  au  point  O 
(83),  et  de  ce  point  comme  centre,  avec  le 
rayon  OA,  je  décris  une  circonférence,  qui 
sera  la  circonférence  demandée. 

Car  le  point  O est  également  distant  des 
trois  points  A,  B,  C. 


(' 


O; 

F; 


y 

H 


Remarque.  — Le  centre  de  toute  circonférence,  qui  passe- 
rait par  ces  trois  points,  devrait  se  trouver  sur  DE,  sans  quoi 
il  serait  inégalement  distant  des  points  A,  B,  et,  par  une 
raison  semblable,  il  devrait  se  trouver  aussi  sur  FG;  donc,  ce 
centre  ne  serait  autre  que  le  point  O.  ])onc,par  trois  points  A, 
B,  C,  non  en  ligne  droite,  on  ne  peut  faire  passer  qu’une  cir- 
conférence. 

Corollaire. — Ainsi,  on  peut  circonscrire  une  circonférence 
ù un  triangle  donné,  et  on  n’en  peut  circonscrire  qu’une. 
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PROBLÈME  IL 

139.  Diviser  un  arc  AB  en  deux  parties  épates. 

Pour  cela  je  détermine  un  point  quelconque  C,  également 
distant  des  points  A,  B,  et  la  droite  OC  divi- 
sera l’arc  AB  en  deux  parties  égales. 

Car,  les  deux  points  O et  C étant  chacun  à 

v 1 „ égale  distance  des  points  A,  B,  le  rayon  01> 

ip-  est  perpendiculaire  sur  la  corde  AB;  donc  l’arc 
AD  est  égal  à l’arc  DB. 
ikc 

Remarque.  — La  même  construction  sert  à 
diviser  un  arc  en  4,  B,  16,  etc.,  parties  égales. 


Théorème  H. 


140. 

cordes 

cordes 


Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux,  les 
égales  sont  également  éloignées  du  centre;  et  de  deux 
inégales,  la  plus  petite  est  ta  plus  éloignée  du  centre. 

i“  Soient  les  cordes  égales  AB,  CD;  je  dis 
que  les  perpendiculaires  OE,  OF,  abaissées 
du  centre  sur  ces  cordes,  sont  égales. 

Car,  dans  les  triangles  OEA,  OFC,  les  hy- 
poténuses OA,  OC,  sont  égales,  et  le  côté 
AE,  moitié  de  AB,  est  égal  au  côté  CF, 
moitié  de  CD  ; donc  ces  triangles  sont 
et,  par  conséquent,  on  a 

OE  = OF. 


2"  Soit  la  corde  AG  plus  grande  que  la  corde  CD;  je  dis 
que  la  perpendiculaire  OH,  abaissée  sur  AG,  est  plus  petite 
que  OF. 

Car  la  perpendiculaire  OH  est  plus  courte  que  l’oblique  OK, 
et,  à plus  forte  raison,  que  la  droite  OE;  or,  les  cordes  AB, 
CD,  étant  égales,  la  distance  OE  = OF,  donc  on  a aussi 

OH  < OF. 

Remarque.  — Réciproquement,  dans  le  même  cercle  ou  dans 
des  cercles  égaux,  les  cordes  également  éloignées  du  centre 
sont  égales;  et  de  deux  cordes  inégalement  éloignées  du 
centre,  celle  qui  en  est  la  plus  éloignée  est  la  plus  petite. 


Théorème  111. 

141.  Tout  angle  ACB,  inscrit  dans  un  demi-cercle,  est  un 
angle  droit. 
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Menons  le  rayon  OC;  les  triangles  OAC,  OBC,  seront  iso- 
cèles; donc  l’angle  OCA  = OAC  et  l’angle 
OCB  = OBC.  Ainsi,  dans  le  triangle  CAB, 
l’angle  ACB  est  égal  à la  somme  des  deux 
autres  CAB,  CBA;  donc  l’angle  ACB  est 
droit  (91  ). 

Corollaire.  — Un  angle  A1)B,  qui  a son 
sommet  hors  du  cercle  et  dont  les  côtés 
passent  par  les  extrémités  du  diamètre  AB,  est  un  angle  aigu. 
Car  dans  le  triangle  ÜAC,  l’angle  DCA  est  droit,  donc  l’angle  D 
est  aigu. 

Au  contraire,  un  angle  AEB,  qui  a son  sommet  dans  l’inté- 
rieur du  cercle  et  dont  les  côtés  passent  par  les  extrémités 
de  AB,  est  un  angle  obtus.  Car  son  adjacent  AEC  est  aigu. 

Donc  le  lieu  géométrique  des  sommets  de  tous  les  trian- 
gles rectangles,  qui  ont  pour  hypoténuse  une  même  droite 
AB,  est  la  circonférence  décrite  sur  celte  droite  comme  dia- 
mètre. 

Remarque.  — Ce  théorème  donne  un  moyen  très-simple 
pour  tracer  deux  droites  CA,  CB,  perpendiculaires  entre  elles. 

Il  peut  servir  aussi  à élever  une  perpendiculaire  à l'extré- 
mité C d’une  droite  AC,  sans  prolonger  celte  droite.  Pour 
cela,  du  point  O,  pris  hors  de  la  droite  AC,  comme  centre, 
avec  OC  pour  rayon,  on  décrit  une  circonférence  qui  coupe  AC 
au  point  A ; on  mène  le  diamètre  AB,  et  BC  est  la  perpendicu- 
laire demandée. 

$ II.  — TANGENTE  ET  NORMALE. 

Théorème  1. 

142.  La  perpendiculaire  AB,  menée  à l’extrémité  d'un 
rayon  OA,  est  tangente  à la  circonférence. 

Car  la  perpendiculaire  OA  est  plus  courte  que  toute  obli- 
que OC  ; donc  le  point  C est  situé  hors  du 
cercle.  Ainsi,  la  droite  AB  n’a  que  le  point  A 
commun  avec  la  circonférence,  donc  AB  est 
une  tangente. 

Remarque.  — Réciproquement,  toute  tan- 
gente AB  est  perpendiculaire  à l'extrémité  du 
rayon  OA  mené  au  point  de  contact. 

Car  tous  les  points  de  AB,  autres  que  le  point  A,  étant  ex- 
térieurs à la  circonférence,  le  rayon  OA  est  la  plus  petite 
droite  qu’on  puisse  mener  du  point  O à la  ligne  droite  AB, 
donc  OA  est  perpendiculaire  à AB. 
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Corollaire  I. — Par  un  point  d’une  circonférence  on  peut 
mener  une  tangente  à cette  circonférence  et  on  n'en  peut 
mener  qu’une. 


Corollaire  II.  — Toute  normale  AN  à une  ciiconférence 
passe  par  le  centre  ; el  réciproquement,  si  par  le  centre  O 
on  mène  une  droite  qui  coupe  la  circonférence 
'•  aux  points  A,  C,  celte  droite  sera  perpcndi- 

-5  culaire  aux  tangentes  AB,  CD;  donc  elle  sera 
normale  à la  circonférence  en  chacun  des 
\ points  A,  C. 

/ Les  deux  droites  NA,  NC,  sont  les  longueurs 
des  normales  abaissées  du  point  N sur  la  cir- 
"T>  conférence. 


J 


143.  Définitions.  — L’angle  d'une  droite  et  d’un  arc,  qui  sc 
rencontrent  en  un  point  A,  est  l'angle  que  forment  la  droite 
et  la  tangente  menée  à l’arc  par  le  point  A. 

L’angle  de  deux  arcs  est  l'angle  que  forment  les  tangentes 
menées  à ces  arcs  par  leur  point  de  rencontre. 


Problème  I. 

144.  Par  un  point  A mener  une  tangente  à un  cercle 
donné  O. 

i°  Si  le  point  A est  sur  la  circonférence, 
on  mène  le  rayon  OA,  puis  la  droite  AB 
perpendiculaire  à OA,  et  AB  est  la  tangente 
demandée. 

2°  Si  le  point  A est  hors  du  cercle,  on 
mène  la  droite  OA,  qu’on  divise  en  deux 
parties  égales  au  point  O';  du  point  O'  comme  centre,  avec  O' O 
pour  rayon,  on  décrit  une  circonfé- 
rence qui  coupe  la  première  aux 
points  B,  C;  el  la  droite  AB  est  la 
tangente  demandée. 

Car,  en  menant  le  rayon  OB,  l’angle 
OBA  inscrit  dans  un  demi-cercle  sera 
un  angle  droit;  donc  la  droite  AB  sera 
perpendiculaire  à l’extrémité  du  rayon  OB,  et,  par  conséquent, 
elle  sera  tangente  à la  circonférence. 

La  droite  AC  est  aussi  tangente  au  cercle  0;  donc  le  pro- 
blème admet  deux  solutions,  lorsque  le  point  A est  extérieur 
au  cercle  donné. 

Remarque  I. — Si  une  tangente  à la  .circonférence  O,  BA 
par  exemple,  doit  passer  par  le  point  A,  le  point  de  contact  B 
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doit  être  le  sommet  d’un  angle  droit  dont  les  côtés  passeront 
par  les  points  O et  A;  donc  le  point  B doit  se  trouver  sur  la 
circonférence  O'  (141);  d’ailleurs,  il  doit  se  trouver  aussi  sur  la 
circonférence  O;  donc  les  deux  points  d’intersection  des  cir- 
conférences O et  O'  sont  les  seuls  points  de  contact  possibles. 
Ainsi,  d’un  point  pris  hors  d'une  circonférence,  on  ne  peut 
mener  à cette  circonférence  que  deux  tangentes. 

Remarque  II. — Les  deux  triangles  BOA,  COA,  ont  l’hypo- 
ténuse OA  commune  et  le  côté  OB  = OC;  donc  ils  sont  égaux. 
Donc  les  tangentes  AB,  AC,  menées  d'un  point  A pris  hors, 
d’un  cercle,  sont  égales,  et  la  droite  OA  est  la  bissectrice  de 
l’angle  formé  par  ces  tangentes. 

Théorème  II. 

145.  Deux  parallèles  AB,  CD,  interceptent  sur  la  circonfé- 
rence des  arcs  égaux. 

En  effet,  si  on  mène  le  rayon  OE  perpendiculaire  aux  deux 
cordes  AB,  CD,  les  deux  arcs  EA,  EB,  seront  égaux,  ainsi  que 
les  arcs  EC,  ED  ; donc  on  a 

arc  EC  — arc  EA  •=  arc  ED  — arc  EB 
ou  arc  AC  = arc  BI). 

11  peut  arriver  que  les  deux  parallèles 
A'B',  CD,  soient  l’une  tangente  et  l’autre 
sécante.  Dans  ce  cas  on  mène  au  point  de 
contact  le  rayon  OE,  qui  est  à la  fois  per- 
pendiculaire aux  deux  droites  A'B',  CD,  et  on  a 

arc  EC  = arc  ED. 

Enfin,  les  deux  parallèles  A'B',  C'D',  peuvent  être  toutes 
deux  tangentes;  alors  les  rayons  OE,  OF,  menés  aux  points 
de  contact,  sont  des  perpendiculaires  abaissées  d’un  même 
point  O sur  deux  parallèles;  donc  ces  rayons  sont  en  ligne 
droite  (83),  et,  par  conséquent,  les  deux  arcs  ECF,  EDF,  sont 
égaux,  comme  étant  chacun  une  demi-circonférence. 

Corollaire.  — Ainsi,  lorsque  deux  tangentes  à une  circonfé- 
rence sont  parallèles,  leurs  points  de  contact  sont  les  extré- 
mités d'un  même  diamètre. 

Remarque  I.  — Réciproquement,  les  tangentes  A'B',  C'D', 
menées  aux  extrémités  d'un  même  diamètre  EF,  sont  paral- 
lèles. Car  elles  sont  toutes  deux  perpendiculaires  à EF. 

Il  résulte  de  là  qu’on  peut  mener  à une  circonférence  deux 
tangentes,  parallèles  à’une  droite  donnée  xy.  Car  la  perpendi- 
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culaire  OG,  abaissée  du  centre  sur  cette  droite,  coupera  la 
circonférence  en  deux  points  E,  F,  et  les  tangentes  A'B', 
C'D',  menées  par  ces  points  seront  parallèles  à xy.  ~ 

Remarque  II. — Dans  un  cercle,  les  tangentes  A'B',  C'D', 
menées  aux  extrémités  d’un  diamètre  EF,  sont  parallèles  aux 
cordes  que  ce  diamètre  divise  en  deux  parties  égales. 

Problème  il. 

146.  Inscrire  un  cercle  dans  un  triangle  ABC. 

Je  mène  les  bissectrices  BO,  CO,  des  angles  B,  C;  du 
point  O,  où  ces  bissectrices  se  coupent,  j’abaisse  CD  perpen- 
diculaire à BC,  et  de  ce  même  point  comme 
centre,  avec  OD  pour  rayon,  je  décris  une 
circonférence  qui  est  la  circonférence  de- 
mandée. 

Car  les  perpendiculaires  OD,  OE,  OF, 
abaissées  du  point  O sur  les  côtés  BC,  CA, 
AB,  sont  égales  (114);  donc  la  circonfé- 
rence doit  passer  par  les  pieds  D,  E,  F,  de 
ces  perpendiculaires,  et,  par  suite,  elle  est  tangente  aux  trois 
côtés  du  triangle. 

Remarque  I.  — Le  centre  de  tout  cercle  inscrit  dans  le 
triangle  ABC  doit  être  également  distant  des  deux  côtés  BC, 
BA;  donc  il  doit  se  trouver  sur  la  bissectrice  BO  de  l’angle  B, 
et,  par  une  raison  semblable,  il  doit  se  trouver  aussi  sur  la 
bissectrice  CO  de  l’angle  C.  Donc  on  ne  peut  inscrire  qu’un 
cercle  dans  un  triangle  donné. 

Remarque  II.  — Les  droites  BD,  DC,  CE,  etc.,  sont  les  seg- 
ments des  côtés  du  triangle,  déterminés  par  les  points  de  con- 
tact du  cercle  inscrit.  Or,  à cause  des  égalités  BD  = BF, 
CE  = CD,  AE  = AF,  on  a 

BD  -|-  CE  + AE  = BF  -|-  CD  + AF  ; 

donc  la  somme  d’un  segment  BI)  et  du  côté  AC,  opposé  à 
l’angle  B,  est  égale  au  demi-périmètre  du  triangle. 

THfiORfcME  III. 

147.  Si  d'un  point  A,  pris  hors  d’un  cercle  O,  on  abaisse  sur 
la  circonférence  de  ce  cercle  la  plus  petite  normale  AB  et  dif- 
férentes obliques, 

i®  La  normale  AB  est  plus  courte  que  toute  oblique  ; 

2*  Deux  obliques,  qui  s'écartent  également  du  pied  de  la 
normale,  sont  égales; 

Éléments.  5 
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3°  De  deux  obliques,  qui  s'écartent  inégalement  du  pied 
de  la  normale,  celle  qui  s'en  écarte  le  plus  est  la  plus  grande. 

i°  Puisque  la  normale  AB  prolongée  passe  par  le  centre  O 
(142),  AB  est  la  plus  petite  droite  qu'on  puisse  mener  du 
point  A à la  circonférence,  donc  on  a 

\ AB<  AC. 

//B  \d 

a"  Supposons  que  les  obliques  AC,  AD, 

Û A\  • \ \ s’écartent  également  du  pied  de  la  normale, 
J/  o \ c’est-à-dire  que  les  arcsBC,  BD,  soient  égaux. 

\7  \j  Les  angles  au  centre  BOC.BOD  seront  égaux; 

c'vV x 0 d’ailleurs,  les  triangles  OAC,  OAD,  ont  le 

*'  côté  OA  commun,  et  le  côté  OC  égal  au 

côté  OD;  donc  le  troisième  côté  AC  est  égal  au  troisième 
côté  AD. 

3°  Soit  l’oblique  AE,  qui  s’écarte  plus  du  pied  de  la  nor- 
male que  l’oblique  AC.  L’arc  BE  étant  plus  grand  que  l’arc 
BC,  l’angle  BOE  est  plus  grand  que  l’angle  BOC;  d’ailleurs, 
les  triangles  OAE,  OAC,  ont  le  côté  OA  commun  et  le  côté  OE 
égal  au  côté  OC;  donc  on  a (94) 

AE  > AC. 

Remarque  /.  — Si  on  prolonge  la  normale  AB  et  les  obli- 
ques AC,  AD,  AE,  jusqu’à  la  rencontre  de  la  circonférence  aux 
points  B’,  C',  D',  E',  i°  la  normale  AB'  sera  plus  grande  que 
toute  oblique  AC';  i°  deux  obliques  AC',  AD',  qui  s’écarteront 
également  du  pied  de  la  normale  seront  égales;  3°  de  deux 
obliques  AC',  AE',  qui  s’écarteront  inégalement  du  pied  de  la 
normale,  celle  qui  s’en  écartera  le  moins  sera  la  plus  grande. 

Remarque  II.  — Si  d’un  point  A,  situé  entre  le  centre  et  la 
circonférence,  on  abaissait  sur  cette  circonférence  les  deux 
normales  et  différentes  obliques,  il  en  résulterait  des  propo- 
sitions analogues  aux  précédentes,  et  on  les  démontrerait  de 
la  même  manière.  [Notes  i 3,  i4  et  i5.] 
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CHAPITRE  V. 

PROBLÈMES. 


s Ier.  - CONSTRUCTION  DE  TRIANGLES,  DE  QUADRILATÈRES, 
DE  POLYGONES. 


Problème  I. 


148.  Construire  un  triangle,  connaissant  un  de  ses  côtés  a 
et  les  deux  angles  adjacents  b,  c. 

Je  irace  la  droite  indéfinie  A x et  je  prends  AB  = a ; puis  je 

fais  les  angles  BAC,  ABC, 
respectivement  égaux 
aux  angles  b,  c (58),  et 
le  triangle  ABC  est  le 
* triangle  demandé. 

Remarque  /.  — Pour  que  le  problème  soit  possible,  il faut 
et  il  suffit  que  la  somme  des  deux  angles  donnés  soit  moindre 
que  deux  droits. 

Remarque  II.  — Si  l’on  donnait  un  côté  d’un  triangle,  un 
ngle  adjacent  et  l'angle  opposé  à ce  côté,  on  déterminerait 
'abord  le  troisième  angle  du  triangle,  qui  est  le  supplément 
de  la  somme  des  deux  angles  donnés. 

Problème  II. 


149.  Construire  un  triangle,  connaissant  l' un  de  ses  angles 

a et  les  côtés  b,  c,  qui  le 
ijf  comprennent. 

Je  trace  la  droite  \x 
et  je  fais  l’angle  A = a;  je 
prends  AB  = 6,  AC  = c; 
je  joins  le  point  B au 
point  C,  et  ABC  est  le  triangle  demandé. 


Problème  III. 


150.  Construire  un  triangle,  connaissant  ses  trois  côtés 
a,  b,  u. 


5. 
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Je  trace  A x et  je  prends  AB  = a ; des  points  A et  B,  comme 

centres,  avec  des  rayons 
/\  respectivement  égaux  à A 

ai , / \ et  à c,  je  décris  deux  arcs 

61 1 \ qui  se  coupent  au  point 

Â * * C;  je  mène  les  droites 

AC,  BC,  et  ABC  est  le  triangle  demandé. 


Remarque.  — Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et 
il  suffit  qu’on  ail  a < b -+-  v et  a > b — c (41). 


Problème  IV. 

151.  Construire  un  triangle,  connaissant  deux  côtés  a,  b, 
et  l’angle  c opposé  au  côté  a. 

Nous  distinguerons  trois  cas  principaux. 

rr  Cas.  — Supposons  que  l’angle  donné  c soit  obtus  et 

qu’on  ait  par  consé- 
quent a>  b (99). 

Je  trace  la  droite 
indéfinie  xy  et,  en  un 
point  quelconque  A 
de  xy,  je  fais  l'angle 
zAy  = c;  je  prends 
AB  = b et  du  point  B, 
comme  centre,  avec  a pour  rayon,  je  décris  un  arc  qui  coupe 
Ay  au  point  C,  et  ABC  est  le  triangle  demandé. 

Remarque.  — La  perpendiculaire  BD  abaissée  du  point  B 
sur  xy  tombe  sur  Ax,  c’est-à-dire  sur  la  partie  de  xy  qui  fait 
un  angle  aigu  avecBA  (73),  et  si  on  prend  DC'  = DC,  l’oblique 
BC' sera  égale  à BC;  donc  l’arc  de  cercle  CM  prolongé  doit 
passer  au  point  C'.  Ainsi  la  circonférence  décrite  du  point  B, 
comme  centre,  avec  a pour  rayon,  ne  peut  couper  A y qu’en 
un  seul  point,  donc  ABC  est  le  seul  triangle  qu’on  puisse  con- 
struire avec  les  données. 


a'  Cas.  — Supposons  que  l’angle  c soit  droit;  alors  le  pro- 
blème revient  à construire  un 
11  triangle  rectangle,  connaissant 

l’hypoténuse  a et  un  côté  de 
l’angle  droit  b. 

J’élève  A z perpendiculaire 
à xy,  je  prends  AB  = b,  et  du 
point  B,  comme  centre,  avec  a 
pour  rayon,  je  décris  un  arc  qui  coupe  Ay  au  point  C,  et  ABC 
est  le  triangle  demandé. 
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Remarque.  — Ce  triangle  est  le  seul  qu’on  puisse  construire 
avec  les  données;  car  tous  les  triangles  rectangles,  qui  ont 
l’hypoténuse  égale  et  un  côté  égal,  sont  égaux. 


3'  Cas.  — Soit 
qu’on  ail  a>  b. 
Je  fais  l'angle 


l'angle  c aigu,  et  i"  supposons  en  outre 


zAy—c,  je  prends  AB  = 6 et  du  point  B, 
comme  centre,  avec  a 
pour  rayon,  je  décris 
un  arc  qui  coupe  Ay 
au  point  C,  et  ABC  est 
le  triangle  demandé. 

Remarque.  — La 
perpendiculaire  BD, 
abaissée  du  point  B 
sur  xy,  tombe  sur  A/;  mais  puisqu’on  a BC>-BA,  on  aura  aussi 
DC>  DA,  et,  si  on  prend  DC'  = DC,  l’oblique  BC'  sera  égale  à 
BC;  donc  l’arc  CM  prolongé  passe  au  point  C',  à gauche  du 
point  A,  et,  par  conséquent,  ABC  est  le  seul  triangle  qu’on 
puisse  construire  avec  les  données. 

a°  L’angle  c étant  aigu,  supposons  qu’on  ait  a = b. 

Je  fais  l’angle  zAy=c,  je  prends  AB  = ô et  du  point  B, 

comme  centre , avec  a 
pour  rayon,  je  décris  un 
arc  qui  coupe  A y au 
point  C,  et  ABC  est  le 
triangle  demandé.  De 
plus  il  est  le  seul  qu’on 
puisse  construire  avec 
les  données;  car  l’arc 
CM  prolongé  doit  passer  au  point  A. 

3°  Soit  toujours  l’angle  caigu,  et  supposons  qu’on  ait 

* Jefaisl’angle  z\y=c, 

je  prends  AB  = b,  et 
du  point  B,  comme 
centre,  avec  a pour 
c'X^  d ÿi.  ÿ rayon,  je  décris  un 
ï arc  qui  coupe  Ay  au 

point  C,  et  ABC  est  le  triangle  demandé. 


Remarque  I. — La  perpendiculaire  BD,  abaissée  du  point  B 
sur  xy,  tombe  sur  A y;  mais  puisqu’on  a BC<BA,  on  aura 
aussi  DC  < DA,  et,  si  on  prend  DC'  = DC,  l’oblique  BC' sera 
égale  à BC;  donc  l’arc  CM  prolongé  passe  au  point  C',  à droite 
du  point  A.  Donc,  dans  ce  cas,  le  triangle  ABC'  répond  aussi  à 
la  question  et  le  problème  admet  deux  solutions. 
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7° 

Cependant,  si  le  côté  a était  égal  à la  perpendiculaire  BD,  la 
circonférence  décrite  du  point  B,  comme  centre,  avec  a pour 
rayon,  serait  tangente  à xy  au  point  D;  donc  on  ne  pourrait 
plus  construire  que  le  seul  triangle  rectangle  ABD. 

Enfin,  si  l’on  avait  a<BD,  le  problème  serait  impossible. 

Remarque  II. — Lorsque  le  problème  admet  deux  solutions, 
l'angle  AC' B du  second  triangle  est  le  supplément  de  l’angle 
ACB  du  premier;  caron  a AC'B-f-BC'C=  i droits,  et  d’ailleurs 
BC'C  = BCC',  puisque  le  triangle  BCC' est  isocèle-  [Note  16.] 

Problème  V. 

152.  Construire  un  parallélogramme,  connaissant  l'un  de 
ses  angles  a et  les  côtés  b,  c,  qui  le  comprennent. 

Je  fais  l’angle  y\x  = a et  je  prends  AB  — b,  AC  = c ; des 

points  B et  C,  comme 
centres,  avec  des  rayons 
respectivement  égaux  à c 
et  à b,  je  décris  deux  arcs 
qui  se  coupent  au  point 
D;  je  mène  les  droites 
BD,  CD,  et  ABCD  est  le  parallélogramme  demandé  (103). 

Remarque.  — On  construira  de  même:  un  losange, connais- 
sant l’un  de  ses  angles  et  son  côté  ; un  rectangle,  dont  on 
connaît  deux  côtés  contigus;  un  carré,  dont  on  connaît  le  côté. 

Problème  VI. 

153.  Construire  un  polygone  égal  à un  polygone  donné 
ABCDE. 

Je  prends  A'B'  = AB,  et  des  points  A',  B',  comme  centres, 
avec  les  distances  AC,  BC  pour  rayons,  je  décris  deux  arcs  qui 

se  coupentau  point  C';  de 
même  des  points  A',  C', 
comme  centres,  avec  AD 
et  CD  pour  rayons,  je  dé- 
cris deux  arcs  qui  se  cou- 
pent au  point  D',  et  des 
points  A',  D',  comme 
centres,  avec  AE  et  DE  pour  rayons,  je  décris  deux  arcs  qui  se 
coupent  au  point  E';  je  mène  les  droites  B'C',  C'D',  D'E’, 
E'A',  et  A' B'C' D'E'  est  le  polygone  demandé. 

Pour  le  démontrer,  je  mène  les  diagonales  AC,  AD,  A'C',  A'D’, 
et  les  triangles  ABC,  ACD,  ADE,  sont  respectivement  égaux 
aux  triangles  A' B'C',  A'C'D  , A'D'E',  comme  ayantles  trois  côtés 
égaux  chacun  à chacun;  donc,  si  l’on  porte  le  second  polygone 
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sur  le  premier,  de  manière  que  le  triangle  A'B'C'  coïncide  avec 
son  égal  ABC,  le  triangle  A'C'D'  coïncidera  avec  ACD,  et  ainsi 
de  suite;  donc  les  deux  polygones  sont  égaux. 

Remarque.  — On  peut  obtenir  le  polygone  A’B'C'D'E'  par 
différentes  constructions.  Car  il  suffit  que  les  deux  polygones 
soient  composés  de  triangles  respectivement  égaux  et  dispo- 
sés de  la  même  manière,  ou  plus  généralement  de  parties  res- 
pectivement égales  et  disposées  de  la  même  manière.  [Note  16.] 


s It.  — DIVISION  D’UNE  DROITE  EN  PARTIES  ÉGALES. 


Problème1. 


154.  Diviser  une  droite  donnée  AB  en  un  nombre  quelconque 
de  parties  égales  (en  cinq  parties  égales,  par  exemple). 

Sur  une  droite  indéfinie  Ax,  à partir  du  point  A,  je  porte 
une  longueur  quelconque  AC  cinq  fois  ; je  joins  le  point  G au 
point  B,  et  par  les  points  de  division 
de  AG  je  mène  les  droites  CH,  DR, 
EL,  FM,  parallèles  à GB,  qui  divise- 
ront AB  en  cinq  parties  égales. 

Car,  dans  le  triangle  ADR,  la  droite 
CH  passe  par  le  milieu  du  côté  AD  et 
elle  est  parallèle  à DR  ; donc  AH  = HR  (117  ) ; de  même,  dans 
le  trapèze  CELH,  la  droite  DR  passe  par  le  milieu  du  côté  CE 
et  elle  est  parallèle  aux  bases  CH,  EL;  donc  HR  = RL  (122 ), 
et  ainsi  de  suite. 


Remarque  I. — Il  suffit  de  mener  FM  parallèle  à GB;  la 
droite  BM  sera  la  cinquième  partie  de  AB,  et  on  la  portera 
cinq  fois  sur  AB. 


Remarque  II.  — Pour  mener  FM  parallèle  à GB,  on  peut 
porter  AC  sur  Ax  une  fois  de  plus,  ce 
qui  donne  GN  ; on  joint  le  point  N au 
point  B et  on  prolonge  NB  d’une  lon- 
gueur BO  égale  à NB;  enfin  on  mène 
la  droite  OF  qui  coupe  AB  au  point  M 
et  FM  est  parallèle  à GB. 

Car,  dans  le  triangle  NFO,  la  droite 
GB  joint  les  milieux  des  côtés  NF,  NO. 


Remarque  III. — Pour  déterminer  BM,  ou  la  cinquième 
partie  de  AB,  d’après  la  méthode  précédente,  il  est  inutile  de 
tracer  la  droite  GB. 

De  plus,  lorsque  la  droite  AB  doit  être  divisée  en  un  nombre 
impair  de  parties  égales  (toujours  en  cinq  parties,  par  exemple). 
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il  y aura  sur  kx  un  nombre  pair  de  droites  égales  à AC.  Dans 
ce  cas  les  points  de  division  C,  E,  G,  sont  inutiles,  et  on  peut 
se  borner  à porter  sur  kx  une  droite  quelconque  AD  trois 
fois;  puis  on  mène,  comme  ci-dessus,  la  droite  NB,  qu’on 
prolonge  d’une  longueur  BO  égale  à NB  ; on  joint  le  point  O 
au  point  F,  qui  est  alors  l'avant-dernier  point  de  division 
de  AN  ; et  on  obtient  ainsi  la  droite  BM,  qui  est  la  cinquième 
partie  de  AB. 

3 

Remarque  IF. — Pour  trouver  les  j»  par  exemple,  de  la 

droite  donnée  AB,  il  suffira  de  mener,  par  l’extrémité  E de  la 
troisième  division  de  AC,  une  parallèle  EL  à GB,  et  la  droite  AL 
3 

sera  les  = de  AB. 

5 

Observation.  — A la  suite  de  ce  problème,  il  peut  sembler  naturel 
qu'on  donne  aussi  le  moyen  de  diviser  un  angle  ou  un  arc  en  parties 
égales  ; mais  la  simple  trisection  d’un  angle  quelconque,  ou  la  division  de 
cet  angle  en  trois  parties  égales,  est  un  problème  qui  a beaucoup  occupé 
les  anciens  et  qui  n'est  pas  du  ressort  des  éléments  de  géométrie. 

$ III.  — PROBLÈMES  Sl)R  LES  CONTACTS. 

Problème  I. 

155.  Mener  une  tangente  commune  à deux  cercles  don- 
nés O,  (y. 

Je  joins  les  centres  O,  O'  par  une  droite  qui  coupe  la  pre- 
mière circonférence  au  point  A et  la  seconde  au  point  B ; je 

prends  AC  = O'B  et  du 
point  O,  comme  cen- 
tre, avec  le  rayon  OC 
*c  qui  est  égal  à la  diffé- 
rence des  rayons  OA, 
O'B,  je  décris  une  troi- 
sième circonférence  ; 
par  le  point  O1  je  mène  O'D  tangente  à cette  dernière  circon- 
férence et  je  tire  le  rayon  OD  que  je  prolonge  jusqu’à  la  ren- 
contre de  la  première  circonférence  au  point  E ; je  mène  le 
rayon  O'  F parallèle  à OE,  par  les  points  E et  F je  fais  passer  une 
droite,  et  cette  droite  sera  tangente  aux  deux  circonférences. 

Car  les  droites  DE,  O' F sont  égales  et  parallèles;  donc  le 
quadrilatère  O' DEF  est  un  parallélogramme.  De  plus,  l'angle 
O' DE  est  droit;  donc  O' DEF  est  un  rectangle;  donc  EF  est 
perpendiculaire  aux  extrémités  des  rayons  OE,  O'F,  et,  par 
conséquent,  elle  est  une  tangente  commune  aux  deux  cercles 
donnés. 

Par  le  point  O',  on  peut  mener  une  seconde  tangente  O'  D'  à 


Digitized  by  Google 


PROBLÈMES  SIR  LES  CONTACTS.  ^3 

la  troisième  circonférence,  et  par  suite  on  aura  une  seconde 
tangente  commune  E'F'. 

Les  deux  tangentes  communes  EF,  E'F'  sont  extérieures  aux 
deux  cercles  O,  O'  ; mais,  lorsque  les  deux  cercles  sont  exté- 
rieurs l'un  à l’autre,  on  peut  mener  deux  autres  tangentes  com- 
munes qui  passeront  entre  les  deux  cercles  et  qu’on  appelle 
intérieures. 

Pour  cela,  je  joins  encore  les  centres  O,  O'  par  une  droite 
qui  coupe  la  première  circonférence  au  point  A et  la  seconde 

au  point  B;  jeprends  AC=0’B, 
et  du  point  U comme  centre, 
avec  le  rayon  OC  qui  est  égal 
à la  somme  des  rayons  OA, 
O' B,  je  décris  une  troisième 
circonférence;  par  le  point  CF 
je  mène  O'D  tangente  à cette 
dernière  circonférence  et  je 
lire  le  rayon  OD  qui  coupe  la 
première  circonférence  au  point  E ; je  mène  le  rayon  O' F pa- 
rallèle à OE,  par  les  points  E et  F je  fais  passer  une  droite,  et 
celte  droite  sera  tangente  aux  deux  circonférences. 

Car  les  droites  DE,  CFF  sont  égales  et  parallèles;  donc  le 
quadrilatère  O' DEF  est  un  parallélogramme.  De  plus,  l’angle 
O'DE  est  droit,  donc  (y DEF  est  un  rectangle;  donc  EF  est 
perpendiculaire  aux  extrémités  des  rayons  ÜE,  O' F,  et,  par 
conséquent,  elle  est  une  tangente  commune  aux  deux  cercles 
donnés. 

Par  le  point  O'  on  peut  mener  une  seconde  tangente  O'D'  à 
la  troisième  circonférence,  et  par  suite  on  aura  une  seconde 
tangente  commune  intérieure  E’F'. 

Remarque  I. — Si  les  cercles  donnés  sont  tangents  exté- 
rieurement, ils  ont  deux  tangentes  communes  extérieures  et 
une  seule  tangente  intérieure,  perpendiculaire  à la  droite  qui 
passe  par  les  centres  ; s’ils  se  coupent,  il  n’ont  que  deux  tan- 
gentes communes  extérieures;  s’ils  sont  tangents  intérieure- 
ment, ils  n’ont  qu’une  tangente  commune  extérieure,  perpen- 
diculaire à la  droite  qui  passe  par  les  centres;  et  enfin,  s’ils  sont 
intérieurs  l’un  à l’autre,  ils  n’ont  pas  de  tangente  commune. 

Remarque  II.  — Lorsque  les  cercles  sont  extérieurs  l’un  à 
l’autre,  les  deux  tangentes  extérieures  EF,  E'F'  et  la  droite  00' 
concourent  en  un  même  point  G.  Car  la  bissectrice  de  l’angle 
EGE'  doit  passer  par  les  centres  0 etO'  (14A);  donc  la  droite  00' 
n’est  autre  que  cette  bissectrice;  donc  00'  doit  passer  par  le 
point  G. 

De  même  le  point  d’intersection  G des  deux  tangentes  inté— 
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rieures  est  sur  la  droite  00'.  Car  GO  et  GO'  sont  les  bissectrices 
des  angles  EGE',  FGF',  opposés  au  sommet;  donc  GO  et  GO' 
sont  en  ligne  droite  (114). 

11  est  clair  que  les  deux  tangentes  extérieures  communes  à 
deux  cercles,  qui  sont  tangents  extérieurement  ou  qui  se 
coupent,  se  rencontrent  aussi  en  un  point  de  la  droite  qui 
passe  par  les  centres. 

Problème  II. 

156.  Décrire  un  cercle  tangent  à trois  droites  données  xy. 
x'y1 , x"y" , qui  se  coupent  deux  à deux. 

D’abord  le  cercle  0 inscrit  dans  le  triangle  ABC  satisfait  à la 
question  (146). 

De  plus,  menons  les  bissectrices  BO'.CO',  des  angles  exté- 
rieurs CB/',  BCy", 
et  du  point  O',  où 
ces  bissectrices  se 
coupent,  abaissons 
0'  D'  perpendicu- 
laire à BC;  alors,  si 
du  point  0'  comme 
centre,  avec  O'D' 
pour  rayon,  on  dé- 
crit une  circonfé- 
rence, elle  sera  tan- 
gente au  côté  BC  et 
aux  prolongements 
By' , Cy",  des  deux 
autres  côtés  AB , 
AC.  Caries  perpen- 
diculaires O'D',  O'E',  0'  F',  abaissées  du  point  0'  sur  BC,  Cj", 
By',  sont  égales;  donc  la  circonférence  doit  passer  par  les 
pieds  D',  E',  F'  de  ces  perpendiculaires,  et,  par  suite,  elle  est 
tangente  aux  trois  droites  xy,  x'y',  x’y”. 

On  décrirait  de  même  les  circonférences  0",  0”',  tangentes  à 
chacun  des  côtés  AC,  AB,  et  aux  prolongements  des  deux  autres. 

Remarque.  — Ainsi  on  peut  mener  quatre  circonférences 
tangentes  à la  fois  à trois  droites  xy,  x'y' , x"yH  qui  se  coupent 
deux  à deux. 

Les  trois  cercles  0',0'',0"  sont  les  cercles  ex-inscrits  du 
triangle  ABC. 
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LIVRE  DEUXIÈME. 

DE  LA  MESURE  DES  DROITES,  DES  ANGLES  ET  DES 
SURFACES  POLYGONALES.  [Note  17.] 


Notions  et  définitions  préliminaires. 

157.  Multiplier  une  grandeur  par  un  nombre  entier,  c'est 
trouver  une  seconde  grandeur  qui  contienne  ia  première  au- 
tant de  fois  qu'il  y a d'unités  dans  cet  entier.  On  dit  que  la 
seconde  grandeur  est  un  multiple  de  la  première;  et  récipro- 
quement, que  la  première  est  un  sous-multiple , une  partie 
aliquote  ou  une  mesure  de  la  seconde.  Une  grandeur  est  une 
commune  mesure  de  plusieurs  autres  grandeurs,  lorsqu’elle 
est  à la  fois  un  sous-multiple  de  toutes  ces  grandeurs. 

3 

158.  Multiplier  une  grandeur  par  une  fraction,  ^ par  cxem- 

3 

pie,  c’est  trouver  une  seconde  grandeur  qui  soit  les  ^ de  la 

première.  Le  résultat  de  la  multiplication  d’une  grandeur  par 
un  entier  ou  par  une  fraction  s’appelle  produit. 

159.  Diviser  une  grandeur  par  un  nombre,  entier  ou  frac- 
tionnaire, c’est  trouver  une  seconde  grandeur  qui,  étant  mul- 
tipliée par  ce  nombre,  reproduise  la  première. 

160.  Diviser  une  grandeur  par  une  autre  grandeur  de  même 
espèce,  c’est  trouver  un  nombre  appelé  quotient,  tel  qu'en 
multipliant  la  seconde  grandeur  par  ce  nombre,  on  obtienne 
la  première. 

161.  On  appelle  rapport  d’une  grandeur  à une  autre  de 
même  espèce,  le  nombre  qui  exprime  combien  de  fois  la  pre- 
mière grandeur  contient  la  seconde  ou  une  partie  aliquote  de 
la  seconde.  Ainsi  le  rapport  d’une  grandeur  A à une  gran- 
deur B de  même  espèce,  11’est  autre  que  le  quotient  de  la 
première  divisée  par  la  seconde,  et  par  conséquent,  pour  in- 

diquer  le  rapport  de  A à B,  on  écrit  g ou  A:B.  Le  rapport 
de  B à A,  qui  est  Y inverse  du  précédent,  sera  -r  ou  B:A. 
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162.  Lorsqu’on  se  propose  de  déterminer  le  rapport  d’une 
grandeur  à une  autre,  il  se  présente  deux  cas  principaux,  et, 
pour  lixer  les  idées,  supposons  qu’il  s’agisse  de  deux  droites. 

i°  11  peut  arriver  que  les  deux  droites  soient  commensu- 
rables,  c'est-à-dire  qu’elles  aient  une  commune  mesure. 

Si  la  première  droite  AB  contient 

1 1 1 10  la  seconde  Cl)  exactement,  4 fois 

cl lu  par  exemple,  le  rapport  de  AB  à CD 

sera  4;  donc  on  aura  l’égalité 


Si  la  droite  AB  n’est  pas  un  multiple  de  CD,  supposons 

qu’une  commune  mesure  soit  con- 
Al  ' 1 'B  tenue  4 fois  dans  AB  et  3 fois 

dans  CD;  le  rapport  de  AB  à G) 


sera 


4 

'3’  • 


et  on  aura 


AB  4 
CD  - 3' 


Les  deux  droites  qu’on  considère  peuvent  être  incom- 
mensurables, c’est-à-dire  ne  pas  avoir  de  commune  mesure. 
C’est  ce  qui  a lieu  pour  la  diagonale  et  le  côté  du  carré,  comme 
nous  le  verrons  dans  le  Livre  111  (233).  [Note  18.] 


163.  Lorsque  deux  grandeurs  A,  B sont  incommensurables, 
l’une  de  ces  grandeurs  ne  peut  pas  être  évidemment  un  mul- 
tiple de  l’autre;  de  plus,  la  grandeur  A ne  peut  pas  être  les  | 

de  B,  par  exemple,  sans  quoi,  ^ de  B serait  une  commune 


mesure  des  grandeurs  A et  B,  ce  qui  serait  contraire  à l'hypo- 
thèse.  Donc  il  faut  admettre  qu’il  n’y  a pas  de  rapport  de  la 
grandeur  A à la  grandeur  B (161),  ou  bien  donner  de  l’exten- 
sion à la  signification  des  mots  rapport  et  nombre. 

C’est  ce  dernier  parti  que  l’on  prend,  en  admettant  qu’il 
existe , outre  les  nombres  entiers  et  les  nombres  fraction- 
naires, d’autres  nombres  appelés  incommensurables , qui  ré- 
sultent chacun  de  la  comparaison  d’une  grandeur  à une  se- 
conde grandeur  incommensurable  avec  la  première. 

En  conséquence,  si  deux  grandeurs  A,  B,  sont  incommen- 
surables, le  rapport  de  A A B sera  un  nombre  incommensu- 
rable qu'on  définira  en  disant  : qu'il  est  plus  grand  que  le 
rapport  de  toute  grandeur,  moindre  que  A et  commensurable 
avec  B,  rl  la  grandeur  B,  et  plus  petit  que  le  rapport  de  toute 
grandeur,  plus  grande  que  A et  commensurable  avec  U,  à la 


Digitized  by  Google 


DÉFINITIONS.  79 

grandeur  B.  Ce  rapport  ou  ce  nombre  incommensurable  re 
désigne  encore  par  g- 


164.  Supposons,  par  exemple,  que  les  droites  AB,  CD  soient 
incommensurables.  Si  on  divise  CD  en  n parties  égales  et  qu'on 

u ^ porte  l’une  de  ces  parties  sur  AB. 

e * f à partir  dit  point  A,  autant  de  fois 

que  possible,  m fois  parexemple, 
on  déterminera  sur  AB  une  droite  AE  dont  le  rapport  à CD 

sera  — ; et,  si  on  porte  la  même  partie  à la  suite  de  AE  une 
n 

fois  de  plus,  on  obtiendra  une  droite  AF  plus  grande  que  AB, 
dont  le  rapport  à CD  sera  m 1 ; donc  on  aura 


et  par  suite 


AE  ni  t AF m-+- 1 

CD”  n 61  CD  — n ’ 
AB  _ /n  AB  . iM-  i 
CD>n  el  CD<-1»“ 


....  m m -h  i . , 

Ainsi  les  rapports  — et sont  des  valeurs  approchées 

AB  i 

du  rapport  jjjj  à moins  de  - près,  l'une  par  défaut,  et  l'autre 
par  excès. 

Si  le  nombre  n des  parties  égales  de  CD  devient  de  plus  en 
plus  grand,  ces  parties  deviendront  de  plus  en  plus  petites,  et 
on  voit  que  les  droites  AE,  AF,  pourront  différer  chacune 
de  AB  d’aussi  peu  qu’on  voudra,  c’est-à-dire  d'une  longueur 
moindre  que  toute  longueur  donnée.  [Note  19.] 

165.  Remarque.  — O11  définit  le  produit  d’une  grandeur 
par  un  nombre  incommensurable  N,  en  disant  : que  c'est  une 
grandeur  plus  grande  que  les  produits  de  la  grandeur  donnée 
par  les  nombres  commensurables  moindres  que  N,  et  plus  pe- 
tite que  les  produits  de  la  grandeur  donnée  par  les  nombres 
commensurables  supérieurs  à N. 


166.  Le  quotient  d'une  grandeur  par  un  nombre  incom- 
mensurable est  la  grandeur  qu’il  faut  multiplier  parce  nombre 
pour  reproduire  la  première.  [Note  ao.] 


167.  Définition.  — Deux  rapports  incommensurables  som 
regardés  comme  étant  égaux,  lorsqu'il  est  démontré  que  leur 
différence,  en  supposant  qu’il  en  existe  une,  doit  être  moindre 
que  tout  nombre  donné. 
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CHAPITRE  I. 

MESURE  DES  DROITES  ET  DES  ANGLES. 


S l*r  — MESURE  DES  DROITES. 

Définitions. 

168.  Mesurer  une  grandeur  donnée,  c'est  trouver  son  rap- 
port à une  autre  grandeur  de  même  espèce,  prise  pour  unité.. 
Ce  rapport  est  la  mesure  de  la  grandeur. 

L'unité  de  longueur  adoptée  en  France  est  le  métré. 

169.  Remarque.  — On  a pu  reconnaître  que  le  mot  mesure 
a différentes  significations:  il  désigne  tantôt  une  partie  a! i- 
quote  d’une  grandeur,  tantôt  le  rapport  d’une  grandeur  à 
l’unité  de  même  espèce , et  quelquefois  enfin  l'opération 
même  qui  consiste  à déterminer  ce  rapport.  Mais,  avec  un 
peu  d’attention,  on  saisira  toujours  dans  quel  sens  ce  mot  est 
employé. 

Problème  I. 

170.  Trouver  la  plus  grande  commune  mesure  de  deux 
droites  données  AB,  CD.  (Pourabréger,  nous  remplacerons  ces 
mots  : plus  grande  commune  mesure,  par  leurs  lettres  initiales 
p.  g.  c.  m.) 

D’abord  la  p.  g.  c.  m.  cherchée  ne  peut  surpasser  la  plus  pe- 

l‘le  ^roile  et  elle 

e serait  égale  à CD,  si  CD 

THD  était  contenue  exacte- 

ment dans  AB.  Portons  donc  CD  sur  AB  autant  de  fois  que 
possible,  et  supposons  qu’on  ait 

AB  = 3CD-4-EB. 

11  s’ensuit  que  CD  n’est  pas  la  p.  g.  c.  m.  cherchée;  alors  je 
dis  que  la  p.  g.  c.  m.  de  AB  et  de  CD  est  la  même  que  celte  des 
deux  droites  CD  et  EB. 

En  effet,  supposons  qu’une  droite  soit  contenue  exactement 
dans  AB  et  dans  CD  ; de  ce  qu’elle  est  contenue  exactement 
dans  CD,  elle  le  sera  aussi  dans  3CD;  donc  elle  sera  contenue 
exactement  dans  la  ligne  totale  AB  et  dans  une  de  ses  parties 
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3 CD;  donc  elle  sera  aussi  contenue  exactement  dans  l’autre 
partie  EB.  Ainsi,  toute  mesure  commune  à AB  et  à CD  est 
aussi  une  mesure  commune  à CD  et  à EB. 

Maintenant  supposons  qu’une  droite  soit  contenue  exac- 
tement dans  CD  et  dans  EB  ; de  ce  qu’elle  est  contenue 
exactement  dans  CD,  elle  le  sera  aussi  dans  3CD;  donc  elle 
sera  contenue  exactement  dans  les  deux  parties  de  la  ligne  to- 
tale AB;  donc  elle  sera  aussi  contenue  exactement  dans  AB. 
Ainsi,  toute  mesure  commune  à CD  et  à EB  est  aussi  com- 
mune à AB  et  à CD. 

Donc  les  mesures  communes  de  AB  eide  CD  sont  les  mêmes 
que  celles  de  CD  et  de  EB  ; donc  enfin  la  p.  g.  c.  m.  de  AB  et 
de  CD  est  la  même  que  celle  de  CD  et  de  EB. 

De  là  il  résulte  que  la  question  est  ramenée  à chercher  la 

p.  g.  c.  m.  de  CD  et  de  EB. 

Portons  donc  EB  sur  CD  autant  de  fois  que  possible,  et  sup- 
posons qu’on  ait 

CD  = 2EB  + FD. 

On  démontrerait,  comme  précédemment,  que  la  question 
est  ramenée  à chercher  la  p.  g.  c.  m.  de  EB  et  de  FD. 

Portons  FD  sur  EB,  et  supposons  qu’on  ait 

EB  = a FD ; 

alors  FD  sera  la  p.  g.  c.  m.  des  deux  droites  EB,  FD,  et,  par 
suite,  la  p.  g.  c.  m.  des  deux  droites  proposées  AB,  CD. 

Remarque.  — Supposons  qu’on  ait  cherché  la  p.  g.  c.  m.  de 
deux  droites  A,  B,  et  désignons  les  quotients  successifs  par 

q, r),  q„  q» . . . , et  les  restes  par  r,,  r„  r„. . . , on  aura 

A = Bÿ,  r,, 

B = r,q,-hr„ 
r,  = r,ÿ3-|-  r„ 
r,  = r.ÿ.-t-r., 


Si  la  droite  B est  plus  grande  que  -i  le  quotient  q,  = i,  et 
le  reste  r,  est  évidemment  plus  petit  que  ; de  même,  si  la 
droite  B est  plus  petite  que  ^ > le  reste  r„  qui  est  moindre 


{*)  q, , qt,  q s’énoncent  : q indice  un,  q indice  deux,. . .,  et  souvent, 

pour  abréger,  q un,  q deux, .... 
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que  B,  sera  à plus  forte  raison  plus  petit  que  — ; donc  on  a 
dans  tous  les  cas 

, A 

r-<r' 


Par  une  raison  semblable  on  a les  inégalités 


Ci< 


fi< 


, r, 

r-,  < - 1 • 

a 


et  par  suite 


À A A 

r,<  4’  r‘<8’  r:<76’ 


Ainsi  les  restes  de  rang  impair  sont  respectivement  moin- 
dres que  -»  7*  — >•••;  donc,  si  l’opération  se  prolongeait  in- 
2 4 8 

définiment,  on  arriverait  à des  restes  aussi  petits  qu’on  vou- 
drait. 

C’est  ce  qui  doit  avoir  lieu  toutes  les  fois  que  les  deux  droites 
A et  B sont  incommensurables.  Mais  il  est  bon  de  remarquer 
que  celte  conséquence  est  purement  théorique;  car,  lorsqu’on 
porte  effectivement,  au  moyen  d’un  compas,  la  plus  petite 
droite  B sur  la  plus  grande  A,  puis  le  premier  reste  r,  sur  la 
plus  petite,  et  ainsi  de  suite,  on  finit  bientôt  par  obtenir  un 
reste  d’un  tel  degré  de  petitesse,  qu'il  est  impossible  de  le 
porter  sur  le  reste  précédent,  ce  qui  empêche  de  continuer 
l’opération. 


Problème  II. 

171.  Étant  données  deux  droites  AB,  CD,  trouver  le  rapport 
de  la  première  à la  seconde. 

Cherchons  d’abord  la  p.  g.  c.  m.  des  deux  droites  AB,  CD, 

Al— _i * , Mi 


et  supposons  qu'on  arrive  aux  égalités  suivantes  : 

AB  = aCD-f-EB, 

CD  = EB  -+-  FD, 

EB  = aFD  •+•  GB, 

FD  = aGB. 


Maintenant  évaluons  successivement  EB,  CD,  AB,  au  moyen 
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Je  !a  p.  g.  c.  m.  GB,  et  il  vient 

EB  = 5 GB, 

CD  = 7 GB, 

AB  = 19GB. 


D’où  l’on  voit  que  la  droite  AB  contient  19  fois  la  7e  partie 
de  CD  ; donc  on  a 

AB  19 

cd  — y 


Si  les  deux  droites  données  étaient  incommensurables,  on 
pourrait  négliger  l’un  des  restes,  et  prendre  le  reste  précé- 
dent pour  commune  mesure.  On  obtiendrait  ainsi  une  valeur 
approchée  du  rapport  de  la  première  droite  à la  seconde. 


172.  Mesure  d’uxe  droite.  — Au  moyen  de  ce  problème,  si 
on  prend  une  certaine  droite  pour  unité,  il  sera  facile  de  me- 
surer une  droite  quelconque.  Par  exemple,  si  la  droite  CD 
était  l’unité  de  longueur,  la  mesure  de  la  droite  AB  serait 


'9 


; et,  au  contraire,  si  la  droite  AB  était  prise  pour  unité,  la 


n 

mesure  de  CD  serait  — • 

•9 

Si  une  droite  ne  contient  pas  l'unité  exactement,  et  qu'on 

veuille  obtenir  sa  mesure  à moins  de  - près,  on  divisera  l’u- 

n 

nité  en  n parties  égales  (15i),  puis  on  cherchera  combien  la 
droite  donnée  contient  de  fois  l’unité  et  combien  le  reste  con- 
tient de  fois  la  n"m'  partie  de  l’unité. 


173.  Remarque.  — Le  rapport  d’une  grandeur  à une  autre 
grandeur  de  même  espèce  est  égal  au  rapport  de  la  mesure  de 
la  première  grandeur  à ta  mesure  de  la  seconde,  quelle  que 
soit  l’unité  employée  pour  mesurer  les  deux  grandeurs. 

Soient  les  grandeurs  A,  B,  et  a,  b,  leurs  mesures,  c’est-à-dire 
leurs  rapports  à une  unité  quelconque  u.  On  aura 


et,  par  suite  (1G0), 

(0 


A = u X a, 
B = uX.b. 


Or  de  cette  dernière  égalité  on  lire 


ik’mtnu, 


6 
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et,  si  on  porte  cette  valeur  de  u dans  l'égalité  (i),  1 vient 


donc 


A = BXjX«  = Bx 

A a 
B b' 


ce  qu’il  fallait  démontrer.  [Note  21.] 


§ II.  — MESURE  DES  ANGLES. 

I.a  mesure  d’un  angle  s’obtient  en  mesurant  un  arc  au  moyen 
d’un  arc  de  même  rayon,  pris  pour  unité.  C’est  pourquoi  nous 
allons  commencer  la  théorie  de  la  mesure  des  angles  par  le 
problème  suivant. 


Problème  I. 


174.  Étant  donnés  deux  arcs  de  même  rayon  AB,  CD,  trou- 
ver le  rapport  du  premier  au  second. 

Pour  cela  je  cherche  leur  p.  g.  c.  m.  par  des  superpositions 

successives;  ce  qui  n’offre  au- 
cune difficulté,  puisqu’on  déter- 
mine sur  l’arc  AB  un  arc  égal 
à CD,  en  portant  la  corde,  qui 
sous-tend  l’arc  CD,  du  point  A 
à un  autre  point  de  l'arc  AB.  On  obtient  ainsi 


AB  = 2CD  + EB, 
CD  = aEB-t-FD, 
EB  = 3FD. 

El,  par  conséquent, 

CD  = 7FD, 

AB  = 1 7 FD ; 


donc 


AB  _ 27 

CD  — 7 


Remarque.  — Lorsqu’il  s’agit  de  mesurer  un  arc,  on  prend 
ordinairement  pour  unité  le  quart  de  la  circonférence  de  même 
rayon  ou  le  quadrant.  La  go'*'""  partie  de  cet  arc  est  un  arc  d’un 
degré;  la  Go1*”'  partie  d’un  degré  s'appelle  minute;  la  Go'*n,t 
partie  d'une  minute  s'appelle  seconde. 

Mesurer  un  arc,  c’est  trouver  combien  il  contient  de  degrés, 
de  minutes  et  de  secondes.  La  demi-circonférence  contient 
180  degrés  et  la  circonférence  entière  en  contient  36o. 

Pour  mesurer  un  arc,  au  moyen  de  la  règle  et  du  compas,  on 
cherche  son  rapport  au  quart  de  la  circonférence  à laquelle  il 
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apparlieni;  et,  si  ce  rapport  est  égal  à -,  par  exemple,  la  me- 
sure de  l’arc  sera 

qo-l'irr.  X - = = I -J  g secondes  » <]c  sec0nJ(, 

7 7 

= 64-  if  8"  J, 

en  employant  les  signes  usités  pour  désigner  les  degrés,  mi- 
nutes et  secondes. 

Théorème  I. 


175.  Dans  te  même  cercle,  ou  dans  des  cercles  égaux,  le  rap- 
port de  deux  angles  au  centre  AOB,  CO'D  est  égal  à celui  des 
arcs  compris  entre  leurs  côtés. 

i°  Supposons  que  les  arcs  AB,  CD  aient  une  commune  me- 
sure, et  que  cette  commune  mesure  soit  contenue  3 fois  dans 

CD  et  4 fois  dans  AB;  on  aura 

AB  4 
CD- 3* 

Maintenant,  si  on  joint  les 
centres  O,  O'  aux  points  de 
division  des  deux  arcs,  l’angle 
CO'D  sera  divisé  en  3 angles  qui  seront  égaux,  comme  inter- 
ceptant entre  leurs  côtés  des  arcs  égaux  (57),  et  l’angle  AOB 
contiendra  l’un  de  ces  angles  4 fois;  donc  on  a 


et,  par  suite, 


AOB  4 
CO'D  ~ 3’ 
AOB  AB 
CO'D  CD  1 


Soient  les  arcs  AB,  CD  incommensurables;  je  dis  qu’on 

aura  encore 


ties  CE  sur  AB,  à partir  du  point 


AOB  AB 
CO'D“CD' 

Pour  le  démontrer,  sup- 
posons que  l'arc  CD  soit 
divisé  en  un  nombre  quel- 
conque n de  parties  égales, 
et  portons  l’une  de  ces  par- 
A,  autant  de  fois  que  pos- 


(•)  On  sait  que  cette  égalité  s’énonce  : AOB  divisé  par  CO'D  égale  AB  di- 
visé par  CD;  ou  bien  AOB  est  à CO'D  comme  AB  est  à CD;  ou  bien  encore 
AOB  sur  CO'  D égale  AB  sur  CD. 
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sible,  m fois  par  exemple;  on  obiiendra  un  arc  AB',  moindre 
que  AB,  dont  le  rapporta  CD  sera  ^ ; de  plus,  portons  la  même 
partie,  à la  suite  de  AB',  une  fois  de  plus  ; on  obtiendra  un 

arc  AB',  plus  grand  que  AB,  dont  le  rapport  à CD  sera  — -• 

Donc  on  aura 

m ^ AB  m -f-  i 

n ^ CD  n 

Maintenant,  si  on  joint  les  centres  O,  O'  aux  points  de  divi- 
sion des  deux  arcs  AB',  CD,  l’angle  CO'D  sera  divisé  en  n par- 
ties égales,  et  les  angles  AOB',  AOB"  contiendront  respective- 
ment l’une  de  ces  parties  ni  fois  etm-f-  i fois;  donc 

AOB'  m AOB"  ni  -+- 1 
COD'  ~ n 61  CO'  D *“  ~~n 


D’ailleurs,  ces  rapports  sont  l’un  plus  petit  et  l’autre  plus 


grand  que 


AOB  . 

; donc  on  aura 


m AOB 
n < CÔ'T)  < 


ni  -f-  i 

il 


. . . , AOB  AB 

Ainsi  les  rapports  , ^ > — > sont  tous  deux  compris  entre 

, » mm- 1- 1 . i 

les  fractions  — » — > dont  la  différence  est  -?  et,  par  con- 

n n n 1 

AOB  AB  , 

sequent,  si  les  rapports  jYjrn’  étaient  inégaux,  leurdif- 

laU  i t la  I* 

férence  devrait  être  moindre  que-- 


Or,  on  peut  prendre  n assez  grand  pour  que  - soit  plus  petit 

que  tout  nombre  donné,  donc  on  a(167) 

AOB  AB  ...  , 

CtPT)  = CD  t>OTKaz.] 


Corollaire.  — Dans  le  même  cercle,  ou  dans  des  cercles 
égaux,  deux  secteurs  (130)  sont  entre  eux  comme  les  arcs  qui. 
leur  servent  de  bases.  On  le  démontrerait,  en  suivant  la  même 
marche  que  dans  le  théorème  précédent. 


TnÉORÈME  II. 

176.  Un  angle  au  centre  a pour  mesure  l’arc  compris  entre 
ses  côtés  (en  prenant,  pour  unité  d’angle,  l’angle  au  centre  qui 
intercepte  l’arc  déjà  pris  pour  unité). 
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Soit  un  angle  AOB,  qui  a pour  sommet  le  centre  d’une  cir- 
conférence, et  établissons  celte  convention  : qu’on  prendra, 
pour  unité  d’angle,  l’angle  au  centre  COD 
qui  intercepte  sur  cette  même  circonférence 
l’arc  CD,  pris  pour  unité  d’arc.  En  vertu  du 
théorème  précédent,  on  aura 

AOB  _ AB 
COD- CD’ 

AOB 

Or,  COD  étant  l’angle  pris  pour  unité,  le  rapport  est  la 

u UI  ' 

mesure  de  l’angle  AOB;  de  même  CD  étant  l’arc  pris  pour 

unité,  le  rapport  -,-g  est  la  mesure  de  l’arc  AB.  Donc  la  mesure 

d’un  angle  au  centre  est  égale  à celle  de  l’arc  compris  entre 
ses  côtés. 

Cela  posé,  l’arc  pris  pour  unité  étant  le  quart  de.  ta  circon- 
férence, l'unité  d’angle  sera  l ‘angle  droit,  et  les  angles  s’ex- 
primeront, comme  les  arcs,  en  degrés,  minutes  et  secondes. 
Un  angle  droit  vaudra  90  degrés,  ou  0400  minutes,  ou  324oon 

secondes  ; d’où  l’on  voit  que  l'angle  d’une  seconde  est r — 

1 324000 

de  l’angle  droit. 

Ainsi,  pour  mesurer  un  angle  donné,  de  son  sommet  comme 
centre,  avec  un  rayon  quelconque,  on  décrira  une  circonfé- 
rence ; puis  on  cherchera  le  nombre  de  degrés,  minutes  et 
secondes  que  contient  l'arc  compris  entre  les  côtés  de  l’angle, 
et  ce  nombre  sera  la  mesure  de  l’angle.  C’est  ainsi  qu'on  est 
conduit  à dire  d’une  manière  abrégée:  qu’nn  angle  au  centre  a 
pour  mesure  l’arc  compris  entre  ses  côtés,  c’est-à-dire  cet  arc 
évalué  en  degrés,  minutes  et  secondes. 


Remarque.  — Si  du  sommet  d’un  angle,  comme  centre,  avec 
un  rayon  quelconque,  on  décrit  une  circonférence,  et  que  la 
mesure  de  l’angle,  déterminée  au  moyen  de  cette  circonfé- 
rence, soit  23°,  par  exemple,  cela  signifie  que  l'angle  est  les 

— d’un  angle  droit,  et  il  est  clair  que  la  mesure  de  1 angle  res- 
90 


tern  la  même,  si  on  la  détermine  au  moyen  d’une  autre  circon- 
férence. 

De  là  il  résulte  qu’ora  peut  mesurer  un  angle  en  plaçant 
son  sommet  au  centre  d’un  cercle  quelconque , dont  la  cir- 
conférence serait  divisée  en  degrés,  minutes  et  secondes. 
[Note  a3.] 
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Théorème  III. 


177.  Un  angle  inscrit  ABC  a pour  mesure  la  moitié  de  l'arc 
compris  entre  ses  côtés.' 

Nous  distinguerons  trois  cas  : 

i“  Supposons  qu’un  des  côtés  BC  de  l’angle  passe  par  le 


centre  et  menons  le  rayon  OA.  L’angle  AOC 
extérieur  au  triangle  isocèle  AOB  sera  le  double 
de  l'angle  ABC,  et,  par  conséquent,  l’angle  ABC 
sera  la  moitié  de  l’angle  AOC  ; donc 

mesure  de  ABC  = - mes.  AOC  = - AC. 

2 2 


2°  Supposons  que  le  centre  soit  compris  entre  les  côtés  de 
l’angle,  et  menons  le  diamètre  BD.  L’angle  ABC  sera  la  somme 


des  angles  ABD,  DBC;  donc 


mes.  ABC  = mes.  ABD  mes.  DBC 

= I AD+-DC 
2 2 


1 


3°  Supposons  que  le  centre  soit  situé  en  dehors  des  côtés 


de  l'angle  et  menons  encore  le  diamètre  BD. 
L’angle  ABC  sera  la  différence  des  angles 
ABD,  DBC  ; donc 

mes.  ABC  = - AD  — - CD , 

2 2 

= - AC. 

2 


Corollaire  I.  — Tous  les  angles  inscrits  dans  le  même  seg- 
ment sont  égaux.  Car  ils  ont  même  mesure. 

Tout  angle  inscrit  dans  un  demi-cercle  a pour  mesure  la 
moitié  d'une  demi-circonférence  ou  un  quart  de  circonfé- 
rence; donc  il  est  droit,  comme  on  l’a  déjà  démontré  directe- 
ment (141).  Un  angle  est  aigu  ou  obtus,  selon  qu’il  est  inscrit 
dans  un  segment  plus  grand  ou  plus  petit  qu’un  demi-cercle. 


Corollaire  II.  — L’angle  ABC,  formé  par  une  tangente  BC 
et  une  corde  AB,  a pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  compris 
entre  ses  côtés. 

Menons  le  diamètre  BD.  L’angle  ABC  sera  la  somme  des 
angles  ABD,  DBC  ; donc 

mes.  ABC  = mes.  ABD  -+-  mes.  DBC. 
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Mais  ABD  est  un  angle  inscrit,  et  DBC  est  un  angle  droit  qui 
a pour  mesure  le  quart  de  la  circonférence 
ou  la  moitié  de  la  demi-circonférence  DMB- 
donc  on  a 

mes.  ABC  = - AD  4--  DMB 

2 2 

= - AMB. 

2 

De  même  l'angle  ABE  est  la  différence  des  angles EBD,  ABD- 
donc 

mes.  ABE  = - BND  — - AD  = - ANB. 

2 22 

Corollaire  III. — L'angle  ABC,  dont  le  sommet  est  dans  l’in- 
térieur de  ta  circonférence , a pour  mesure  la  demi-somme  de 
l’arc  compris  entre  ses  côtés  et  de  l’arc  compris 
entre  les  prolongements  de  ces  mêmes  côtés. 

Menons  la  droite  DA.  L’angle  ABC,  extérieur 
au  triangle  ABD,  sera  la  somme  des  angles  ADC, 
DAE; donc 

mes.  ABC  = - AC  4-  - DE  = - ( AC  4*  DE  ). 

2 2 2 

Corollaire  IF.  — L’angle  ABC,  dont  le  sommet  est  hors  de 
la  circonférence,  a pour  mesure  la  demi-différence  des  deux 
arcs  compris  entre  ses  côtés. 

Menons  la  droite  AE.  L’angle  AEC  sera  ex- 
térieur au  triangle  AEB,  et,  par  conséquent, 
l’angle  ABC  sera  égal  à la  différence  des  angles 
AEC,  BAE  ; donc 

mes.  ABC  = - AC  — - DE 
2 2 

= - ( AC  — DE  ). 


Corollaire  F.  — L’angle  ABC,  formé  par  une  corde,  et  le 
prolongement  d'une  autre  corde,  a pour  mesure  la  demi- 
somme  des  deux  arcs  BMA,  BND  sous-tendus  par  ces  cordes. 


Menons  la  droite  AD.  L’angle  ABC,  exté- 
rieur au  triangle  ABD,  sera  la  somme  des 
angles  ADB,  BAD;  donc 

mes.  ABC  = - BMA  4-  - BND 

2 2 

= - (BMA  4-  BND). 
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Problème  li. 

178.  Sur  une  droite  donnée  AB,  décrire  un  segment  capable 
d’un  angle  donné  a (c’est-à-dire  un  segment  tel,  que  tous  les 
angles  qui  y seront  inscrits  soient  égaux  à l'angle  a). 

Je  fais,  au  point  B,  l'angle  ABC  égal  à l’angle  donné;  j’é- 
lève BO  perpendiculaire  sur  BC  et  DO 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AB; 
puis  du  point  O comme  centre,  avec  le 
rayon  OB,  je  décris  une  circonférence, 
et  AMB  sera  le  segment  demandé. 

Car  l’angle  AMB,  inscrit  dans  ce  seg- 
ment, est  égal  à l’angle  ABC  formé  par 
la  corde  AB  et  la  tangente  BC , puis- 
que ces  deux  angles  ont  chacun  pour  mesure  la  moitié  de  l’arc 
AB;  donc 

AMB  = a. 

Remarque  l.  — I.’arc  AMB  est  le  lieu  géométrique  des 
sommets  de  tous  les  triangles,  situés  au-dessus  de  AB,  qui 
ont  pour  base  commune  la  droite  AB,  et  pour  angle  au  som- 
met l’angle  a. 

Remarque  II.  — Si  l’angle  a était  droit,  le  segment  cherché 
serait  un  demi-cercle  ayant  AB  pour  diamètre,  conformément 
à ce  qui  a déjà  été  démontré  (141). 

Tiiêorème  IV. 

179.  Dans  tout  quadrilatère  inscrit  ABCD,  les  angles  oppo- 
sés sont  supplémentaires. 

Car  les  angles  opposés  B,  D,  ont  ensemble 
pour  mesure  la  moitiéde  la  circonférence  (177). 

Remarque.  — Béciproquement,  un  quadri- 
latère ABC1),  dont  deux  angles  opposés  B,  D, 
sont  supplémentaires , est  inscriptible.  Car,  si 
on  fait  passer  par  les  trois  points  A,  B,  C,  une  circonférence 
ABCM,  l’angle  B aura  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  AMC,  et, 
par  conséquent,  son  supplément  I)  doit  avoir  pour  mesure  la 
moitié  de  l’arc  ABC;  donc  le  sommet  D est  nécessairement 
situé  sur  la  circonférence. 


« 
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CHAPITRE  II. 

MESURE  DES  SURFACES  POLYGONALES.  - CARRÉ  FAIT 
SUR  LA  SOMME  DE  DEUX  DROITES,  ETC. 


S Ier.  — MESURE  DES  SURFACES  POLYGONALES. 

Définitions. 

180.  On  appelle  base  d’un  parallélogramme  l’un  quelconque 
de  ses  côtés.  Sa  hauteur  est  la  perpendiculaire  qui  mesure  la 
distance  de  sa  base  au  côté  opposé. 

181.  La  hauteur  d’un  triangle  est  la  perpendiculaire  abaissée 
du  sommet  de  l’un  de  ses  angles  sur  le  côté  opposé,  pris  pour 
base. 

182.  La  hauteur  d’un  trapèze  est  la  distance  de  ses  deux 
côtés  parallèles  ou  de  ses  bases. 

183.  Remarque.  — Dans  la  suite,  lorsqu’il  sera  question  du 
produit  de  deux  grandeurs,  il  faudra  concevoir  que  ces  gran- 
deurs aient  été  remplacées  préalablement  par  leurs  mesures; 
et,  en  général,  on  devra  procéder  ainsi,  toutes  les  fois  qu’on 
appliquera  à des  grandeurs  des  propositions  démontrées  en 
arithmétique. 

Par  exemple,  soient  quatre  nombres  a,  b,  c,  d,  qui  forment 
la  proportion 

a e 

b ~ d' 

i°  On  sait  que  dans  cette  proportion  on  peut  changer  de 
place  les  moyens  b,  c,  et  qu’on  a 

a b 

7 — 3’ 

ce  qui  se  démontre  en  multipliant  les  deux  membres  de  la 
première  égalité  par  b et  en  les  divisant  ensuite  par  c. 

a°  Le  produit  des  extrêmes  est  égal  au  produit  des  moyens, 
et  on  a 

aX  d = b X c , 

ce  qui  se  démontre  en  multipliant  les  deux  membres  de  la 
première  égalité  par  bxd. 
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De  même,  si  quatre  droites  A,  B,  C,  D,  forment  ia  proportion 


A C 
B — I)’ 


on  en  déduira 


A B 
C — D 


et  A X D = B x C, 

en  regardant  A,  B,  C,  D,  comme  les  mesures  des  quatre  droites 
qu’on  considère. 

Théorème  I. 

184.  Deux  rectangles  ABCD,  EFGH,  de  même  hauteur  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases  (*). 

i°  Supposons  que  les  bases  AB,  EF  aient  une  commune 
mesure  et  que  cette  commune  mesure  soit  contenue  3 fois 

dans  EF,  et  4 fois  dans  AB, 
on  aura 

AB  4 
EF  — 3 ' 


Maintenant,  si  des  points  de  division  des  deux  bases  on 
élève  sur  ces  bases  des  perpendiculaires,  le  rectangle  EFGH 
sera  divisé  en  3 rectangles  égaux  entre  eux,  comme  ayant 
même  base  et  même  hauteur  ( 111  ),  et  le  rectangle  ABCD  con- 
tiendra l’un  de  ces  rectangles  4 fois  ; donc  on  a 


et,  par  suite, 


ABCD  _ 4 
EFGH  — 3 ’ 

ABCD _ AB 
EFGI1  ~ EF  ’ 


a”  Si  les  bases  AB,  EF  sont  incommensurables,  on  démon- 
, ABCD  AB 

trera  que  les  rapports  — ( ^ et  p-p  sont  encore  égaux,  comme 

on  a démontré  que  le  rapport  de  deux  angles  au  centre  est 
égal  à celui  des  arcs  compris  entre  leurs  côtés,  dans  le  cas  où 
ces  arcs  sont  incommensurables  (173). 

Corollaire.  — Deux  rectangles  de  même  base  sont  entre 
eux  comme  leurs  hauteurs. 


( * : Par  Ica  mol,  rectangle,  jm  talle  l ngratntnr , triangle,  etc.,  on  entend  sou- 
vent le,  surfaces  .lu  rectangle,  du  parutlvlogramme,  dutiianglc,  etc.,  ci  quel- 
quefois les  mesures  de  ces  surfaces. 
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Théorème  II. 

185.  Deux  rectangles  quelconques  sont  entre  eux  comme 
les  produits  de  leurs  bases  par  leurs  hauteurs. 

Soient  R,  R’  deux  rectangles  quelconques,  b et  A la  base  et 
la  hauteur  du  premier,  b'  et  h'  la  base  et  la  hauteur  du  second, 


et  construisons  un  troisième  rectangle  R"  ayant  pour  base  b 
et  pour  hauteur  h';  on  aura  (184) 

]^_  A 
R"  h'  ’ 

JT  _ A 
R'  — b' 

Multipliant  ces  égalités  membre  à membre  et  supprimant 
le  facteur  R"  commun  aux  deux  termes  du  premier  produit, 
il  vient 

R ftx  h 
R'  — b'  x A'1 

ce  qu’il  fallait  démontrer. 


Théorème  III. 


186.  Un  rectangle  a pour  mesure  le  produit  de  sa  base  pat 
sa  hauteur  (en  prenant,  pour  unité 
1 : 1 de  surface,  le  carré  qui  a pour  côté 

l’unité  de  longueur). 

Ifc>  B Soit  un  rectangle  R,  dont  la  base 

i[c  I et  la  hauteur  sont  b et  A,  et  conve- 
1 ‘ nons  de  prendre,  pour  unité  de 

surface,  le  carré  C qui  a pour  côté 
l’ unité  de  longueur,  dont  on  sc  sert  pour  mesurer  la  base  et  la 
hauteur  du  rectangle.  En  vertu  du  théorème  précédent,  on  aura 


R 

C 


bxh 
i X i 


= AxA. 


Or,  le  carré  C étant  l’unité  de  surface,  le  rapport  — est  la 

li 

mesure  du  rectangle  R.  Donc  un  rectangle  a pour  mesure  le 
produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 
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Remarque  I.  — Pour  mesurer  un  rectangle,  il  faut  d’abord 
mesurer  sa  base  et  sa  hauteur  avec  le  côté  du  carré  pris  pour 
unité  de  surface  ; de  là  le  nom  de  dimensions  donné  à la  base 
et  à la  hauteur  du  rectangle.  Donc  un  rectangle  a pour  mesure 
le  produit  de  ses  deux  dimensions. 

Remarque  II. — En  général  bx.li  est  la  mesure  du  rec- 
tangle qui  a pour  dimensions  b ci  h;  de  même  ax  a ou  a1 
est  la  mesure  du  carré  dont  le  côté  est  a.  C’est  celte  dernière 
mesure  qui  a fait  donner  le  nom  de  carré  à la  seconde  puissance 
d’un  nombre,  et  c’est  par  une  raison  semblable  qu’on  dit  quel- 
quefois : le  rectangle  de  deux  droites,  au  lieu  de  dire  : le  pro- 
duit de  ces  droites. 

187.  Remarque  III. — On  appelle  aire  d’une  figure  la  me- 
sure de  sa  surface.  Par  exemple,  en  prenant  pour  unité  de  sur- 
face le  carré  qui  a pour  côté  l'unité  linéaire,  l'aire  d'un  rec- 
tangle est  le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Cependant  on  donne  quelquefois  le  nom  d'aire  à la  surface 
elle-même,  considérée  comme  une  grandeur.  C’est  dans  ce 
sens  qu’on  dit  : la  mesure  des  aires. 

Deux  surfaces  sont  dites  équivalentes,  lorsque  leurs  mesures 
ou  leurs  aires  sont  égales.  Par  exemple,  si  l'unité  de  longueur 
est  contenue  8 fois  dans  la  base  et  3 fois  dans  la  hauteur  d’un 
rectangle,  puis  6 fois  dans  la  base  et  4 fois  dans  la  hauteur  d’un 
autre  rectangle,  ces  rectangles  sont  équivalents. 

Toutefois,  pour  reconnaître  que  deux  surfaces  sont  équiva- 
lentes, il  n’est  pas  nécessaire  de  savoir  les  mesurer  et  de  con- 
stater que  leurs  mesures  sont  égales. 

Ainsi,  il  est  évident  que  la  mesure  d’une  grandeur  est  égale 
à la  somme  des  mesures  de  toutes  ses  parties;  que  la  mesure 
de  l'une  des  deux  parties  d’une  grandeur  est  égale  à la  mesuie 
de  la  grandeur  totale,  diminuée  de  la  mesure  de  l’autre  partie; 
que  la  mesure  du  double,  du  triple,  etc.,  de  la  moitié,  du 
tiers,  etc.,  d’une  grandeur  est  le  double,  le  triple,  etc.,  la  moi- 
tié, le  tiers,  etc.,  de  la  mesure  de  cette  grandeur. 

Et  de  là  il  résulte  que  deux  surfaces  sont  équivalentes  : 

i°  Lorsqu'elles  sont  composées  de  parties  respectivement 
égales  ; 

2°  Lorsqu’elles  sont  les  différences  de  deux  surfaces  respecti- 
vement égales  ; 

3°  Lorsqu’elles  sont  les  mêmes  multiples  ou  les  mêmes  par- 
ties aliquotes  de  deux  surfaces  égales,  ou  de  deux  surfaces 
déjà  reconnues  comme  étant  équivalentes. 

C’est  en  se  fondant  sur  ces  propositions  que  nous  allons 
passer  de  la  mesure  du  rectangle  à celles  des  autres  surfaces 
polygonales.  [NoTK2ij.} 
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TntoRtME  IV. 

188.  Un  parallélogramme  ABCD  a pour  mesure  le  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Des  sommets  B,  A,  élevons  sur  la  base  AB  les  perpendicu- 
laires BE,  AF,  jusqu’à  la  rencontre  de  DC  ou  de  son  prolonge- 
n R c ment,  aux  points  E et  F. 

Les  triangles  rectangles  AFI),  BEC  seront 
égaux  comme  ayant  l’hypoténuse  égale  et 
un  côté  égal  ; or,  si  on  les  retranche  succes- 
sivement du  quadrilatère  ABCF,  les  restes, 
qui  ne  sont  autres  que  le  parallélogramme  ABCD  et  le  rec- 
tangle ABEF,  seront  équivalents;  donc  on  a 

mes.  ABCD  = mes.  ABEF, 

ou  ABCD  — AB  X BE. 

Corollaire  1 . — Deux  parallélogrammes  qui  ont  des  bases 
égales  et  des  hauteurs  égales  sont  équivalents.  Car  leurs  me- 
sures sont  égales. 

Corollaire  II. — Deux  parallélogrammes  P,  P',  qui  ont 
même  hauteur  h,  sont  entre  eux  comme  leurs  bases  b,  b'.  Car 
deux  grandeurs  sont  entre  elles  comme  leurs  mesures  (173); 
donc 

I>  b _x_A  _ ô 
F ~ l’ x h ~ b'  ‘ 

De  même,  deux  parallélogrammes  de  même  base  sont  entre 
eux  comme  leurs  hauteurs. 


Remarque.  — On  peut  démontrer  les  deux  corollaires  pré- 
cédents sans  se  fonder  sur  la  mesure  du  parallélogramme. 

i°  Soient  les  parallélogrammes  ABCD,  ABEF,  qui  ont  des 
bases  égales  et  des  hauteurs  égales;  je  dis  qu’ils  sont  équiva- 
lents. 

F — ? t — y F * y CarlesanglesFAD, 

EBC  sont  égaux, 

y \X comme  ayant  leurs 

1 dab  côtés  parallèles  et 

dirigés  dans  le  même  sens  (lia),  et  les  côtés  AD,  AF  sont 
respectivement  égaux  aux  côtés  BC.BE;  donc  les  triangles  ADF, 
BCE  sont  égaux.  Or,  si  on  retranche  successivement  chacun  de 
ces  triangles  du  quadrilatère  ABCF,  les  restes,  qui  ne  sont 
autres  que  les  parallélogrammes  ABCD,  ABEF,  seront  équi- 
valents. 
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a”  Supposons  que  deux  parallélogrammes  aient  même  hau- 
teur; je  dis  qu’ils  sont  entre  eux  comme  leurs  bases. 

Car  ces  parallélogrammes  sont  respectivement  équivalents 
à des  rectangles  de  même  base  et  de  même  hauteur;  or  ces 
deux  rectangles  ayant  même  hauteur  sont  entre  eux  comme 
leurs  bases  ; donc  il  en  est  de  même  des  deux  parallélo- 
grammes. 

Théorème  V. 


189.  Un  triangle  ABC  a pour  mesure  la  moitié  du  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur,  ou  le  produit 
de  sa  base  par  la  moitié  de  sa  hauteur. 

Par  les  sommets  A,  C,  menons  les 
droites  AE,  CE,  respectivement  paral- 
lèles aux  côtés  BC,  BA.  Le  parallélo- 
gramme ABCE,  qui  a même  base  BC  et 
même  hauteur  AD  que  le  triangle  ABC,  sera  le  double  de 
ce  triangle;  donc 

ABC  = - ABCE 
2 


D C 


= - BCx  AD. 

3 


Corollaire  I.  — Deux  triangles  de  même  hauteur  sont  entre 
eux  comme  leurs  bases,  et  deux  triangles  de  même  base  sont 
entre  eux  comme  leurs  hauteurs. 

190.  Corollaire  II.  — Veux  triangles,  qui  ont  un  angle 
égal,  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  côtés  qui  com- 
prennent cet  angle. 

Car,  si  deux  triangles  ont  un  angle  égal,  on  peut  supposer 
qu’ils  soient  placés  l’un  sur  l’autre,  de  manière  que  leurs  deux 
angles  égaux  coïncident. 

Soient  donc  les  deux  triangles  ABC,  ADE  qui  ont  l’angle  A 
commun,  et  menons  la  droite  BE.  Les  triangles  ABC,  ABE,  ont 
chacun  pour  sommet  le  point  B et  leurs  bases 
AC,  AE,  sont  sur  une  même  ligne  droite  ; donc 
ils  ont  même  hauteur  et  sont  entre  eux  comme 
leurs  bases;  ainsi  on  a 

ABC  _ AC 
ABE  ~ AE' 

De  même,  en  considérant  les  triangles  ABE,  ADE,  qui  ont 
pour  sommet  commun  le  point  E et  pour  bases  AB,  AD,  on 
aura 

ABE  _ AB 
ADE  — AD’ 
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Multipliant  ccs  deux  égalités  membre  à membre  et  sup- 
primant le  facteur  ABE  commun  aux  deux  termes  du  premier 
produit,  il  vient 

ABC  _ AB  X AC 
ADE  Al)  X AÉ’ 

Remarque.  — On  peut  démontrer  le  corollaire  I,  et,  par 
suite , le  corollaire  II , sans  se  fonder  sur  la  mesure  du 
triangle. 

Soient  les  deux  triangles  T,  T',  qui  ont  la  même  hauteur  h 
et  dont  les  bases  sont  b,  b'.  Ces  triangles  sont  respective- 
ment les  moitiés  de  deux  parallélogrammes  P,  P',  ayant  pour 
hauteur  h et  pour  bases  b,  b'  ; or  on  a 

P _b 

P'  — b'  ' 


donc,  en  divisant  les  deux  termes  du  premier  rapport  par  2, 
on  aura  aussi 


[Note  25.] 


Théorème  VI. 

191.  Un  trapèze  ABC!)  a pour  mesure  la  moitié  du  produit 

„ de  sa  hauteur  DE  par  la  somme  de  ses  bases 

\ AB,  DC. 

\ Car  la  diagonale  DB  décompose  le  trapèze 

, \ en  deux  triangles  DAB,  BDC,  qui  ont  pour 

B bases  AB,  DC,  et  qui  ont  chacun  pour  hau- 
teur celle  du  trapèze;  donc 

ABCD  = DAB  -f-  BDC 

= - AB  X DE  + - DC  X DE 

2 2 

= ^ DE  { AB  4-  DC  ). 

Remarque  J.  — On  a 

-DE(AB4-DC)  = DEX  AB  + l>('; 

2 2 

donc  te  trapèze  a aussi  pour  mesure  le  produit  de  sa  hauteur 
par  la  demi-somme  de  ses  bases,  et,  par  suite,  le  produit  de  sa 
hauteur  par  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  ses  côtés  non 
parallèles  (122).  [Note  26.] 

192.  Remarque  générale.  — Si  on  désigne  par  S,  b,  h,  la 
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surface,  la  base  et  la  hauteur  d’un  rectangle,  ou  d’un  parallé- 
logramme, ou  d’un  triangle,  et  par  S,  b,  b',  h,  la  surface,  les 
bases  et  la  hauteur  d’un  trapèze,  on  aura  les  égalités  ou  les 
formules  suivantes  : 

Pour  le  rectangle S=  b x h. 

Pourleparalléiogramme.  S=£»X  A. 


Pour  le  triangle S=^  ^ ^ • 

Pour  le  trapèze S = -h(b+b')  ou  S=/ix— ~~ 


Kéciproquement,  si  on  connaît,  par  exemple,  l’aire  et  la 
hase  d'un  rectangle,  il  sera  facile  de  trouver  sa  hauteur.  Car, 
en  divisant  les  deux  membres  de  la  première  égalité  par  b, 
on  a 


ce  qui  signifie  : que  le  no  mbre  d'unités  de  longueur,  contenues 
dans  ta  hauteur  d’un  rectangle,  est  égal  au  nombre  d'unités 
de  surface,  contenues  dans  l’aire  de  ce  rectangle,  divisé  par  te 
nombre  d’unités  de.  longueur,  contenues  dans  sa  base;  en  sup- 
posant, bien  entendu,  qu'on  prenne  pour  unité  de  surface  le 
carré  qui  a pour  côté  l’unité  de  longueur. 


Problème  I, 

193.  Mesurer  un  polygone  donné,  ABCDEF. 

Pour  cela,  on  peut  décomposer  le  polygone  donné  en  trian- 
gles, ce  qui  se  fait,  par  exemple,  en  menant  d’un  sommet  A des 
„ diagonales  à tous  les  sommets  des  angles 

opposés,  ou  bien,  en  joignant  à tous  les 
sommets  un  point  pris  dans  l’intérieur  du 

ffyf. polygone.  Alors  on  cherche  les  mesures 

des  triangles  ainsi  formés  et,  en  faisant 
c la  somme  de  ces  mesures,  on  obtient 
8 celle  du  polygone. 

Un  moyen  plus  simple  consiste  à mener  une  diagonale  AD 
et  à abaisser  des  sommets  B,  C,  E,  F, 
des  perpendiculaires  sur  cette  diagonale. 
De  celte  manière,  on  forme  des  triangles 
rectangles  et  des  trapèzes,  et,  si  on  me- 
sure les  droites  AG,  GH,  HK,  KL,  LD, 
puis  les  perpendiculaires  BH,  CL,  EK, 
FG,  il  sera  facile  d’évaluer  chacune  des 
aires  partielles  et,  par  suite,  d’obtenir  la  mesure  du  polygone. 
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Définition..  — On  dit  qu’un  trapèze,  tel  que  EFG  K,  est  rec- 
tangle, lorsque  ses  bases  FG.EK,  sont  perpendiculaires  à l’un 
des  côtés  non  parallèles  GK.  [Note  26.] 


Prohlème  II. 

194.  Construire  un  triangle  équivalent  à un  polygone 
donné  ABCDEF. 

Considérons  trois  sommets  consécutifs  A,  B,  C,  et  tirons  la 
diagonale  AC;  puis  par  le  sommet  B menons  la  droite  BG 
parallèle  à AC,  qui  rencontre  en  G le 
côté  DC  prolongé,  et  joignons  le  point  A 
au  point  G.  Les  triangles  BAC,  GAC,  qui 
ont  la  même  base  AC  et  qui  ont  aussi  des 
0 hauteurs  égales,  puisque  leurs  sommets 
B et  G sont  situés  sur  une  parallèle  à 
AC,  seront  équivalents  ; donc  l’hexagone 
ABCDEF  est  équivalent  au  pentagone  AGDEF,  et,  si  on  effectue 
sur  ce  pentagone  une  construction  semblable  à la  précédente, 
et  ainsi  de  suite,  on  finira  par  trouver  un  triangle  équivalent  au 
polygone  proposé.  [Note  a6.] 


$ II.  - CARRÉ  FAIT  Sl’R  LA  SOMME.  DF  DEUX  DROITES  OU  SUR  LEUR 
DIFFÉRENCE;  ETC. 

Théorème  I. 


195.  Le  carré  fait  sur  la  somme  AC  de.  deux  droites  AB,  BC, 
est  équivalent  à la  somme  des  carrés  faits  sur  ces  droites,  aug- 
mentée de  deux  fois  te  rectangle  fait  sur  ces  mêmes  droites. 

Construisons  le  carré  ACDE,  qui  a pour  côté  AC  ; prenons  la 
droite  AF  égale  à AB,  et  menons  les  droitesFG, 
BH,  parallèles  aux  côtés  AC,  AE. 

On  verra  facilement  que  le  carré  ACDE  se 
compose  de  deux  carrés  ABKF,  KGDH,  dont 
les  côtés  sont  égaux  aux  droites  AB,  BC,  et  des 
deux  rectangles  BCGK,  FKHE,  qui  ont  cha- 
cun pour  dimensions  AB,  BC;  donc  la  propo- 
sition est  démontrée. 


Corollaire.  — Le  carré  fait  sur  une  droite  est  égal  à 4 fois  le 
carré  fait  sur  sa  moitié. 

Théorème  II. 

196.  Le  carré  fait  sur  la  différence  AC  de  deux  droites  AU, 
BC,  est  équivalent  à la  somme  des  carrés  faits  sur  ces  droites, 
diminuée  de  deux  fois  le  rectangle  fait  sur  ces  mêmes  droites. 

Lié  menu.  q 
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Construisons  les  carrés  ABDE,  EFG1I,  ACMF,  qui  ont  pour 
côtés  la  droite  AB,  la  droite  EF  égale  à BC  et  la  droite  AC  égale 
à AB  — BC;  puis  prolongeons  CM  jusqu’à 
la  rencontre  de  ED  au  point  K. 

La  figure  totale  sera  la  somme  des  carrés 
faits  sur  AB  elsurBC;  or,  si  de  celle  figure 
on  retranche  les  deux  rectangles  CBDK, 
GMKH,  qui  ont  pour  dimensions  les  droites 
AB,  BC,  il  reste  le  carré  ACMF  fait  sur  la 
différence  de  ces  droites.  Donc  la  proposition  est  démontrée. 


G B 


Théorème  111 . 


197.  Le  rectangle  fuit  sur  la  somme  AC  et  la  différence  AD 
de  deux  droites  AB,  BC,  est  équivalent  à la  différence  des 
carrés  faits  sur  ces  droites. 

Construisons  le  rectangle  ACEF,  qui  a pour  base  AC  et  pour 
hauteur  AD,  ainsi  que  le  carré  ABGH  qui  a pour  côté  AB,  et 
a u r par  le  point  D menons  la  droite  DK  parallèle 
à BG,  qui  rencontre  FM  au  point  L et  HG  au 
point  K. 

Le  quadrilatère  LMGk  sera  le  carré  fait 
sur  DB  ou  sur  BC,  et  il  s'agit  de  démontrer 
que  le  rectangle  ACEF  est  équivalent  à la 
différence  des  carrés  ABGH,  LMGK,  ou  à 
la  figure  ABMLKH. 

Or  celle  figure  et  le  rectangle  ACEF  ont  une  partie  com- 
mune ABMF,  et  d’ailleurs  leurs  parties  non  communes  FLKII, 
BCEM  sont  deux  rectangles  égaux,  comme  ayant  chacun  pour 
dimensions  des  droites  respectivement  égales  à AD  et  à BC. 
Donc  la  proposition  est  démontrée. 


u c 


198.  Remarque.  — Si  on  désigne  par  a et  b les  mesures  de 
deux  droites  AB,  BC,  on  aura  (195,  186) 

(a  -+-  bf  — a'  b1  -t-  lab  ; 

et  de  plus,  en  supposant  AB)>  BC,  on  a (196,  197  ) 

(a  — b)'  = a’  -h  b1  — 

(a  -h  b)  (a  — b)  — a1  — b1. 

On  arrive  ainsi  à démontrer  par  la  Géométrie  des  égalités 
très-connues  en  Algèbre;  et,  réciproquement,  en  supposant 
qu’on  ait  démontré  en  Algèbre  ces  mêmes  égalités,  et  qu'on  y 
regarde  a et  b comme  les  mesures  de  deux  droites,  on  pour- 
rait en  conclure  les  trois  théorèmes  ci-dessus. 
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LIVRE  TROISIÈME. 

DES  POLYGONES  SEMBLABLES.  — RELATIONS 
MÉTRIQUES.  — PROBLÈMES.  [N  OTE  27. ] 


CHAPITRE  I. 

DES  POLYGONES  SEMBLABLES. 


Définitions 

199.  Deux  polygones  sont  équiangles  entre  eux,  lorsqu'ils 
ont  leurs  angles  égaux  chacun  à chacun  et  disposés  dans  le 
même  ordre,  c’est-à-dire,  lorsqu’en  suivant  chacun  de  leurs 
contours,  le  premier  angle  de  l’un  des  polygones  est  égal  au 
premier  angle  de  l’autre,  le  second  de  l'un  au  second  de  l’autre, 
le  troisiènte  au  troisième,  et  ainsi  de  suite.  Pour  abréger,  on 
dit  souvent  que  deux  triangles  sont  équiangles,  lorsqu’ils  sont 
équiangles  entre  eux. 

Deux  polygones  ont  leurs  côtés  proportionnels , lorsque  le 
premier  côté  de  l’un  est  au  premier  côté  de  l’autre  comme  le 
second  côté  de  l’un  est  au  second  côté  de  l’autre,  comme  le 
troisième  est  au  troisième,  etc. 

200.  Deux  polygones  sont  semblables,  lorsqu'ils  ont  les 
angles  égaux  chacun  à chacun  et  les  côtés  homologues  pro- 
portionnels ; ou,  en  d'autres  termes,  lorsqu’ils  sont  équianglcs 
entre  eux  et  que  leurs  côtés  homologues  sont  proportionnels. 

On  appelle  côtés  homologues,  les  côtés  adjacents  à des  angles 
égaux.  Les  angles  égaux  de  deux  polygones  semblables  sont 
aussi  des  angles  homologues,  et  on  appelle  sommets  homolo- 
gues, les  sommets  de  deux  angles  homologués  ; diagonales 
homologues,  celles  qui  joignent  deux  sommets  homologues. 

201.  Le  rapport  de  deux  côtés  homologues  est  le  rapport  de 
similitude  des  deux  polygones. 

S I”.  - TRIANGLES  SEMBLABLES. 

Théorème  I. 

202.  Deux  triangles  équiangles  ont  leurs  côtés  homologues 
proportionnels  et,  par  conséquent , sont  semblables . 

7- 
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Soient  les  triangles  ABC,  abc,  et  supposons  qu'on  ait  A = a, 
B — b,  C = c ; je  dis  qu'on  aura 

AB  AC  BC 

ab  ne  Le 

Pour  le  démontrer,  je  vais 
d'abord  faire  voir  que 

AB  AC 

ab  ac 

En  effet,  supposons  que  les  côtés  AC,  ac  aient  une  com- 
mune mesure,  et  que  cette  commune  mesure  soit  contenue 
3 fois  dans  ac  et  4 fois  dans  AC,  on  aura 

AÇ  = 4. 
ac  3 


Maintenant,  par  les  points  de  division  du  côté  ac,  menons 
des  parallèles  à 6e,  et  par  les  points  de  division  de  AC,  des  pa- 
rallèles à BC;  le  côté  ab  sera  divisé  en  3 parties  égales  et  le 
côté  AB  en  4 parties,  qui  seront  aussi  égales  entre  elles  (154). 
D'ailleurs,  dans  les  triangles  ADE,  ade,  les  côtés  AE,  ae,  sont 
égaux  comme  étant  chacun  l’une  des  parties  égales  des  côtésAC, 
ac;  de  plus  l’angle  A = a,  et  les  angles  AED,  aed,  sont  égaux 
comme  étant  respectivement  égaux  aux  angles  C,  c;  donc  ces 
triangles  sont  égaux,  et  par  conséquent  AD  = ad;  donc  on  a 


et,  par  suite, 


AB  4 

ab  3’ 
AB  AC 

ab  ac 


Si  les  côtés  AC,  ac  étaient  incommensurables,  on  démon- 
trerait, par  un  raisonnement  semblable  à celui  du  n°  175,  que 
AB  AC 

les  deux  rapports  » — > sont  encore  égaux. 

Cela  posé,  on  verrait  de  même  que 

AB  BC 

ab  bc 


Donc  les  triangles  ABC,  abc  sont  semblables. 

Autre  démonstration.  — Puisque  les  angles  B,  6,  sont  égaux, 
les  triangles  ABC,  abc,  sont  entre  eux  comme  les  produits  des 
côtés  qui  comprennent  ces  angles  (190);  donc 

ABC  ABxBC_  AB  _ BC 

abc  ab  X 6c  ab  ' 7/cT’ 
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de  même,  puisque  C = c,  on  a 
ABC 
abc 


AC  BC 

— X -y-- 
ac  bc 


Donc 


et,  par  conséquent. 


AB  BC  _ AC  BC 

ab  bc  ac  ^ bc  ’ 

AB  _ aj: 

ab  ~ ac 


On  verrait  de  la  même  manière  que 
AB  BC 

al>  ~ bc 

Donc  les  triangles  équiangles  ABC,  abc,  ont  leurs  < ôtés  pro- 
portionnels et  sont  semblables. 

* Corollaire  I.  — Si  on  coupe  un  triangle 

/ \ ABC  par  une  droite  DE  parai  èle  à l’un  de 

ses  côtés  BC,  on  détermine  un  second  trian- 
gle ADE  semblable  au  premier. 

Car  ces  deux  triangles  sont  équiangles 
entre  eux. 

Corollaire  II.  — Pour  que  deux  triangles  soient  semblables, 

il  suffit  qu'ils  aient  deux  an- 
gles égaux  chacun  à chacun. 

Doue,  pour  construire  sur 
une  droite  bc,  considérée 
comme  côté  homologue  à 
BC,  un  triangle  semblable  au 
triangle  ABC, on  feralesangles 
b,c,  respectivement  égaux  aux  angles  B,  C;  et  abc  sera  le  triangle 
demandé. 


.A, 

.J. 


203.  Corollaire  III . — Ce  théorème  donne  un  premier  moyen 
de  trouver  une  quatrième  proportionnelle  à trois  droites  don- 


T/  . \y 

Car  les  triangles  ABD,  ACE 


nées  o,  b,  c. 

Sur  les  côtés  Ax,  A y d'un 
angle  quelconque  A,  prenons 
AB  = a,  AC=è,  AD  = c;  joi- 
gnons le  point  B au  point  D,  et 
menons  CE  parallèle  à BD;  la 
droite  AE  sera  la  quatrième  pro- 
portionnelle cherchée, 
sont  semblables  ; donc  on  a 


ou 


AB  _ AD 
AC  — AE’ 
« c 

b ÂÊ’ 
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Observation.  — Le  théorème  très-simple,  mais  extrêmement  important, 
qu'on  vient  de  démontrer  est  appelé  théorème  de  Thaïes. 

Tiialès,  célèbre  philosophe,  originaire  de  Phénicie,  né  l’an  G39  avant 
l’ère  vulgaire,  vint  vers  58y  se  fixer  à Milet,  où  il  fonda  une  école  connue 
sous  le  nom  à' école  ionienne. 


Tiiéorümb  II. 


201.  Deux  triangles,  qui  ont  un  angle  égal  compris  entre 
côtés  proportionnels,  sont  semblables. 

Soient  les  triangles  ABC, 
abc,  et  supposons  qu’on  ait 

AC 


A = a et  — = — 
ac 


AB 

ab 


je  dis  que  ces  triangles  sont 
semblables. 


triangles  ABC,  ADE  seront  semblables,  et  on  aura 


AB  _ AC  AB  _ AC 

AD  ~ AE?  °U  aF  — Aë‘ 


Comparant  celle  proportion  à celle  qui  est  donnée  par  hypo- 
thèse, on  conclut  que 

AC  _ AC 
AE  ac  ’ 

et,  par  suite,  que  AE  = ac. 

Donc  les  triangles  ADE,  abc  sont  égaux,  comme  ayant  un 
angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à chacun, 
cl,  par  conséquent,  les  triangles  ABC,  «Ac,  sont  semblables. 

205.  Corollaire.  — Si  deux  triangles  ABC,  ADE  ont  un 
angle  commun  A et  que  les  côtés  AB,  AC,  soient  proportionnels 
aux  côtés  AD,  AE,  le  troisième  côté  BC  du  premier  triangle  est 
parallèle  au  troisième  côté  I)E  du  second.  Car  les  triangles  ABC, 
ADE  sont  semblables,  et,  par  conséquent,  les  angles  corres- 
pondants B et  ADE  sont  égaux  ; donc  BC  est  parallèle  à DE. 

Remarque.  — Pour  reconnaître  si  deux  droites  a,  b,  sont 
v proportionnelles  à deux  autres  droites  c,  d, 
on  fera  un  angle  quelconque  A,  on  prendra 
sur  les  côtés  de  cet  angle  AB  = a,  AC  = 6, 
AD  = c,  AE  = d,  et  on  mènera  les  deux 
droites  BD,  CE.  Si  ces  droites  sont  parallèles, 

D (j  ç 

le  rapport  ^ sera  égal  au  rapport  dans  le 
cas  contraire,  ces  deux  rapports  seront  inégaux. 
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Théorème  III. 

20G.  Deux  triangles  qui  ont  leurs  côtés  proportionnels  sont 
semblables , 

Soient  les  triangles  ABC,  abc,  et  supposons  qu’on  ait 

AB  AC  BC  ...  . , 

^-  = — = -^7;  je  dis  que  ces  triangles  sont  semblables. 

Sur  AB  prenons  AD  = ab,  et  menons  DE  parallèle  à BC.  Les 

triangles  ABC,  ADE  seront 
semblables,  et  on  aura 

AB  AC  RC 

AD  AE~  DE’ 

AB  _ AC  _ BC 
0U  ab  ~ AE  DE 

Comparant  cette  suite  de  rapports  égaux  à celle  qui  est  don- 
née par  l’hypothèse,  il  vient 

AC  _ AC 

AE  ac' 

BC  BC 

DE  ~ bc  ' 

donc  on  a AE  = ac 

et  DE  = bc. 

Donc  les  triangles  ADE,  abc,  sont  égaux,  comme  ayant  les 
trois  côtés  égaux  chacun  à chacun,  et,  par  conséquent,  les 
triangles  ABC,  abc,  sont  semblables. 

Remarque.  — Pour  que  deux  triangles  soient  semblables,  il 
suffit  qu’ils  soient  équiangles  ou  qu’ils  aient  les  côtés  pro- 
portionnels; mais  il  n’en  est  pas  de  même  pour  les  polygones 
de  plus  de  trois  côtés.  Ainsi,  un  carré  et  un  rectangle  sont 
équiangles  entre  eux,  sans  avoir  leurs  côtés  proportionnels; 
un  carré  et  un  losange  ont  leurs  côtés  proportionnels,  sans 
avoir  leurs  angles  égaux  chacun  à chacun. 

Théorème  IV. 

207.  Deux  triangles,  qui  ont  les  côtés  parallèles  ou  les  côtés 
perpendiculaires  chacun  <ï  chacun,  sont  semblables. 

Soient  A,  B,  C,  les  angles  du  premier  triangle  et  a,  b,  c,  les 
angles  du  second,  et  supposons  que  A et  a,  B et  b,  C et  c, 
soient  les  angles  qui  ont  leurs  côtés  respectivement  parallèles 
ou  perpendiculaires;  je  dis  que  ces  triangles  sont  semblables. 
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En  effet,  les  angles  A,  a,  ayant  leurs  côtés  parallèles  ou 
perpendiculaires  chacun  à chacun,  sont  égaux  ou  supplémen- 
taires, et  il  en  est  de  même  de  B,  b,  de  C,  c (115,  110).  Or, 
on  ne  peut  pas  avoir  : 

A + »=  ad' 

B 4-  b = 2dr 
C -t-  c = a',r, 

sans  quoi  la  somme  des  angles  de  deux  triangles  serait  égale 
à 6d',  ce  qui  est  impossible;  donc  on  a au  moins  A = a,  par 
exemple. 

De  même,  on  ne  peut  pas  avoir  : 

A = a 
B -+-  b = 2dr 
C -+-  c — iir  ; 

car,  en  ajoutant,  il  viendrait 

A-f-B-|-C-t-ô-l-c  = fl-h  4'\ 
ce  qui  est  encore  impossible. 

Donc  on  aura  nécessairement  A = a et  B = b,  par  exemple, 
et  par  suite  C = c;  donc  les  triangles  proposés  sont  sem- 
blables. 

Remarque.  — Toutes  les  fois  que  deux  triangles  sont  sem- 
blables, les  côtés  homologues  sont  opposés  à des  angles 
égaux.  Dans  le  quatrième  cas  de  similitude  les  côtés  homo- 
logues sont  les  côtés  parallèles  ou  perpendiculaires  entre  eux  ; 
car,  si  les  côtés  de  l’angle  A sont  parallèles  ou  perpendicu- 
laires aux  côtés  de  l'angle  a,  on  aura  A = a,  et  les  côtés  op- 
posés à ces  deux  angles  seront  deux  côtés  homologues; 
or  ces  côtés  sont  parallèles  ou  perpendiculaires  entre  eux. 
[Notes  28  et  29.] 

TllÉORÊME  V. 

208.  Deux  triangles  semblables  ABC,  abc,  sont  entre  eux 

comme  les  carrés  de  leurs  côtés 
homologues. 

En  effet,  puisque  les  trian- 
gles ABC,  abc,  sont  sembla- 
bles, leurs  angles  A et  a,  par 
exemple,  sont  égaux  ; donc 
ces  triangles  sont  entre  eux 
comme  les  produits  des  côtés 
qui  comprennent  ces  angles  (190);  ainsi  on  a 

ABC  _ ABX  AC  _ AB  — 

abc  ab  X ac  a b ac  ' 
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mais,  à cause  de  la  similitude  des  mêmes  triangles,  — 

, ab 

et,  par  conséquent, 

ABC  AjT 

abc  a b 1 

Remarque.  — Supposons  qu'on  ait  AB  = 2 et  ab  = 1 , le  rap- 
port de  ABC  à abc  sera  — ou  4 ; donc  l’aire  du  premier  triangle 
vaudra  4 fois  celle  du  second. 

Si  les  côtés  AB  et  al>  contenaient  respectivement  5 et  3 
unités  de  longueur,  on  aurait 


io5 

AC 

ac 


ABC  s5 


7. 

9 


[Note  3o.] 


§ II.  — POLYGONES  SEYIBLABI.ES. 


Problème. 

209.  ùn  polygone  ABC DEF  étant  donné,  en  construire  un 
second,  tel  que  ces  deux  polygones  soient  composés  d'un  même 
nombre  de  triangles  semblables  chacun  à chacun  et  semblable- 
ment placés. 

D'un  sommet  A je  tire  les  diagonales  AC,  AD,  AE,  et,  après 
avoir  pris  sur  le  côté  AB,  ou  sur  son  prolongement,  un  point 

quelconque  B',  je  mène 
les  droites  B'C',  C'D', 
D'E',  E'F',  respective- 
ment parallèles  aux  côtés 
BC,  CD,  DE,  EF:  alors 
le  polygone  AB' C'D' E'F' 
sera  le  polygone  de- 
mandé. 

Car  les  triangles  AB  C',  AC'D', .. .,  sont  semblables  chacun 

à chacun  aux  triangles  ABC,  ACD et  on  voit  de  plus  que 

les  triangles  semblables,  qui  composent  les  deux  polygones, 
sont  semblablement  placés. 


Remarque.  — Le  polygone  AB'C'D'E'F'  étant  ainsi  formé, 
on  peut  en  construire  un  autre  abedef  qui  soit  égal  à 
AB'C'D'E'F'  et  qui  occupe  une  place  quelconque  (153). 

On  peut  aussi  construire  directement  le  polygone  abedej, 
en  construisant  le  triangle  abc  semblable  à ABC,  le  triangle  acd 
semblable  à ACD,...  (202),  et  en  faisant  en  sorte  que  les 
triangles  semblables,  qui  composent  les  deux  polygones, 
soient  semblablement  placés. 
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TllÊORËJIE  I. 

210.  Deux  polygones  ÀBCDE,  abcde,  sont  semblables,  lors- 
qu’ils sont  composés  d’un  même  nombre  de  triangles  sem- 
blables chacun  à chacun  et  semblablement  disposés. 

Car,  en  venu  de  la  similitude  des  triangles  ABC  et  abc, 
ACD  et  acd,  ...  les  angles  des  deux  polygones  sont  égaux, 

soit  comme  angles  homo- 
logues de  deux  triangles 
semblables,  soit  parce 
qu’ils  sont  composés  de 
parties  respectivement 
égales;  donc  déjà  les 
deux  polygones  sont 
équiangles  entre  eux. 
D'ailleurs,  les  mômes  triangles  semblables  donnent  succes- 
sivement: 

AB  _ BC  _ AC 
ab  bc  ac 

AC  _ CD  _ AD 

ac  cd  ad 

AD  DE  _ EA 

ail  de  eu 

, . . . AC  AD  ..  . 

et.  a cause  des  rapports  communs  — * — ; , il  vient 

ac  ad 

AB  BC  _ CD 

ab  bc  cd 

donc  les  polygones  ont  leurs  côtés  proportionnels. 

Donc  le  polygone  ABCDE  est  semblable  à abcde. 

211.  Corollaire.  — Ainsi,  pour  construire  sur  une  droite 
donnée  ab,  considérée  comme  côté  homologue  à AB,  un  po- 
lygone semblable  au  polygone  ABCDE,  on  mènera  les  diago- 
nales AC,  AD,  et  on  construira  les  triangles  abc,  acd,  ade, 
respectivement  semblables  aux  triangles  ABC,  ACD,  ADE,  en 
faisant  en  sorte  que  les  triangles  semblables  soient  disposés 
de  la  même  manière  dans  les  deux  polygones. 

Le  rapport  de  ab  à AB  s’appelle  échelle  de  réduction,  et 

lorsque  ce  rapport  est  — » — ï— ,•••,  par  exemple,  on  dit  que 

IO  lOO 

le  polygone  abcde  n’est  autre  que  le  polygone  ABCDE  réduit  à 

l'échelle  de—,  — — ,•••  Si  le  rapport™  était  égal  à i,  les 
io  ioo  ' 1 AB 


My'/  \'yy 


y? 
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deux  polygones  seraient  égaux,  et  on  (fil  alors  que  le  second 
polygone  est  construit  sur  la  même  échelle  que  le  premier. 

212.  Remarque  /.  — Réciproquement,  deux  poly  gones  sem- 
blables ABCDË,  abcde,  peuvent  se  décomposer  en  un  même 
nombre  de  triangles,  semblables  chacun  à chacun  et  sembla- 
blement disposés. 

Des  sommets  homologues  A,  a,  menons  les  diagonales 
AG,  AD,  ac,  ad;  on  aura,  en  vertu  de  la  similitude  des  poly- 
gones, 

B = b 

AB  BC 

ab  ~ bc  ' 

donc  déjà  les  triangles  ABC,  abc,  sont  semblables. 

De  là  il  résulte  que  les  angles  ACB,  acb,  sont  égaux,  et  si 
on  les  retranche  des  angles  C,  c,  des  polygones,  les  restes 
ACD,  acd,  seront  égaux.  D’ailleurs,  à cause  de  la  similitude 
des  triangles  ABC,  abc,  on  a 

AC  _ BC 
ac  bc 

et,  puisque  les  polygones  sont  semblables,  on  a aussi 

BC  _ CD 

bc  cd  ’ 

AC  CD 

et,  par  suite,  — = — 

ac  cd 

Donc  les  triangles  ACD,  acd,  ont  un  angle  égal  compris 
entre  côtés  proportionnels,  et,  par  conséquent,  ils  sont  sem- 
blables. 

On  démontrerait  de  même  la  similitude  des  triangles 
ADE,  ade,  et  on  peut  continuer  ainsi,  quel  que  soit  le  nombre 
des  côtés  des  deux  polygones. 

Remarque  II.  — Le  rapport  de  l'une  des  diagonales  AC,  AD, 
à son  homologue  est  égal  au  rapport  de  AB  à ab;  et,  comme  les 
diagonales,  qui  décomposent  les  polygones  en  triangles  sembla- 
bles, peuvent  partir  de  deux  sommets  homologues  quelcon- 
ques, il  s’ensuit  que  le  rapport  de  deux  diagonales  homo- 
logues est  égal  au  rapport  de  similitude  des  deux  polygones. 


Théorème  11. 

213.  Si  deux  poly  gones  ABCDE,  abcde,  sont  semblables,  les 
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triangles  formés  dans  chacun  de 


/ 


— LIVRE  III. 

ces  polygones,  en  joignant 
les  extrémités  de  deux 
côtés  homologues  AB. 
ah,  à tous  les  autres  som- 
mets, seront  semblables 
chacun  à chacun. 

Car,  le  rapport  de  deux 
diagonales  homologues 
étant  égal  à celui  de  deux 
côtés  homologues,  les  triangles  ABC  et  abc  sont  semblables 
comme  ayant  leurs  côtés  proportionnels;  et  il  en  est  de  même 
des  triangles  ABI)  et  ahd 


V 


/ 


214.  Remarque  I.  — Réciproquement,  si  les  triangles  for- 
més dans  deux  polygones  ABCDE.  abcde,  en  joignant  les 
extrémités  de  deux  côtés  AB.  ab,  à tous  les  autres  sommets, 
sont  semblables  chacun  à chacun  et  disposés  de  la  même  ma- 
nière, ces  polygones  seront  semblables. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  faire  voir  que  les  triangles 
ABC,  ACD,  ARE,  qui  composent  le  premier  polygone,  sont 
semblables  aux  triangles  abc,  acd,  ade,  qui  composent  le 
second.  Or  les  triangles  ABC,  abc,  sont  déjà  semblables  par 
hypothèse. 

Maintenant,  par  la  même  raison,  les  angles  BAC,  BAD,  sont 
respectivement  égaux  aux  angles  bac,  bad,  d’où  il  résulte  que 
l’angle  CAD  = cad,  et  de  plus  on  a 

AC AB AD 

ac  ~âE  ad  ' 


donc  les  triangles  ACD,  acd,  ont  un  angle  égal  compris  entre 
côtés  proportionnels  et  sont  semblables.  On  verrait  de  même 
que  le  triangle  ADE  est  semblable  à ade. 

Remarque  II. — Les  triangles  ABC,  ABD,  ABE,  et  les  triangles 
abc,  abd,  abe,  seront  respectivement  semblables  et  disposés 
delà  même  manière,  si  les  angles  ABC,  ABD, ABE, BAC, BAD, 
BAE,  sont  respectivement  égaux  aux  angles  abc,  abd,  abe,  bac, 
bad,  bae. 

De  là  une  manière  très-simple  de  construire  sur  ab,  homo- 
logue à AB,  un  polygone  abcde  semblable  à ABCDE. 


Théorème  III. 

215.  Les  périmètres  de  deux  polygones  semblables  ABCDE, 
abcde,  sont  entre  eux  comme  les  côtés  homologues,  et  leurs 
surfaces  sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  ces  mêmes  côtés. 
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i°  Les  deux  polygones  étant  semblables,  on  a 

AB  BC  CD 

ab  bc  cd 

Mais,  dans  une  suito 
de  rapports  égaux , la 
somme  des  numérateurs 
est  à celle  des  dénomina- 
teurs comme  un  numérateur  est  à son  dénominateur;  donc 

AB+BC.4-CD  + ..  _ AB 
ab  -t-  6c  -i-  cd  -+- . . . ab 


2°  Des  sommets  homologues  A et  a,  menons  des  diagonales 
aux  sommets  des  angles  opposés;  les  triangles  ABC,  ACD,  ADE, 
sont  respectivement  semblables  à abc,  acd,  ade  ; donc  on  a 

ABC  B£  ACD  CD  ADE  Dïf 

abc  ~ Te' ' acd  - Td  ' ade  ~ TT  ' 


Or 

et,  par  suite, 
donc 

d’où  l’on  lire 


BC  CD  DE 

bc  cd  de  ' 

BC  _ CD;  DE5 
bc  cd  de 
ABC  _ ACD  _ ADE 
abc  acd  ade 

ABC  + ACD  + ADE  _ ABC 

abc  -t-  acd  -t-  ade  abc 


ou 


ABCDE  _ AB 
abetie 


[Notes 3i,  3a  et  33.] 


BC* 

bc 
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CHAPITRE  II. 

RELATIONS  MÉTRIQUES. 


Définitions. 

216.  On  appelle  relations  métriques  les  relations  qui  exis- 
tent entre  les  mesures  de  différentes  grandeurs,  ou  entre  ees 
grandeurs  elles-mêmes.  Elles  sont  ainsi  appelées,  pour  les 
distinguer  des  relations  de  position  qui  existent  entre  deux 
circonférences  ou  entre  deux  droites,  par  exemple,  et  qui  ont 
été  étudiées  particulièrement  dans  le  premier  livre. 

217.  Parmi  les  relations  métriques  que  nous  avons  à con- 
sidérer, les  unes  sont  des  égalités  entre  les  rapports  ou  entre 
les  produits  de  certaines  droites,  qui  sont  en  général  les  seg- 
ments de  droites  indéfinies  coupées  par  d’autres  droites  ou 
par  des  circonférences  appelées  sécantes  ou  transversales;  les 
autres  sont  des  égalités  qui  ont  lieu  dans  les  triangles  ou  dans 
les  quadrilatères,  entre  leurs  côtés  et  différentes  autres  gran- 
deurs. 

Nous  nous  occuperons  d’abord  des  premières,  en  nous  bor- 
nant à celles  qui  sont  les  plus  simples  et  les  plus  indispen- 
sables. 

$ Ier.  - DROITES  PROPORTIONNELLES. 

TlIf.ORfcME  I. 

218.  Si  dans  un  triangle  ABC  on  mène  une  parallèle  DE  à 
l'un  des  côtés  BC,  cette  parallèle  divisera  les  deux  autres  côtés 

en  parties  proportionnelles. 

Car  les  triangles  ABC,  ADE,  sont  sembla- 
bles, donc 

, , AB  AC 

(,)  ÂD=ÂË- 

Retranchant  de  chaque  numérateur  son 
dénominateur,  ces  deux  rapports  diminueront 
chacun  d’une  unité  et  il  viendra 


ou 


AB— AD  AC  — AE 
AI)  ~ AE  ’ 

DB  EC 
AD  ~ 1 AE 


Digitized  by  Google 


DROITES  PROPORTIONNELLES. 


I I I 

Ainsi,  les  segments  DB  et  AD,  déterminés  sur  le  côté  AB, 
sont  entre  eux  comme  les  segments  correspondants  EC  et  AE, 
déterminés  sur  le  côté  AC. 

Corollaire  1 . — Lorsque  deux  rapports  sont  égaux,  leurs 
inverses  le  sont  pareillement;  donc  on  a aussi 


(2) 


AD  __  AE 
DB  “ EC 


Corollaire  11. — Si,  dans  les  proportions  (i)  et  (2),  on 
change  les  moyens  de  place,  il  vfcînt  : 

AB  _ AD 
AC  ~ÂË’ 

AD  DB 
AE  “ EC’ 

et,  par  suite, 

AB  AD  _ PB 
AC  — AE~  EC* 


Donc  les  côtés  AB,  AC,  sont  entre  eux  comme  leurs  segments 
AD,  AE,  compris  entre  le  sommet  A et  la  droite  DE,  et  comme 
leurs  segments  DB,  EC,  compris  entre  la  droite  DE  et  le  troi- 
sième côté  BC. 

219.  Remarque.  — On  peut  démontrer  ce  premier  théorème 
sur  les  droites  proportionnelles,  sans  se 
fonder  sur  les  triangles  semblables. 

Menons  les  droites  BE  et  DC.  Les  triangles 
ADE,  DEB  ont  chacun  pour  sommet  le  point 
E,  et  leurs  bases  AD,  DB,  sont  sur  une  même 
ligne  droite;  donc  ces  triangles  ont  même 
hauteur,  et,  par  conséquent,  ils  sont  entre 
eux  comme  leurs  bases;  ainsi  on  a 

ADE  AD 
DEB  — DB ' 

De  même,  les  triangles  ADE,  EDC,  qui  ont  chacun  pour 
sommet  le  point  D et  dont  les  bases  AE,  EC,  sont  sur  une 
même  droite,  donnent 

ADE  _ AE 
EDC  ~ EC  ‘ 

D’ailleurs,  les  triangles  DEB,  EDC  ont  la  même  base  DE  et 
de  plus  ils  ont  des  hauteurs  égales,  puisque  leurs  sommets 
B,  C,  sont  situés  sur  une  parallèle  à DE;  donc  ils  sont  équiva- 
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lents.  Donc  les  deux  premiers  rapports  des  proportions  précé- 
dentes sont  égaux  et,  par  suite,  on  a 


AD  _ AE 
DB  — EC 


[Note  34.] 


Observation.  — Ce  théorème  est  un  cas  particulier  d'un  autre  théorème 
attribué  d'abord  à Ploléinée,  puis  à Ménélaus  [ voir  Note  37,  Des  trans- 
versales., théor.  1]. 

Problème  I. 


220.  Trouver  une  quatrième  proportionnelle  à trois  droites 
données  a,  b,  c. 

Sur  les  côtés  Ax,  A y d’un  angle  quelconque  A,  prenons 
AB  — a,  BC  = b.  AD  = e,  joignons  le  point  B au  point  I),  et 
menons  CE  parallèle  à BD;  la  droite  DE  sera  la  quatrième  pro- 
portionnelle demandée. 

Car,  dans  le  triangle  ACE,  la  droite 
BD  est  parallèle  au  côté  CE  ; donc 
ou  a 

AB  _ AD 
BC  ~ DE  ’ 


ou 


a 

b 


c 

DË' 


Corollaire. — On  trouvera  de  même  une  troisième  propor- 
tionnelle à deux  droites  données  a,  b ; car  elle  n’est  autre 
qu'une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  droites  a,  b,  b. 


Théorème  II. 

221.  Réciproquement,  la  droite  DE,  qui  divise  deux  côtés 
AB,  AC,  d'un  triangle  en  parties  proportionnelles,  est  paral- 
lèle au  troisième  côté  BC. 


Car  on  a,  par  hypothèse, 


ou 


AD 

DB 

DB 

AD 


AE 

EC’ 

EC 

AE* 


Ajoutant,  dans  celte  dernière  proportion,  à 
c chaque  numérateur  son  dénominateur,  les 
deux  rapports  augmenteront  chacun  d’une  unité;  donc  011  a 

DB-t-AD  EC  -4-  AE 


AD 


AE 


ou 


AB 

AD 


AC 

AE' 
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Ainsi  les  triangles  ABC,  ADE  ont  un  angle  commun  A et 
les  côtés  AB,  AC,  sont  proportionnels  aux  côtés  AD,  AE;  donc 
DE  est  parallèle  à BC  (205). 

Remarque.  — On  peut  démontrer  ce  théorème  de  la  ma- 
nière suivante. 

Supposons  qu'on  ait 

AD  AJ 
DB  — EC’ 


je  dis  que  DE  est  parallèle  à BC. 

En  effet,  supposons  que  le  point  E se  meuve  sur  le  côté  AC 
dans  le  sens  EA,  c’est-à-dire  de  E vers  A;  le  numérateur  AE 
AE 

du  rapport  diminuera  et  le  dénominateur  EC  augmentera; 


AE 


donc  le  rapport  deviendra  de  plus  en  plus  petit:  on  verrait 


de  même  que  ce  rapport  devient  de  plus  en  plus  grand,  lorsque 
le  point  E se  meut  dans  le  sens  EC.  Donc  le  point  E,  déter- 
miné par  la  droite  DE,  est  le  seul  point  du  côté  AC  dont  les 
distances  aux  sommets  A et  C soient  dans  le  même  rapport 
que  les  droites  Al)  et  DB. 

Cela  posé,  concevons  que  par  le  point  D on  mène  une 
parallèle  à BC  ; cette  parallèle  devra  couper  AC  en  un  point 
dont  les  distances  aux  sommets  A et  C seront  entre  elles 
comme  AD  est  à DB;  donc  elle  se  confondra  avec  DE.  Donc 
DE  est  parallèle  à BC.  [Note  34-] 


Théorème  III. 


222.  Les  segments  de  deux  droites  AG,  BII,  déterminés  par 
o autant  de  parallèles  qu'on  voudra  AB,  CD, 
EF,  GH,  sont  proportionnels. 

Soit  O le  point  de  rencontre  des  droites 
AG,  BU.  Dans  le  triangle  OCD,  la  droite  AB 
est  parallèle  au  côté  CD  ; de  même  dans  le 
triangle  AEF,  CD  est  parallèle  au  côté  EF, 
et  enfin  dans  le  triangle  OGH,  EF  est  paral- 
lèle au  côté  GH  ; donc  on  aura  successivement 


AC OC  OC_ÇE_OE 

BD  01)’  OD  DF  OF  ’ 

OE  EG 
OF  ~ FH  ’ 

Éléments.  8 
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et,  à cause  des  rapports  communs,  il  vient 


AC CE EG 

BD  — DF  — FH  ’ 


Remarque. — Si  les  droites  AG,  B1I  étaient  parallèles,  on 
aurait 


et,  par  suite. 


AC  = BD,  CE  = DF,  EG  = FU, 

AC_CE_  EG 
BD  DF  FH  1 ‘ 


Problème  11. 


223.  Diviser  une  droite  donnée  AB  en  parties  proportion- 
nelles à des  droites  données  a,  b,  c. 

Sur  la  droite  indéfinie  Ax  je  prends  AC  = a,  CD  = b,  DE  = c, 
cl  je  joins  le  point  E au  point  B;  je 
mène  CF,  DG  parallèles  à EB,  et  la 
droite  AB  se  trouve  ainsi  divisée  en 
trois  parties  AF,  FG,  GB,  qui  satisfont 
à la  question. 

Car  les  deux  droites  AB,  AE  sont 
coupées  par  les  parallèles  CF,  DG,  EB,  en  parties  proportion- 
nelles; donc  on  a 

AF  FG  GB 
AC- CD- DE5 


ou 


AF FG 

a b 


GB 

c 


[Note  35.] 


Théorème  IV. 

22i.  Les  droites  AD,  AE,  AF,  abaissées  du  sommet  A d’un 
triangle  sur  la  base  BC.  divisent  cette  base  et  sa  parallèle  en 
parties  proportionnelles. 

Car  la  droite  bc  étant  parallèle  à BC,  les  triangles  ABD,  ADE, 
AEF,  etc.,  sont  respectivement  semblables  aux  triangles  A bd. 
Kde,  Aef,  etc.;  donc  on  a 

BD  _ AD 
bd~Ad ’ 

AD  DE  _ AE 
Ad  de  Ae' 

AE EF AF 

Ae~  cf~  A f 


Digitized  by  Google 


DROITES  PROPORTIONNELLES.  1 1 5 

et,  à cause  des  rapports  communs,  il  vient 

BD  _ PE EF  _ 

bd  de  ef 

Corollaire.  — Si  l'on  avait  BD  = DE  = EF  = . . . , on  aurait 
aussi  bd=de  — ef= [Note  36.] 

Théorème  V. 

22o.  Les  parties  de  deux  cordes.  BC,  DE,  qui  se  coupent 
dans  un  cercle  sont  inversement  proportionnelles  (c'est-à-dire 
que  les  deux  parties  de  l'une  des  cordes  forment  les  deux 
extrêmes  de  la  proportion  et  les  deux  parties  de  l’autre,  les 
deux  moyens). 

Menons  les  droites  BE,  DC.  Les  angles  BAE,  DAC  sont 
égaux,  comme  opposés  au  sommet,  et  les  angles  B,  D sont 
égaux,  comme  étant  inscrits  dans  le  même 
segment  (177);  donc  les  triangles  ABE,  AÜC 
sont  semblables  et  on  a 

AB  _ AE 
AD  - AC 

Corollaire.  — De  cette  proportion  on  tire 
AB  X AC  = AD  X AE  ; 

donc  le  produit  des  deux  parties  de  l’une  des  cordes  est  égal 
au  produit  des  deux  parties  de  l’autre. 

Théorème  VI. 

22(5.  Si  d'un  point  A,  pris  hors  d'un  cercle,  on  mène  deux 
sécantes  AB,  AD,  les  sécantes  entières  et  leurs  parties  exté- 
rieures seront  inversement  proportionnelles. 

Menons  les  droites  BE,  CD.  Dans  les  trian- 
gles ABE,  ADC,  l'angle  A est  commun  et 
les  angles  ABE,  ADC  sont  égaux,  comme 
inscrits  dans  le  même  segment;  donc  ces 
triangles  sont  semblables,  et  on  a 

AB  _ AE 
AD  ~ AC  ’ 

Corollaire.  — Donc  le  produit  AB  X AC  = AD  X AE. 

. Théorème  VU. 

227.  Si  d’un  point  A,  pris  hors  d’un  cercle,  on  mène  une 
sécante  AB  et  une  tangente  AD,  la  tangente  sera  moyenne 
proportionnelle  entre  la  sécante  et  sa  partie  extérieure. 
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Menons  les  droites  BD,  CD.  Dans  les  triangles  ABD,  ADC, 
l’angle  A est  commun,  et  les  angles  ABD, 
ADC  sont  égaux,  comme  ayant  chacun  pour 
mesure  la  moitié  de  l'arc  CD;  donc  ces  trian- 
gles sont  semblables,  et  on  a 

AB  _ AD 
AD  AC  ’ 

Corollaire.  — Donc  AB  X AC  = AD  . 

228.  Remarque  I.  — On  aurait  pu  déduire  ce  théorème  du 
précédent,  en  regardant  la  tangente  AD  comme  la  limite  des 
positions  que  prendrait  une  sécante  tournant  autour  du 
point  A;  car  à cette  limite  la  tangente  n’est  autre  qu’une 
sécante  qui  est  devenue  égale  à sa  partie  extérieure. 

Il  résulte  de  là  que  les  trois  théorèmes  ci-dessus  ne  sont 
que  les  cas  particuliers  d’une  seule  proposition  qui  peut 
s’énoncer  des  deux  manières  suivantes  : 

i°  Si  par  un  point,  pris  dans  le  plan  d'un  cercle,  on  mène 
deux  sécantes,  les  distances  de  ce  point  aux  deux  points  d’in- 
tersection de  chaque  sécante  avec  la  circonférence  seront  inver- 
sement proportionnelles. 

■ 2°  Si,  par  un  point  pris  dans  le  plan  d'un  cercle,  on  mène 
des  sécantes,  le  produit  des  distances  de  ce  point  aux  deux 
points  d’intersection  de  chaque  sécante  avec  la  circonférence 
sera  constant.  Et  on  pourrait  ajouter  : que  ce  produit  est  égal 
à celui  des  normales  abaissées  du  point  sur  la  circonférence, 
et  qu’il  est  aussi  égal  au  carré  de  la  tangente  menée  du  point  à 
la  circonférence,  lorsque  ce  point  est  pris  hors  du  cercle. 

229.  Remarque  II.  — Ce  dernier  théorème  peut  servir  à 
trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux  droites  don- 
nées a,  b. 

Après  avoir  pris  sur  la  droite  Ax 
AB  = «,  AC  =£>,  faisons  passer  une 
circonférence  quelconque  par  lesdeux 
points  B,  C,  et  menons  AD  tangente  à 
cette  circonférence;  AD  sera  la  droite 
demandée. 

Car  celle  tangente  est  moyenne  pro- 
portionnelle entre  la  sécante  AB  et  sa  partie  extérieure  AC. 
[Note  36.] 

Tiiêoréme  VIII. 

230.  Si,  du  sommet  A de  l’angle  droit  d’un  triangle  rec- 
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t angle  ABC,  on  abaisse  la  perpendiculaire  AD  sur  l'hypoté- 
nuse BC, 

1"  Les  deux  triangles  partiels  seront  semblables  au  triangle 
total,  et  par  suite  semblables  entre  eux; 

20  Chaque  côté  de  l'angle  droit  sera  moyen  proportionnel 
entre  l’hypoténuse  entière  et  le  segment  adjacent  à ce  côté  ; 

3"  La  perpendiculaire  sera  moyenne  proportionnelle  entre 
les  deux  segments  de  l’hypoténuse. 

i°  Dans  les  triangles  ABC,  ABD,  l'angle  B est  commun  et  les 
angles  BAC,  BDA  sont  égaux  comme  droits;  donc  ces  triangles 
sont  semblables.  On  verrait  de  même  que 
le  triangle  ADC  est  semblable  à ABC. 

Ainsi  les  angles  de  chacun  des  triangles 
partiels  sont  respectivement  égaux  à ceux 
du  triangle  total  ; donc  les  triangles  partiels 
sont  équiangles  entre  eux,  et  par  conséquent  semblables. 

Du  reste,  il  est  facile  de  voir  directement  que  les  triangles 
ABD,  ADC  sont  équiangles;  carôls  ont  chacun  un  angle  droit 
et  leurs  angles  ABD,  DAC  sont  égaux  comme  étant  les  complé- 
ments du  même  angle  BAD. 

a"  Puisque  les  triangles  ABC,  ABD  sont  semblables,  leurs 
côtés  homologues  sont  proportionnels;  donc  on  a : BC,  hypo- 
ténuse du  premier  triangle , est  à AB,  hypoténuse  du  second, 
comme  le  côté  AB,  opposé  à l'angle  C,  est  à BD  son  homologue, 
ou  bien 

BC_  AB 
AB  BD 


A 


De  môme,  à cause  de  la  similitude  des  triangles  ABC,  ACD, 
on  aura 

BC  _ AC 
AC  DC 

3°  Les  triangles  ABD,  ACD  étant  semblables,  on  a 

BD  _ AD 
AD  — DC  ’ 


Corollaire. — Si  d'un  point  A d'une  circonjérence  on  abaisse 
une  perpendiculaire  AD  sur  un  diamètre  BC,  et  que  du  même 
point  on  mène  les  cordes  AB,  AC  aux  extré- 
mités du  diamètre, 

1"  Chaque  corde  sera  moyenne  propor- 


C 


IVv 

1_ 

a 


lionnelle  entre  le  diamètre  entier  et  le  seg- 
ment adjacent  ; 

' ■ — - a°  La  perpendiculaire  sera  moyenne  pro- 

portionnelle entre  les  deux  segments  du  diamètre. 

Car  le  triangle  ABC  est  rectangle  en  A.  [Note  36.] 
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Problème  III. 

231.  Trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux 
droites  données  a,  b. 

Sur  la  droite  indéfinie  Ax  je  prends  AB  = a,  BC  = b,  et  sur 
AC  comme  diamètre  je  décris  une  demi- 
circonférence;  du  point  B j’éiève  à AC 
la  perpendiculaire  BD,  qui  rencontre  la 
demi-circonférence  au  point  D,  et  BD  est 
la  droite  demandée. 

Car  la  perpendiculaire  BD  est  moyenne 
proportionnelle  entre  les  deux  segments  du  diamètre;  donc 
on  a 

AB  _ BD 
BD  ~ BC’ 
a BD 

0U  BI)_  b ‘ 

Remarque.  — On  pourrait  prendre  AB  = a,  AC  = b,  décrire 
sur  AB  comme  diamètre  une  demi-cir- 
conférence, élever  à AB  la  perpendicu- 
laire CD,  et  enfin  mener  la  corde  AD,  qui 
serait  la  moyenne  proportionnelle  cher- 
chée. 

a c b x Car  la  corde  AD  est  moyenne  propor- 

tionnelle entre  le  diamètre  AB  cl  le  segment  adjacent  AC. 

Problème  IV. 

232.  Construire  sur  une  droite  donnée  a un  rectangle  équi- 
valent à un  rectangle  donné. 

Soient  b,  c,  les  dimensions  du  rectangle  donné  et  désignons 
par  x la  seconde  dimension  du  rectangle  demandé;  on  doit 
avoir 

a X x — b X c 


donc  x est  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  droites 
a,  b,  c (220,  203). 

Remarque.  — Ce  problème  donne  le  moyen  de  substituer  à 
un  produit  de  deux  droites  f»Xc  un  autre  produit  de  deux 
droites  égal  au  premier  et  dont  l'un  des  facteurs  soit  une 
droite  donnée  a:  on  trouvera  l’autre  facteur  en  cherchant  une 
quatrième  proportionnelle  aux  trois  droites  a,  b,  c. 


Digitized  by  Google 


DROITES  PROPORTIONNELLES. 


"9 


Problème  V. 


233.  Trouver  deux  droites  dont  le  rapport  soit  égal  à celui 
de  deux  polygones  donnés. 

i"  Supposons  que  ces  polygones  soient  deux  rectangles 
R,  R'  ; en  désignant  par  a,  b,  les  dimensions  du  premier  et 
par  c,  d,  celles  du  second,  on  a 


R axb 

R'  c x d 

Maintenant  cherchons  une  quatrième  proportionnelle  à l'une 
des  droites  a ou  b,  a par  exemple,  et  aux  deux  droites  c,  d; 
on  aura 

aXx—cXd, 

R axb 

et,  par  suite,  «7  = -Tr- 


ou 


b_ 

x 


Ainsi  b et  x sont  deux  droites  qui  satisfont  à la  question. 

On  trouvera  de  la  même  manière  deux  droites  qui  soient 
entre  elles  comme  deux  parallélogrammes,  ou  comme  deux 
triangles. 

20  Si  les  polygones  donnes  sont  quelconques,  on  les  trans- 
formera d’abord  en  triangles  (194)  et  on  retombera  dans  le 
premier  cas. 

Problème  VI. 

234.  Construire  un  carré  équivalent  à un  polygone  donné. 

i°  Supposons  que  le  polygone  donné  soit  un  rectangle, 
ayant  pour  base  b et  pour  hauteur  h,  et  désignons  par  x le 
côté  du  carré  cherché;  on  doit  avoir 


b x A = x' 
b x 


Donc  le  côté  du  carré  équivalent  au  rectangle  est  une 
moyenne  proportionnelle  entre  b et  h. 

On  verrait  de  même  que  le  côté  du  carré  équivalent  à un 
parallélogramme,  ou  à un 'triangle,  ou  à un  trapèze,  est  une 
moyenne  proportionnelle  entre  la  base  et  la  hauteur  du  paral- 
lélogramme, ou  entre  la  base  et  la  moitié  de  la  hauteur  du 
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triangle,  ou  entre  la  hauteur  et  la  demi-somme  des  bases  du 
trapèze. 

20  Quel  que  soit  le  polygone  donné,  on  le  transformera 
d'abord  'en  un  triangle  équivalent  ( 194)  et  on  retombera  dans 
le  premier  cas.  [Note  37.] 


S II.  — RELATIONS  ENTRE  LES  COTÉS  ET  DIVERS  AUTRES  ÉLÉMENTS 
DTN  TRIANGLE  OU  D'UN  QUADRILATÈRE 

Définitions. 


235. 


La  projection  d’un  point  A sur  une  droite  xy  est  le 
pied  de  la  perpendiculaire  AA',  abaissée 
de  ce  point  sur  la  droite.  Un  point  situé 
sur  xy  est  lui-même  sa  projection  sur 
cette  droite. 


1 

-JC 


236.  On  appelle  projection  d’une  droite 
AB  sur  une  autre  xy,  la  droite  A' B'  comprise  entre  les  pro- 
jections des  extrémités  de  AB  sur  xy. 

En  général,  une  droite  AB  est  plus  grande  que  sa  projec- 
tion; car,  en  menant  AC  parallèle  à xy,  on  a AB>AC  et  par 
suite  AB>A'B'.  Si  la  droite  était  parallèle  ou  perpendicu- 
laire à xy,  sa  projection  lui  serait  égale  ou  elle  serait  nulle. 


Remarque.  — Dans  un  triangle  rectangle,  la  projection  de 
l’un  des  côtés  de  l’angle  droit  sur  l’autre  est  nulle,  la  projec- 
tion de  l’hypoténuse  sur  un  des  côtés  de  l’angle  droit  n’est 
autre  que  ce  côté,  et  les  projections  des  côtés  de  l’angle  droit 
sur  l’hypoténuse  sont  les  segments  déterminés  par  la  perpen- 
diculaire abaissée  sur  l’hypoténuse  du  sommet  de  l’angle 
droit,  dont  il  a été  question  dans  le  dernier  des  théorèmes 
qui  précèdent. 

237.  On  dit  qu’un  triangle  est  acutangle,  lorsque  ses  trois 
angles  sont  aigus,  et  qu’il  est  obtusangle,  lorsque  l’un  de  ses 
angles  est  obtus. 

Observation.  — Dans  ce  paragraphe  on  a principalement  pour  but  d’éta- 
blir des  relations  d’égalité,  au  moyen  desquelles  on  pourra  calculer  les 
valeurs  de  certains  éléments  d'un  triangle  ou  d’un  quadrilatère,  lorsqu’on 
connaîtra  les  mesures  d'un  nombre  suffisant  d’autres  éléments;  ainsi,  dans 
la  Note  3g,  on  verra  comment  on  calcule  : les  hauteurs,  la  surface,  les 
méthanes,  les  bissectrices,  etc.,  d’un  triangle,  lorsqu’on  connaît  ses  trois 
côtés;  de  même,  dans  la  Note  43,  on  calculera  les  diagonales,  la  sur- 
face, etc.,  d’un  quadrilatère  inscrit  en  fonction  de  ses  quatre  côtés.  Tou- 
tefois, ce  paragraphe  n’est  pas  moins  important  sous  le  rapport  des  pro- 
blèmes graphiques  qu’il  sert  à résoudre,  et  on  pourra  remarquer  que  ces 
problèmes  dépendront  particulièrement  du  premier  théorème  que  nous 
allons  démontrer. 
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Théorème  I. 


238.  Le  carré  de  l’ hypoténuse  BC  d'un  triangle  rectangle  ABC 
est  égal  à la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés  AB,  AC. 

Du  sommet  A de  l’angle  droit,  abaissons  sur  l'hypoténuse 
la  perpendiculaire  AD.  Chaque  côté  de  l’angle  droit  sera 
moyen  proportionnel  entre  l’hypoténuse  et  le  segment  qui  lui 

BC  AB 
AB  — BD  ’ 

BC AC 

AC  — CD  ’ 

(i)  AB  = BC  X BD, 

{2)  ÂCJ=BCxCD. 

Ajoutant  ces  égalités  membre  à membre,  il  vient 
Âl’  -hÂc’  = BC(BD-+-CD) 
ou-  BC  = AB  + Âc’. 


est  adjacent  (230)  et  on  aura 


A 


d’où  l’on  tire  : 


Ainsi,  le  carré  du  nombre  qui  exprime  la  longueur  de  l'hy- 
poténuse est  égal  à la  somme  des  carrés  des  nombres  qui 
expriment  les  longueurs  des  deux  autres  côtés. 


Corollaire.  — Si  l’on  prend  pour  unité  de  surface  le  carré 
qui  a pour  côté  l'unité  linéaire  employée  pour  mesurer  les 
côtés  BC,  AB,  AC,  les  carrés  faits  sur  ces  côtés  auront  respec- 
tivement pour  mesures  BC  , AB  , AC  . Donc,  le  carré  fuit 
sur  l’hypoténuse  d’un  triangle  rectangle  est  équivalent  à la 
somme  des  carrés  faits  sur  les  deux  autres  côtés. 

D’ailleurs,  si  on  divise  BC  par  chacun  des  membres  des 
égalités  (i)  et  (a),  il  vient 


BC* 

AB 


BC  BC]  BC 

BD’  ÂC  Cü' 


Donc,  le  carré  fait  sur  r hypoténuse  est  au  carré  fait  sur 
l’un  des  côtés  de  l’angle  droit  comme  l’hypoténuse  est  au  seg- 
ment adjacent  à ce  côté. 

De  plus,  en  divisant  l’égalité  (i)  par  l’égalité  (a),  on  a 


AB' 

AC’ 


BD 

CD  1 


donc  les  carrés  faits  sur  les  côtés  de  l’angle  droit  sont  entre 
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eux  comme  les  segments  adjacents  à ces  côtés,  ou  comme  les 
projections  de  ces  côtés  sur  i hypoténuse. 

239.  A titre  démonstration.  — On  peut  démontrer  la  relation 
importante  qui  existe  entre  le  carré  fait  sur  l’hypoténuse  et  les 
carrés  faits  sur  les  côtés  de  l’angle 
droit,  sans  se  fonder  sur  les  triangles 
semblables  et  sur  le  choix  de  l’unité 
de  surface. 

Pour  cela,  je  construis  sur  les  trois 
côtés  BC.,  AB,  AC,  les  carrés  BCDE, 
ABFG,  ACKH,  et  j’abaisse  sur  l’hypo- 
ténuse BC  la  perpendiculaire  AM,  que 
je  prolonge  jusqu’à  la  rencontre  de 
ED,  au  point  N ; alors  le  carré  BCDE 
est  divisé  en  deux  rectangles  BMNE, 
CMND,  et  la  proposition  sera  démontrée,  si  l’on  fait  voir  que 
ces  rectangles  sont  respectivement  équivalents  aux  carrés 
faits  sur  AB  et  sur  AC. 

Or,  si  on  mène  les  droites  AE,  FC,  le  triangle  ABE  sera 
égal  au  triangle  FBC;  car  les  angles  ABE,  FBC,  sont  égaux, 
comme  étant  composés  chacun  d'une  partie  commune  ABC  et 
d’un  angle  droit,  et  les  côtés  AB,  BE,  sont  égaux  aux  côtés  FB, 
BC,  chacun  à chacun,  comme  côtés  d’un  même  carré. 

D’ailleurs,  le  triangle  ABE  et  le  rectangle  BMNE  ont  même 
base  BE  et  même  hauteur  MB,  puisque  le  sommet  A du 
triangle  est  situé  sur  le  prolongement  de  NM,  et  de  plus,  le 
triangle  FBC  et  le  carrré  ABFG  ont  même  base  BF  et  même 
hauteur  AB,  puisque  le  sommet  C du  triangle  est  situé  sur  le 
prolongement  de  GA  ; donc  les  triangles  ABE,  FBC,  sont  res- 
pectivement équivalents  aux  moitiés  du  rectangle  BMNE  et 
du  carré  ABFG,  et,  comme  les  triangles  sont  égaux,  il  s’ensuit 
que  le  rectangle  BMNE  est  équivalent  au  carré  ABFG. 

On  démontrerait  de  même,  en  menant  les  droites  AD,  BK, 
que  le  rectangle  CMND  est  équivalent  au  carré  ACKH. 

Donc,  le  carré  BCDE  fait  sur  l' hypoténuse  est  équivalent  à 
la  somme  des  carrés  faits  sur  les  deux  autres  côtés  AB,  AC. 

Corollaire.  — De  cette  démonstration  on  conclut  facilement 
les  deux  propositions  établies  à la  fin  du  n°  238. 

Car  le  carré  BCDE  et  le  rectangle  BMNE  ont  même  hau- 
teur MN  ; donc  ils  sont  entre  eux  comme  leurs  bases  et  on  a 

BCDE  _ BC 
BMNE  BM 
BCDE  _ BC 

°U  ABFG  — BM  ’ 


o 
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on  aurait  de  même 


BCDE  _ BC 
AÜKlï  — CM  ' 


i?3 


Donc,  i°  le  rapport  du  carré  fait  sur  l’hypoténuse  au  carré 
fait  sur  l’un  des  côtés  de  l'angle  droit  est  égal  au  rapport  de 
l’hypoténuse  au  segment  adjacent  à ce  côté. 

De  plus,  les  rectangles  BMNE,  CMND  ont  aussi  même  hau- 
teur MN,  donc  on  a 

BMNE  _ BM 
CMND  — CM 

ABFG BM 

°U  ACKH  “ CM  ’ 


Donc,  2°  le  rapport  des  carrés  faits  sur  les  côtés  de  l’angle 
droit  est  égal  au  rapport  des  segments  de,  l’hypoténuse  adja- 
cents à ces  côtés,  ou  égal  au  rapport  des  projections  de  ces 
côtés  sur  l'hypoténuse. 

240.  Remarque.  — Si  on  représente  par  a,  b,  c,  les  côtés 
BC,  AC,  AB,  du  triangle  ABC,  rectangle  en  A,  on  aura 


\{»> 


a’  — b’-hc1; 

et  cette  égalité  donne  le  moyen  de  calculer 
B c un  côté  d'un  triangle  rectangle,  lorsqu’on 

connaît  les  deux  autres. 

D’ailleurs,  comme  l’aire  d'un  triangle  rectangle  est  égale  à 
la  moitié  du  produit  des  côtés  de  l’angle  droit,  il  s’ensuit  que 
cette  aire  est  facile  à calculer,  du  moment  qu’on  connaît  deu/- 
des  côtés  du  triangle. 


Observation.  — Ce  théorème  remarquable  est  attribué  à Pythagore. 

PïTnAGORE,  philosophe  grec,  né  à Samos,  vers  6o8  selon  les  uns,  en  58o 
selon  d’antres,  voyagea  longtemps  pour  s’instruire,  séjourna  quelque 
temps  en  Égypte,  et  alla,  vers  l’an  54o  avant  l’ère  vulgaire,  s'établir  à 
Crolone,  en  Italie,  où  il  fonda  une  école  nouvelle,  qui  prit  du  lieu  de  sa 
résidence  le  nom  d 'école  italique. 

Si  au  théorème  do  Pythagore  on  joint  celui  de  Thaïes,  on  aura  les 
deux  propositions  les  plus  importantes  et  les  plus  fécondes  de  la  Géomé- 
trie. Car  les  propositions  qui  vont  suivre  se  rattacheront  en  grande 
partie  à celle  du  carré  de  l'hypoténuse,  et  on  a pu  reconnaître  que  le 
premier  cas  de  similitude  des  triangles  a servi  pour  démontrer  les  trois 
autres,  pour  démontrer  les  propriétés  des  polygones  semblables  et  pour 
établir  la  théorie  des  droites  proportionnelles. 

De  plus,  le  théorème  de  Pythagore  se  démontre  facilement  au  moyen 
des  triangles  semblables;  donc,  en  définitive,  le  théorème  de  Thaïes  peut 
être  regardé  comme  la  proposition  qui  sert  de  base  à toutes  celles  qui  la 
suivent  : il  suffit  soit  par  lui-même,  soit  par  ses  conséquences,  à toutes  les 
applications  et  à la  résolution  de  la  plupart  des  problèmes. 
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J utrc  observation.  — La  seconde  démonstration  du  théorème  île  Pjt/ia- 
gore,  donnée  ci-dessus,  se  trouve  dans  les  éléments  de  Géométrie  d'Eu- 
clide. 

Euclidb,  célèbre  géomètre  grec,  enseigna  les  mathématiques  à AJexan- 
drie,  vers  3ao  avant  l'èro  vulgaire.  On  ignore  quelle  fut  sa  patrie;  on  ne 
connaît  pas  mieux  les  événements  de  sa  vie;  on  dit  seulement  qu'il  avait 
étudié  à Athènes  sous  les  disciples  de  Platon,  et  qu'ensuite  il  se  fixa  en 
Égypte.  [Note  38.] 

Problème  I. 


241.  Construire  un  carré  équivalent  ù la  somme  de  deux 
carrés  donnés  a7,  b7. 

Je  fais  un  angle  droit  A,  je  prends  AB  = a,  AC  =-b,  et  je 


mène  la  droite  BC  qui  est  le 
côté  du  carré  cherché.  Car  le 
triangle  rectangle  ABC  donne 

BC  =Ab'-+-Âc‘ 

= «’-+-  b7. 


Remarque.  — En  répétant  cette  construction  on  peut  trou- 
ver un  carré  équivalent  à la  somme  d'autant  de  carrés  qu’on 
voudra. 

Ainsi  le  dernier  problème  du  paragraphe  précédent  et 
celui-ci  donnent  le  moyen  de  construire  un  carré  équivalent 
à la  somme  de  plusieurs  polygones  donnés. 


Problème  II. 


242.  ( ons traire  un  carré  équivalent  à la  différence  de  deux 
carrés  donnés  a7,  b7. 

Je  fais  un  angle  droit  A,  je  prends  AB  = b,  c’est-à-dire  égal 


A (Al  B 

le  côté  du  carré  cherché.  Car 


au  côté  du  plus  petit  des 
carrés  donnés,  et  du  point  B 
comme  centre,  avec  l'autre 
côté  a pour  rayon,  je  dé- 
cris un  arc  qui  coupe  A y 
c au  point  C;  alors  AC  est 
on  a 


AC  = BC — AB* 

— a7  — b7. 

Remarque. — On  construirait  aussi  sans  difficulté  un  carré 
équivalent  à la  différence  de  deux  polygones  donnés. 
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Problème  III. 


2i3.  Construire  un  carré  dont  le  rapport  à un  carré  donné  a? 
soit  égal  à celui  de  deux  droites  données  ni  et  n. 

Sur  Ax  je  prends  AB  = m,  BC  = n,  et  sur  AC  comme  dia- 
mètre je  décris  une  demi-circonférence  ; du  point  B j’élève 

à AC  la  perpendicu- 
laire BI)  qui  rencontre 
la  demi-circonférence 
au  point  D,  et  je  mène 
les  droites  indéfinies 


v 


(m) 


J!\ 

OU  C\ 


M,  I)C  ; je  prends  DE  égale  au  côté  a du  carré  donné,  je  mène 
EF  parallèle  à CA,  et  DF  est  le  côté  du  carré  cherché. 

Car  dans  le  triangle  DAC,  rectangle  en  D,  on  a 


DA 

DC* 


AB 

BC 


m 


or  EF  est  parallèle  à CA  ; donc  (218) 

DF DA 

DE-  DC’ 

, . DF2  Ï)ÂJ 

et,  par  suite,  on  a — ? = — p 

DE  DC 


ou 


DF 

a- 


ni 

n 


Remarque  /.  — Pour  construire  un  carré  dont  le  rapport  à 
5 

un  carré  donné  «’  soit  par  exemple,  on  porte  d'abord  sur  Ax 

une  longueur  arbitraire  5 fois,  ce  qui  détermine  une  droite 
telle  que  AB,  puis  à la  suite  celte  même  longueur  3 fois,  ce 
qui  détermine  une  seconde  droite  telle  que  BC,  et  la  question 
est  ainsi  ramenée  à la  précédente. 

Remarque  II.  — Lorsque  le  carré  cherché  doit  être  plus 
petit  que  le  carré  donné  ABCD,  ou  lorsqu’on  a m < n,  on 
emploie  souvent  la  construction  suivante. 

Sur  une  droite  indéfinie  Ax,  partant  du  point  A,  on  prend 
AE  = m,  AF  = n ; on  joint  le  point  F au  point  B,  par  le  point  E 
on  mène  EG  parallèle  à FB,  et  on  a 

AG ni 

AB  - n' 
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Ensuite  sur  AB,  comme  diamètre,  on  décrit  une  demi- 
circonférence,  on  élève  à AB  la  perpendiculaire  GH,  et  la 

corde  AH  est  le  côté  du  carré 


cherché. 

Car  le  triangle  ABH,  rectan- 
gle en  II,  donne 


Ali' 

àb’ 


AG 

AB’ 


ou 


2 


Observation.  — On  a vu  comment  on  trouve  deux  droites  dont  le  rap- 
port soit  égal  à celui  de  deux  rectangles  donnés,  à celui  de  deux  poly- 
gones donnés  (233).  Mais  les  corollaires  du  théorème  de  Pvthagore  don- 
nent de  nouveaux  moyens  de  résoudre  ce  problème,  lorsqu'il  s’agit  de 
deux  carrés  a2  et  b2. 


Théorème  II. 

2 H.  Dans  tout  triangle,  le  carré  d’un  côté  opposé  à un 
angle  aigu  est  égal  à la  somme  des  carrés  des  deux  autres 
côtés,  moins  deux  fois  le  produit  de  l'un  de  ces  côtés  par  la 
projection  du  second  sur  le  premier. 

Soient  le  triangle  ABC,  dont  l’angle  C est  aigu,  et  AD  per- 
pendiculaire surBC;  je  dis  qu’on  aura 

ÂB  = ÂCV  BC* — 2BC  X ne. 

Car  le  triangle  ABD  étant  rectangle  en  Ü. 
on  a 

ÂÏÏ’=  Aü'+BÏ); 

mais  la  hauteur  AD  et  le  segment  BD  n’entrent  pas  dans  l’éga- 
lité cherchée  et,  par  conséquent,  il  faut  les  éliminer.  Or  AI) 
est  un  des  côtés  de  l’angle  droit  du  triangle  rectangle  ADC,  et 
Bl)  est  la  différence  des  deux  droites  BC,  DC;  donc 

âd*  = ac! — ne1 

ct  BD^  BC’  + DC3  — aBCxDC  (198). 

Portant  ces  valeurs  à la  place  de  AD  et  de  BD  dans  la  pre- 
mière égalité  et  remarquant  que  les  termes  — DC  ct  -H  DC  se 
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détruisent,  il  vient 

AB  = Xc  -t-  BC,’  — a BC  X DC. 

Remarque  I.  — Si  la  perpendiculaire  AD  tombe  hors  du 
triangle,  la  démonstration  ne  changera  pas. 

La  perpendiculaire,  abaissée  du  sommet  A 
sur  BC,  se  confond  avec  AB  dans  le  cas  où 
l’angle  B est  droit  ; alors  l’égalité  à démon- 

X trer  est 

D b c 

ÂB=ÂcVBC-aBCx  BC, 

ou  AB  = AC  — BC  , 

ce  qui  résulte  immédiatement  du  théorème 
11  c de  Pjthagore. 

Remarque  II.  — En  raisonnant  comme  dans  le  corollaire 
du  n°  238,  on  peut  dire  aussi  que,  dans  tout  triangle  le  carré 
fait  sur  un  côté  opposé  à un  angle  aigu  est  équivalent  à la 
somme  des  carrés  faits  sur  les  deux  autres  côtés,  moins  deux 
fois  le  rectangle  construit  sur  l’un  de  ces  côtés  et  la  projec- 
tion du  second  sur  le  premier. 


TuEorEme  111. 

215.  Dans  tout  triangle  obtusangle,  le  carré  du  côté  opposé 
à l'angle  obtus  est  égal  à la  somme  des  carrés  des  deux  au- 
tres côtés,  plus  deux  fois  le  produit  de  l'un  de  ces  côtés  par  la 
projection  du  second  sur  le  premier. 

Soient  le  triangle  ABC,  dont  l'angle  C est  obtus,  et  AD  per- 
pendiculaire sur  le  prolongement  de  BC  ; je  dis  qu’on  aura 

ÂB’=  ÂCV  BC  -h  aBC  X CD. 

Car  le  triangle  ABD  étant  rectangle  en 
I),  on  a 

AÎS  = Âî)  ÏÏÏ)  ; 

d’ailleurs  AD  est  le  côté  de  l’angle  droit  du  triangle  rectangle 
ADC  et  BD  est  la  somme  des  deux  droites  BC,  CD;  donc 

Âd’  = Âc’— CD' 

et  BD^BcVcD’-hîBCxCDfiaS). 
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Remplaçant  dans  la  première  égalité  AD  et  BD  par  leurs 
valeurs  et  réduisant,  il  vient 

AlT=  ÂcV  BC  + aBC  X CD. 

Remarque  1. — On  peut  dire  aussi  que,  dans  tout  triangle 
obtusangle,  le  carré  fait  sur  le  côté  opposé  à l'angle  obtus  est 
équivalent  à la  somme  des  carrés  faits  sur  les  deux  autres 
côtés,  plus  deux  fois  le  rectangle  construit  sur  l’un  de  ces 
côtés  et  la  projection  du  second  sur  le  premier. 

2iG.  Remarque  11.  — Les  trois  théorèmes  précédents  don- 
nent lieu  à celte  réciproque  : Un  triangle  est  rectangle,  acut- 
angle ou  obtusangle,  selon  que  le  carré  du  plus  grand  de  ses 
côtés  est  égal  à la  somme  des  carrés  des  deux  autres,  plus  pe- 
tit ou  plus  grand  que  cette  somme. 

Exemples  : 

i°  Soient  a,  b,  c,  les  côtés  d'un  triangle,  opposés  aux 
angles  A,  B,  C,  et  supposons  qu’on  ait  a — 5,  b = 4>  c=  3.  On 
aura 

a1  = 2.5,  l>' = 16,  cJ  = 9; 
d’où  «’ = ôJ4- c1; 

donc  le  triangle  est  rectangle  en  A.  Car,  si  cet  angle  était  aigu 
ou  obtus,  on  aurait 

o1  <C  ô’  c’,  ou  n1  > b’  -+-  c *. 

2”  Supposons  qu'on  ail  <1  = 9,  b = 12,  c — 5;  on  aura 

«J  = 81 , b’=  144,  c,=  i5; 

d’où 

donc  l’angle  B est  obtus.  [Note  3g.] 


Théorème  IV. 


2V7.  Dans  tout  triangle  ABC,  la  somme  des  carrés  de  deux 
côtés  AB,  AC  est  égale  à deux  fois  le  carré  de.  la  médiane  AD 
qui  correspond  au  troisième  côté,  plus  deux  fois  le  carré  de 
la  moitié  de  ce  même  côté. 


Car,  en  abaissant  AE  perpendiculaire  à BC,  l'angle  ADE  du 
a triangle  rectangle  AED  sera  aigu  et  son  ad- 

jacent ADB  sera  obtus;  donc 


(1)  AB  = AD  + BD 

(2)  Xc’=Xd-+-dc’. 


- ?.BD  X 1)E, 
2DC  X DE. 
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Ajoutant  et  ayant  égard  à ce  que  BD  = DC,  il  vient 
AB  -f- AC  = sAdV  2 BD.’ 

248.  j Remarque. — Si  on  retranche  de  l’égalité ( i ) l’égalité  (2), 
on  aura 

âb-âc,=  4bdxde 

= 2 BC  x DE. 

Donc  la  différence  des  carrés  de  deux  côtés  d’un  triangle 
est  égale  à deux  fois  le  produit  du  troisième  côté  par  la  pro- 
jection de  la  médiane  correspondante  sur  la  direction  de  ce 
même  côté.  [Notes  3g,  4o  et  4'-] 


Théorème  V. 

249.  Dans  tout  triangle  ABC,  la  bissectrice  AD  d'un  angle 
BAC  divise  le  côté  opposé  BC  en  deux  segments  BD,  DC,  pro- 
portionnels aux  côtés  adjacents  ; cl  réciproquement,  si  on  a 

la  proportion  , la  droite  AD  sera  la  bissectrice  de 

Uu  AL 

l'angle  BAC. 

Menons  CE  parallèle  à la  bissectrice  DA,  jusqu’à  la  ren- 
contre de  BA  prolongé,  au  point  E;  on 
aura  (218) 

/;  . BD BA 

k/ j DC“AE' 

A 1 

/ ; \ j Mais  les  angles  correspondants  BAD, 

//  j \ AEC,  sont  égaux,  ainsi  que  les  angles 

i A alternes-internes  DAC,  ACE,  et  comme 

l’angle  BAD  = DAC,  on  a de  même  l’an- 
gle AEC  = ACE;  donc  le  triangle  ACE  est  isocèle  et  AE  = AC; 
donc 

BD BA 

DC  — AC’ 

Réciproquement,  supposons  qu’on  ail 


En  faisant  la  même  construction,  il  vient 


BD  _ BA 
DC  ~ AE’ 


Éléments. 
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et,  à cause  du  rapport  commun 


. BA 

on  conclut  que  = 

Ali 


BA 

AE 


et  par  suite  que  AC  = AE;  donc  le  triangle  ACE  est  isocèle 
et,  par  conséquent,  l’angle  AEC  = ACE.  Or  ces  angles  sont 
respectivement  égaux  aux  angles  BAD,  DAC;  donc  AD  est  la 
bissectrice  de  l’angle  BAC. 


Remarque  I.  — La  bissectrice  AD  de  l’angle  CA  x,  extérieur 
au  triangle  ABC,  détermine  aussi  sur  le  côté  BC  deux  segments 
BD,  DC,  proportionnels  aux  côtés  adjacents  AB,  AC;  et  réci- 
proquement. 

Menons  CE  parallèle  à la  bissectrice  DA,  jusqu’à  la  rencontre 
de  AB,  au  point  E;  on  aura  (218) 

BD  _ BA 
DC  ~ AE' 

Mais  les  angles  correspondants  DAx 
CEA,  sont  égaux,  ainsi  que  les  angles 
alternes-intcrnes  DAC,  ACE,  et  comme  l’angle  DAx  = DAC, 
on  a de  même  l’angle  AEC  = ACE;  donc  le  triangle  ACE  est 
isocèle  et  AE=  AC;  donc 


BD  _ BA 
DC  — AC  ' 


Réciproquement,  supposons  qu’on  ait 
BD  BA 
DC  — AC' 

En  faisant  la  même  construction,  il  vient 

BD BA 

DC  — AE’ 


et,  à cause  du  rapport  commun  on  conclut  que  AC  = AE  ; 

donc  le  triangle  ACE  est  isocèle,  et,  par  conséquent,  l’angle 
AEC  = ACE.  Or,  ces  angles  sont  respectivement  égaux  aux 
angles  DAx,  DAC;  donc  AD  est  la  bissectrice  de  l’angle  CAx. 

Remarque  II.  — Si  le  triangle  ABC  était  iso- 
cèle, l’angle  DAx,  moitié  de  l’angle  extérieur 
CAx,  serait  égal  à l'angle  B et  par  suite  AD 
D serait  parallèle  à BC;  donc  il  n’y  aurait  plus 
lieu  de  s’occuper  des  segments  déterminés 
sur  BC  par  la  bissectrice  AD. 

Réciproquement,  si  la  bissectrice  AD  de 
l’angle  extérieur  CAx  est  parallèle  à BC,  les 
angles  B,  C seront  respectivementégaux  aux  angles  DAx,  DAC;  * 
donc  le  triangle  ABC  sera  isocèle. 
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Donc,  lorsqu’un  triangle  ABC  n'est  pas  isocèle,  la  bissec- 
trice AD  de  l'angle  extérieur  CA  a:  doit  rencontrer  le  côté  BC 
prolongé.  [Notes  3q  et  42.] 

TnfoRfcME  VI. 

230.  Le  produit  de  deux  côtés  AB,  AC,  d’un  triangle  est 
égal  au  produit  des  segments  BD,  DC,  déterminés  sur  le  troi- 
sième côté  par  la  bissectrice  AD  de  l’angle  compris  entre  les 
deux  premiers  côtés,  plus  le  carré  de  cette 
bissectrice. 

Prolongeons  la  bissectrice  AD  jusqu’à  la 
rencontre  de  la  circonférence  circonscrite 
au  triangle  ABC,  au  point  E,  et  joignons  BE. 
Les  angles  BAE,  DAC,  seront  égaux  par  hypo- 
thèse et  les  angles  BEA,  DCA,  auront  môme 
mesure;  donc  les  triangles  ABE,  ADC,  sont  semblables  et  011  a 

AB  _ AE 
AD~~  AC’ 

d'où  ABXAC  = AEXAD 

= (ED-b  AD)  AD 
= EDXAD  + aTV  . 

Mais,  AE  et  BC  étant  deux  cordes  qui  se  coupent,  le  pro- 
duit ED  X AD  = BD  x DC  ( 225 );  donc 

AB  X AC  = BD  X DC  4- ÂD1. 

Remarque  I.  — Le  produit  de  deux  côtés  AB,  AC,  d'un 
triangle  est  égal  au  produit  des  segments  BD,  DC,  déterminés 
sur  le  troisième  côté  par  la  bissectrice 
AD  de  l’angle  extérieur  CAx,  supplé- 
mentaire de  l’angle  compris  entre  les 
deux  premiers  côtés,  moins  le  carré  de 
cette  bissectrice. 

Prolongeons  la  bissectrice  DA  jus- 
qu’à la  rencontre  de  la  circonférence 
circonscrite  au  triangle  ABC,  au  point  E,  et  joignons  BE.  Les 
angles  BAE,  DAC,  seront  égaux,  parce  qu’ils  sont  égaux  cha- 
cun à l’angle  DAx,  et  les  angles  BEA,  DCA,  auront  la  môme 
mesure;  donc,  les  triangles  ABE,  ADC,  sont  semblables  et  on  a 

AB  AE 
AD  - AC’ 

d’où  AB  X AC  = AE  x AD 

= ( ED  — AD)  AD 

= ED  X AD  — AD'. 
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Mais,  DE  et  DB  étant  deux  sécantes,  le  produit 


ED  X AD  = BD  X DC  (226); 
donc  AB  X AC  = BD  X DC — AD  . 

Remarque  II.  — Si  le  triangle  inscrit  ABC  était  isocèle,  lu 
bissectrice  AD'  de  l’angle  BAC  passerait  par  le  centre  O et, 
comme  elle  doit  être  perpendiculaire  à la 
bissectrice  AD  de  l’angle  extérieur  CAjc 
( 114),  il  s’ensuivrait  que  AD  serait  tangente 
à la  circonférence. 

Réciproquement,  supposons  que  la  bis- 
sectrice AD  soit  tangente  à la  circonférence  ; 
alors,  comme  elle  doit  être  perpendiculaire 
à la  bissectrice  AD',  il  s’ensuit  que  AD'  pas- 
sera par  le  centre;  d’ailleurs,  la  bissectrice 
AD'  de  l’angle  BAC  doit  passer  par  le  milieu  de  l’arc  BMC; 
donc  AD'  sera  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  corde  BC,  et 
par  conséquent  le  triangle  ABC  sera  isocèle. 

Donc,  lorsqu’un  triangle  inscrit  ABC  n’est  pas  isocèle,  la 
bissectrice  AD  de  l’angle  extérieur  CAx  rencontrera  toujours 
la  circonférence  en  deux  points  A et  E.  [Notes  3q  et  42-] 


Théorème  VII. 


251.  Dans  tout  triangle  ABC,  le  produit  de  deux  côtés  AB, 
AC,  est  égal  au  produit  de  la  hauteur  AD,  abaissée  sur  le  troi- 
sième côté,  par  le  diamètre  AE  du  cercle  circonscrit. 

Menons  la  droite  BE;  les  angles  ABE,  ADC,  seront  égaux 
comme  droits  et  les  angles  E,  C,  seront  in- 
scrits dans  le  même  segment  ; donc  les  trian- 
gles ABE,  ADC  sont  semblables  et  on  a 


AE 


d’où 


AB 
AD 

AB  x AC  = AD  X AE. 


AC’ 


Corollaire.  — Multipliant  les  deux  membres  de  cette  égalité 
par  le  troisième  cûté  BC,  il  vient 

AB  X AC  x BC  =AD  X AE  x BC  ; 
or,  BC  X AD  est  le  double  de  l’aire  du  triangle  ABC; 
donc  AB  X AC  X BC  = ABC  X aAE. 


Donc  le  produit  des  trois  côtés  d'un  triangle  est  égal  à sa  sur- 
face multipliée  par  le  double  du  diamètre  ou  le  quadruple  du 
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rayon  du  cercle  circonscrit  (en  supposant  toutefois  qu’on 
prenne  pour  unité  de  surface  le  carré  construit  sur  l’unité  de 
longueur). 

Remarque  /.  — En  désignant  les  côtés  BC,  AC,  AB,  par 
a,  b,  c,  la  surface  par  S et  le  rayon  du  cercle  circonscrit  par  R, 
l’égalité  précédente  devient 

abc  = 4 RS. 

252.  Remarque  II.  — 11  est  facile  d’obtenir  aussi  une  rela- 
tion entre  les  trois  côtés  a,  b,  c du  triangle  ABC,  sa  surface  S 
et  le  rayon  OU  ou  r du  cercle  inscrit. 

Car  le  triangle  ABC  est  la  somme  des  triangles  BOC,  COA, 
AOB,  qui  ont  pour  bases  les  côtés  BC,  CA,  AB,  et  pour  hau- 
teur commune  le  rayon  OD;  donc  on  a 

ABC  = BCx-OD-f-ACx-OD-+-ABx-OD, 
2 2 2 

= ( BC  -l-  CA  -b  AB  ) X OD, 
ou  S = (a  4-  b -1-  c)  X - • 

Ainsi,  r aire  d’un  triangle  est  égale  à son  périmètre  multi- 
plié par  la  moitié  du  rayon  du  cercle  inscrit.  [Note  3y.] 

Tiiêokèse  VIII. 

253.  Dans  tout  quadrilatère  ABCI),  la  somme  des  carrés  des 
quatre  côtés  est  égale  A la  somme  des  carrés  des  diagonales, 
plus  quatre  fois  le  carré  de  la  droite  EF  qui  joint  les  milieux 
de  ces  diagonales. 

Car,  dans  les  triangles  ABC,  ACU,  EBD,  les  droites  RE, 
DE,  EF,  sont  des  médianes;  donc  on 
a (247) 

AlT  + BC  ’ ==  aBË’  -+-  aÂË’ , 

CD  ’ -I-  DÂJ  = a DE  2ÂE  , 

2 SI J -I- 2 DË’ = 4 ËF5 -h  4 BF1 . 

Ajoutant  ces  égalités  membre  à membre,  supprimant  de 
part  et  d’autre  2 BE  +2  DÉ  et  remplaçant  4AE  par  AC  , 
4BF  par  BD  ( 195),  il  vient 

âb'  +bc:  h-cïV  + da’  = âc'  bdj-+-4ëf\ 


D 
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Corollaire.  — Si  le  quadrilatère  était  un  parallélogramme, 
la  somme  des  carrés  des  quatre  côtés  serait  égale  à la  somme 
des  carrés  des  diagonales;  et  réciproquement. 


Ainsi  le  rapport  de  AC  à AB  ne  peut  s’exprimer  ni  par  un 
nombre  entier,  ni  par  une  fraction  ; donc  la  diagonale  et  le 
côté  d'un  carré  sont  deux  lignes  incommensurables  (162). 


Théorème  X. 

256.  Dans  tout  quadrilatère  inscrit  ABCD  le  produit  des 
diagonales  est  égal  à la  somme  des  produits  des  côtés  opposés. 

Faisons  l’angle  DAE  égal  à l’angle  BAC,  et  soit  E le  point  de 
rencontre  de  AE  avec  la  diagonale  BD.  Dans  les  triangles  ABC, 
AED,  les  angles  BAC,  DAE  sont  égaux  par  construction,  et  les 
angles  BCA,  EDA  sont  égaux  comme  étant 
inscrits  dans  le  même  segment;  donc  ces 
triangles  sont  semblables,  et  on  a 

AC  _ BC 
AD- ED’ 

d’où  (i)  AC X ED  = BC  X AD. 

Maintenant,  aux  angles  égaux  DAE,  BAC,  ajoutons  l’angle 
CAE;  l’angle  DAC  sera  égal  à l’angle  BAE,  et,  comme  les  an- 
gles ACD,  ABE  ont  la  même  mesure,  les  triangles  ACD,  ABE 
seront  semblables  ; donc 

AC  CD 
AB  BE’ 
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d'où  (a)  AC  X BE  = AB  x CD. 

Ajoutant  membre  à membre  les  égalités  (i)  et  (a;,  et  mettant 
AC  en  facteur  commun,  il  vient 

AC  (ED  -+-  BEj  = BC  X AD  -H  AB  x CD, 
ou  ACx  BD  =BCxAD-f-ABx  CD. 


Théorème  XI. 


257.  Dans  un  quadrilatère  inscrit  ABCD,  les  diagonales 
sont  entre  elles  comme  les  sommes  des  produits  des  côtés  qui 
aboutissent  à leurs  extrémités. 

En  effet,  le  produit  des  trois  côtés  d’un  triangle  est  égal  à 
sa  surface  multipliée  par  le  quadruple  du  rayon  du  cercle  cir- 
A conscrit  (251);  donc,  en  désignant  ce  rayon 

par  R,  on  aura  successivement 

^ AC  X AB  X BC  = ABC  X 4 B, 

ACx  ADxDC  = ACDx4R. 

Ajoutant  et  mettant  AC  en  facteur  com- 
mun, ainsi  que  4 R.  il  vient 

(i)  AC  (AB  X BC  AD  X DC)  = ABCD  X 4 B. 


En  considérant  les  deux  triangles  ABD,  BDC,  on  trouve  pa- 
reillement 


BD(ABxAD-f-BCxCD)  = ABCDx4R, 

et,  si  on  compare  cette  égalité  à la  précédente,  on  voit  que  les 
seconds  membres  sont  les  mêmes  ; donc 

AC  ( AB  X BC  -t-  AD  x DC  ) = BD  ( AB  X AD  BC  X CD  ), 

d’où  l’on  déduit  cette  proportion 

AC  AB  X AD-l-BCx  CD 
BD  " AïTx  BC  -t-  AD  X DC  * 

Remarque.  — 11  résulte  de  l'égalité  (î)  que,  dans  un  quadri- 
latère inscrit,  le  produit  de  l’une  des  diagonales  par  la  somme 
des  produits  des  côtés  qui  aboutissent  aux  extrémités  de  l’au- 
tre est  égal  à la  surface  du  quadrilatère  multipliée  par  le  qua- 
druple du  rayon  du  cercle  circonscrit.  [Note  43. J 
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CHAPITRE  III. 

PROBLÈMES. 


§ I".  - PROBLÈMES  SUR  LES  POLYGONES  SEMBLABLES. 
Problème  I. 

258.  Deux  polygones  semblables  P,  P'  étant  donnés,  con- 
struire un  troisième  polygone  P"  semblable  aux  deux  premiers 
et  équivalent  à leur  somme. 

Soient  a,  a',  deux  côtés  homologues  des  polygones  donnés 
et  x le  côté  inconnu  de  P"  homologue  à a et  a';  on  aura 

P a1 

F'  = *»’ 

P'  a'2 

F — le1' 

Ajoutant  ces  égalités  membre  à membre,  il  vient 

P 4- P'  a2 -y  a'2 
P"  ~ x*  ' 

or,  d’après  la  seconde  condition  du  problème,  on  doit  avoir 
P"=P  + P'; 

donc  on  a de,  même 

x2  = a1  -h  a1’. 

Ainsi  la  question  est  ramenée  à chercher  d’abord  un  carré 
équivalent  à la  somme  des  deux  carrés  «’  et  a'2  (241  );  ensuite 
sur  le  côté  de  ce  carré,  homologue  an,  on  construira  un  poly- 
gone P"  semblable  à P (211),  et  P"  sera  le  polygone  demandé. 

Problème  II. 

259.  Deux  polygones  semblables  P,  P'  étant  donnés,  con- 
struire un  troisième  polygone  P"  semblable  aux  deux  pre- 
miers et  équivalent  à leur  différence. 

Soient  a,  a'  deux  côtés  homologues  des  polygones  donnes 
etx  le  côté  de  P"  homologue  à a et  on  aura 

P 
P 
P' 

P" 
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Maintenant  supposons  que  P soit  plus  grand  que  P'  et  re- 
tranchons la  seconde  égalité  de  la  première,  il  viendra 

P — P'  a’  — «’> 

* P"  ~ x'  : 

or,  d'après  la  seconde  condition  du  problème,  on  doit  avoir 
P"  = P — P'  ; donc  on  a de  même 

x’  = a'  — a'*. 

Ainsi  la  question  est  ramenée  à chercher  d’abord  un  carré 
équivalent  à la  différence  des  deux  carrés  a1  et  a’’  (242);  en- 
suite sur  le  côté  de  ce  carré,  homologue  à a,  on  construira  un 
polygone  P'  semblable  à P (211),  et  P'  sera  le  polygone  de- 
mandé. 

Problème  III. 

260.  Un  polygone  P étant  donné,  construire  un  second 
polygone  P'  semblable  au  premier  et  dont  le  rapport  au  pre- 
mier soit  égal  à celui  de  deux  droites  données  m,  n. 

Soient  a un  côté  du  premier  polygone  et  x le  côté  de  P' 
homologue  à a,  on  aura 

P(  x1 
P — a1' 

mais,  d’après  la  seconde  condition  du  problème,  on  doit  avoir 

P'  m . 

= — : donc  on  a de  meme 

P n 

xJ m 

a*  n 

On  commencera  donc  par  chercher  un  carré  qui  soit  au 
carré  a7  comme  m est  à n (243);  ensuite,  sur  le  côté  de  ce 
carré,  homologue  à a,  on  construira  un  polygone  P'  semblable 
à P,  et  P'  sera  le  polygone  demandé. 

Observation.  — Pour  trouver  deux  droites  dont  lo  rapport  soit  égal  à 
celui  de  deux  polygones  semblables  P,  P',  on  cherche  deux  droites  qui 
soient  entre  elles  comme  les  carrés  a an  de  deux  côtés  homologues. 

Problème  IV. 

261.  Construire  un  polygone  P’  semblable  à un  polygone.  P 
et  équivalent  à un  carré  n\ 

Soient  a un  des  côtés  du  polygone  donné  P et  x le  côté  homo- 
logue a a du  polygone  P';  on  aura 

P a’ 
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Maintenant,  d’après  la  seconde  condition  du  problème, 
P'  = n’,  et,  si  on  désigne  par  m’  le  carré  équivalent  à P,  il 
viendra 

m1 x1 

n * a5 

Extrayant  la  racine  carrée  des  deux  membres,  on  a 

m a 

n x ' 

donc  x est  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  droites 
m,  n,  a. 

Connaissant  x,  on  construira  sur  cette  droite  un  polygone  P' 
semblable  à P,  et  P'  sera  le  polygone  demandé. 

Corollaire.  — Ce  problème  et  celui  du  n°  234  donnent  le 
moyen  de  construire  un  polygone  P"  semblable  à un  poly- 
gone P et  en  même  temps  équivalent  à un  autre  polygone 
donné  P'. 

S II.  - CONSTRUCTION  D'UN  RECTANGLE  ÉQUIVALENT  A UN  CARRÉ 

DONNÉ  ET  DONT  LA  SOMME  OU  LA  DIFFÉRENCE  DES  DIMENSIONS 

EST  ÉGALE  A UNE  DROITE  DONNÉE.  - DIVISION  D'UNE  DROITE  EN 

MOYENNE  ET  EXTRÊME  RAISON. 

Problème  I. 

262.  Construire  un  rectangle  équivalent  à un  carré  donné  m7 
et  tel  que  la  somme  de  ses  dimensions  soit  égale  à une  droite 
donnée  AB. 

Sur  AB,  comme  diamètre,  je  décris  une  demi-circonférence 
et  j’élève  à AB  une  perpendiculaire  égale  au  côté  du  carré,  AC 

par  exemple;  du  point  C je 
mène  à AB  une  parallèle  CD 
qui  rencontre  la  demi-circon- 
férence au  point  D,  j’abaisse 
DE  perpendiculaire  à AB,  et 
les  droites  AE,  EB  sont  les 
dimensions  du  rectangle  cherché. 

Car  on  a d’abord 

AE  -|-  EB  = AB. 

De  plus,  DE  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux 
segments  AE,  EB  du  diamètre  ( 230);  donc 

AExEB  = DË’=  m’. 

Remarque.  — Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut 
que  le  côté  du  carré  soit  au  plus  égal  au  rayon  OA.  Lorsque  le 
côté  m est  égal  à OA,  la  droite  CD  est  tangente  à l’extrémité 
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du  Yayon  OF  perpendiculaire  à AB,  et  les  côtés  du  rectangle 
cherché  sont  les  droites  AO  et  OB;  donc  le  plus  grand  rec- 
tangle qu’on  puisse  former  avec  les  deux  parties  d'une  droite 
AB  est  le  carré  fait  sur  la  moitié  de  cette  droite. 


Problème  II. 

263.  Construire  un  rectangle  équivalent  à un  carré  donné 
ni‘  et  tel  que  la  différence  de  ses  dimensions  soit  égale  à une 
droite  donnée  AB. 

Sur  AB,  comme  diamètre,  je  décris  une  circonférence  et  du 
point  A j’élève  à AB  la  perpendiculaire  AC  égale  au  côté  du 
carré  ; par  le  point  C et  le  centre  O je  mène  une  droite 

qui  coupe  la  circonférence 
aux  points  D,  E,  et  CD,  CE 
sont  les  dimensions  du  rec- 
tangle cherché. 

Car  on  a d'abord 

CD  — CE  = ED  = AB. 

De  plus,  la  tangente  AC  est  moyenne  proportionnelle  entre 
la  sécante  CD  et  sa  partie  extérieure  CE  (227);  donc 

CD  X CE  = AC  = m\ 

Remarque.  — Le  problème  est  toujours  possible. 


Problème  111. 

264.  Diviser  une  droite  donnée  AB  en  moyenne  et  extrême 
raisox  (c’est-à-dire  en  deux  parties  telles,  que  la  plus  grande 
soit  moyenne  proportionnelle  entre  la  droite  entière  et  la  plus 
petite  partie). 

J’élève  sur  AB,  à l’une  de  ses  extrémités,  la  perpendicu- 
laire BO,  égale  à la  moitié  de  AB,  et  du  point  O comme  centre, 
avec  le  rayon  OB,  je  décris  une  cir- 
conférence; parle  point  A et  le  centre 
je  mène  une  droite,  qui  coupe  la  cir- 
conférence aux  points  D et  E,  je  prends 
AF  = AE,  et  la  droite  AB  est  divisée 
au  point  F en  moyenne  et  extrême 
raison. 

Car  A B est  une  tangente  et  AD  une  sécante  (227);  donc 


d’où  l’on  lire 


AD  _ AB 
AB~AE’ 

AD  — AB  _ AB  — AE 
AB  — AE  ; 
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mais  AD  — AB  = AD  — ED  = AE  = AF 


et 

donc  on  a 


AB  — AE  = AB  — AF  = FB  ; 

AF FB 

AB  “ AF  ’ 


d'ailleurs,  lorsque  deux  rapports  sont  égaux,  leurs  inverses  le 
sont  pareillement,  donc 


AB  _ AF 
AF  — FB 


265.  Remarque.  — Soit  AB  = «;  on  aura  OB=-,  et  le 
triangle  rectangle  ABU  donnera 


d'où 


AO 


a‘ 

V 


AO  = 


a \/5 
2 


mais  AF  = AE  = AO  — OE=  AO — OB;  donc  on  a 


AF  = 


a 

2 


a ( \/5 — i ) — i -t-  v*5 

— = a X 


Donc  le  rapport  de  AF  à AB  est 


— i + y/5 
2 


[Note  44.] 
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LIVRE  QUATRIÈME. 

DES  POLYGONES  RÉGULIERS.  — MESURE  DE  LA 
CIRCONFÉRENCE  ET  DU  CERCLE.  [Note  45.] 


CHAPITRE  I. 

DES  POLYGONES  RÉGULIERS. 


Définitions. 

266.  On  appelle  polygone  régulier  celui  qui  a ses  côtés 
égaux  et  ses  angles  égaux,  ou,  en  d’autres  termes,  celui  qui 
est  à la  fois  équilatéral  et  èquiangle.  Par  exemple,  le  triangle 
équilatéral  et  le  carré  sont  des  polygones  réguliers. 

267.  Première  conséquence.  — Désignons  par  A l’angle  d’un 
polygone  régulier  de  n côtés;  en  prenant  l’angle  droit  pour 
unité,  on  aura  (113) 

A _ 3B  — 4 ^ 
n 


Ainsi,  l’angle  d’un  pentagone  régulier  est  égal  à ^ de  droit; 

8 4 

celui  d’un  hexagone  régulier,  à g ou  ^ de  droit,  etc. 


268.  Deuxième  conséquence.  — Deux  polygones  réguliers 
d'un  même  nombre  de  côtés  sont  semblables.  Car  ils  sont 
équiangles  entre  eux  (267)  et  leurs  côtés  sont  évidemment 
proportionnels. 


269.  Une  ligne  brisée  est  dite  régulière,  lorsqu’elle  est  con- 
vexe et  qu’elle  a tous  ses  côtés  égaux,  ainsi  que  ses  angles 
égaux. 


w 


comme  ayant  même  mesure  (177). 


270,  Remarque.  — Dans  un  cercle  les 
cordes  qui  sous- tendent  une  suite  d’arcs 
égaux,  AB,  BC,  CD,  etc.,  forment  une  ligne 
brisée  régulière.  Car  ces  cordes  sont  égales 
(45),  et  les  angles  B,  C,  D,  etc.,  sont  égaux. 
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Donc,  lorsqu’une  circonférence  est  divisée  en  3, 4,  5,  6 arcs 
égaux,  etc.,  les  cordes  qui  les  sous-tendent  forment  un  poly- 
gone régulier  de  3,  4,  5,  6 côtés,  etc. 


§ I".  — PROBLÈMES  RELATIFS  AUX  POLYGONES  RÉGULIERS. 
Problème  I. 


271.  Inscrire  un  carré  dans  un  cercle  donné. 


Menons  deux  diamètres  AB,  CD;  perpen- 
diculaires entre  eux,  et  le  quadrilatère  ACBD 
sera  le  carré  demandé.  Car  les  arcs  AC, 
CB,  BD,  DA  sont  égaux  ; donc  ACBD  est 
un  polygone  régulier  de  4 côtés  ou  un 
carré  (270). 


Corollaire.  — En  désignant  le  rayon  OB  par  R et  le  côté  BC 
du  carré  parCt,  le  triangle  rectangle  BOC  donne 


CJ  = 2 R1, 

d’où  l’on  tire 

C,==Rv^. 


Donc  le  rapport  du  côté  du  carré  inscrit  au  rayon  est  égal  à fa. 


Problème  II. 


272.  Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  hexagone  régulier  et 
un  triangle  équilatéral. 

i°  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  AB  le  côté  de 
l’hexagone  régulier  inscrit.  L’arc  AB  étant 
la  sixième  partie  de  la  circonférence,  l'an- 
gle au  centre  AOB  sera  la  sixième  partie  de 
4 droits,  et,  en  prenant  l’angle  droit  pour 
unité,  on  aura 

*08  = 1 = 1, 


donc  la  somme  des  deux  autres  angles  du  triangle  OAB  est 
égale  à et,  comme  ces  angles  sont  égaux  (96),  chacun  d’eux 

est  égal  à ^ donc  le  triangle  OAB  est  équilatéral,  et  par  con- 
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séquent  le  côté  de  l’hexagone  régulierinscril  est  égal  au  rayon. 

Ainsi,  pour  inscrire  l’hexagone  régulier, 
on  portera  le  rayon  du  cercle  six  fois  sur  la 
circonférence,  et  on  joindra  par  des  droites 
les  points  de  division  consécutifs. 

2°  L’hexagone  régulier  ABCDEF  étant  in- 
scrit, si  l’on  joint  les  sommets  de  deux  en 
deux,  on  a le  triangle  équilatéral  ACE  (270). 


Corollaire. — Le  quadrilatère  OABC  est  un  losange;  donc 
la  somme  des  carrés  des  diagonales  AC,  OB,  est  égale  à la 
somme  des  carrés  des  quatre  côtés  (253),  et,  si  on  représente 
le  rayon  OA  par  R et  le  côté  AC  par  C, , on  a 


d’où  l'on  lire 
et,  par  suite. 


c;h-R’=4R’, 

c;=3R>, 

C1=RV'3. 


ProbiEme  III. 


273.  Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  décagone  régulier, 
puis  un  pentagone  et  un  pentédécagone  réguliers. 

g . r i°  Supposons  le  problème  résolu, 

zT  ^ et  soit  AB  le  côté  du  décagone  ré- 

gulier inscrit  ; l’angle  au  centre  AOB 
sera  la  dixième  partie  de  4 droits, 
et,  en  prenant  l’angle  droit  pour 
unité,  on  aura 


V 


\K 

\ 


■>- 

B 


s 


AOB  = 


3 

5’ 


donc  la  somme  des  deux  autres  angles  du  triangle  OAB  est 
égale  à g»  et,  comme  ces  angles  sont  égaux,  on  a 


OAB  =4 
5 


et 


OBA  = y • 

5 


Maintenant,  si  on  mène  la  bissectrice  BM  de  l’angle  OBA, 
le  triangle  MOB  est  isocèle  et  OM  = MB  : d’ailleurs  l’angle  AMB 

du  triangle  BMA  est  égal  à donc  ce  triangle  est  aussi  isocèle 

et  MB  = AB. 
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Enfin  les  triangles  OAB,  BMA  sont  semblables  comme  étant 
équiangles;  donc 

OA  _ AB 
AB  — MA’ 


et,  comme  AB=:  MB  = OM,  il  vient 


OA 

OM 


OM 

MA’ 


NC* 


V 


— c 

b 


donc  le  rayon  OA  est  divisé  au  point  M en  moyenne  et  extrême 
„ raison  (264);  or  AB  = OM,  donc  le  côté  du 

décagone  régulier  inscrit  est  égal  au  plus 
grand  des  deux  segments  du  rayon  OA  di- 
visé en  moyenne  et  extrême  raison. 

2°  Le  décagone  régulier  étant  inscrit,  si 
on  joint  les  sommets  de  deux  en  deux,  on 
aura  le  pentagone  régulier  ACEGK. 

3"  Soient  AB  le  côté  de  l’hexagone  régulier  et  AC  celui  du 

décagone  régulier,  on  aura  arc  AB  = g de  la  circonférence  et 

arc  AC=— : donc 
10 

l ® J arc  AB  — are  AC  = arc  BC  =i 

V / l>  co  i5 

*' 

donc  la  corde  BC  est  le  côté  du  penté- 
décagone  régulier  inscrit. 

Corollaire. — Puisque  le  côté  du  décagone  régulier  est  égal 
à la  plus  grande  partie  du  rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême 
raison,  on  aura,  en  désignant  ce  côté  par  C,.  et  le  rayon  par  R, 


C„-Rx  (265). 


274.  Remarque  générale. — Si  on  divise  en  deux  parties 
égales  les  arcs  sous-tendus  par  les  côtés  d’un  polygone  régu- 
lier inscrit,  les  cordes  qui  sous-tendront  les  demi-arcs  forme- 
ront un  nouveau  polygone  régulier  d’un  nombre  double  de 
côtés. 

Ainsi,  le  carré  peut  servir  à inscrire  successivement  l’octo- 
gone régulier  et  les  polygones  réguliers  de  16,  3?.,  64,. ..  côtés. 
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L’hexagone  servira  à inscrire  le  dodécagone  régulier  et  les 
polygones  réguliers  de  24,  48, . . . côtés. 

Le  décagone  et  le  pentédécagone  serviront  à inscrire  des 
polygones  réguliers  de  20,  4o,-.-  côtés,  et  des  polygones 
réguliers  de  3o,  60, . . . côtés. 

Les  polygones  compris  dans  ces  quatre  séries  ne  sont  pas 
les  seuls  qu'on  puisse  inscrire  par  les  procédés  de  la  Géomé- 
trie élémentaire  ; mais  les  autres  polygones,  qu’on  sait  inscrire, 
exigent  des  constructions  compliquées  qui  ne  peuvent  trouver 
ici  leur  place. 

PrOBI.ÉMB  IV. 

275.  Étant  donné  un  polygone  régulier  inscrit  ABCDEF, 
circonscrire  à la  même  circonférence  un  polygone  semblable. 

Soient  les  rayons  OG,  OH,  OK,...,  perpendiculaires  aux 
côtés  AB,  BC,  CD,...,  et  par  les  milieux  G,  H,  K,...,  des 
arcs  AB,  BC,  CD,...,  menons  des  tan- 
gentes; ces  tangentes  détermineront  le 
polygone  A'B'C'D' E'F'  qui  est  le  poly- 
gone demandé. 

En  effet,  les  angles  A',  B',  C', . . .,  sont 
respectivement  égaux  aux  angles  A,  B, 
C,. . .,  comme  ayant  les  côtés  parallèles 
et  dirigés  dans  le  môme  sens;  donc  déjà 
les  deux  polygones  sont  équiangles  entre  eux. 

Maintenant  je  mène  les  droites  OA', OB', OC',. . .,  et  je  dis 
d’abord  qu’elles  passeront  par  les  sommets  A,  B,  C, ...  ; car  les 
triangles  rectangles  OB' G,  OB' H,  par  exemple,  ont  l’hypo- 
ténuse OB'  commune  et  le  côté  OG  = OH  ; donc  ces  triangles 
sont  égaux  ; donc  l’angle  B'OG  = B’OH,  et  par  conséquent  la 
droite  OB'  passe  par  le  point  B,  milieu  de  l’arc  GH  : on  verra 
de  même  que  OA'  passe  par  le  point  A,  que  OC'  passe  par  le 
point  C,  etc. 

Cela  posé,  puisque  les  droites  AB,  BC,  CD,...,  sont  paral- 
lèles aux  côtés  A'B',  B'C',  C'D',. . .,  les  triangles  OAB,  OBC, 
OCD,...,  sont  semblables  aux  triangles  OA' B',  OB' C',  OC'D',...; 
donc  on  a successivement 

A'B'  OB'  OB'  B'C'  OC' 

AB  — OB  ’ OB  BC  ~ OC  ’ 


et,  à cause  des  rapports  communs,  il  vient 

A^_  BX^_CJV 
AB  ~ BC  — CD  ~ ' ’ ’ 5 

donc  les  côtés  des  polygones  sont  proportionnels. 

Eléments.  I O 


4'  G R' 
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Donc  le  polygone  inscrit  et  le  polygone  circonscrit  sont 
semblables.  ' 


Remarque  /.  — Les  tangentes,  menées  par  les  sommets  du 
polygone  régulier  inscrit  ABCDEF,  déterminent  le  polygone 
A'B'C'D'E'F'  qui  est  aussi  semblable  au 
premier. 

rr7Z  \ 


A’ 


.EK 

J* 


;|c 

,^C' 


Car,  dans  les  triangles  A' AB,  B'BC, 
C'CD,. . .,  on  a 

AB  = BC  = CD  = . . . ; 

de  plus,  les  angles  A' AB,  A'BA,  B'BC, 
a-  B'CB, . . . , sont  tous  égaux,  comme  ayant 

même  mesure;  donc  les  triangles  A' AB,  B'BC,  C'CD,. . . sont 
égaux  et  isocèles.  Ainsi, 

i°  Les  angles  A',  B',  C',. . .,  sont  égaux; 

2°  On  a 

AA'  = A'B  = BB'  = B'C  =. . ., 
et,  par  suite,  A'B'  = B'  C'  = C'D'  =. . . . 


Donc  le  polygone  circonscrit  est  régulier  et,  comme  il  a 
le  même  nombre  de  côtés  que  le  polygone  inscrit,  ces  deux 
polygones  sont  semblables  (268). 


Remarque  II.  — Pour  circonscrire  un  polygone  régulier  à 
une  circonférence  donnée,  il  sufGt  de  la 
diviser  en  autant  de  parties  égales  que  le 
polygone  doit  avoir  de  côtés  et  de  mener 
des  tangentes  par  chaque  point  de  divi- 
sion G,  U,  K 

Car,  si  on  mène  les  cordes  GH,  HK, 
KL...,  on  démontrera,  comme  dans  la 
remarque  précédente,  que  le  polygone  ABCDEF  est  régulier. 

Remarque  III. — Lorsqu’un  polygone  régulier  A'B'C'D'E'F' 
est  circonscrit  à un  cercle  et  qu’on  veut  inscrire  un  polygone 
semblable  (i "fig-  de  ce  n°),  on  mène  les  droites  OA',  OB', 
OC', . . . , qui  coupent  la  circonférence  aux  points  A,  B,  C, . . . , 
et  le  polygone  ABCDEF  est  le  polygone  demandé. 

Car  les  angles  au  centre  A'OB',  B' OC',. . .,  étant  égaux,  les 

arcs  AB,  BC le  sont  pareillement;  donc  le  polygone 

ABCDEF  est  régulier  (270),  et  de  plus  il  a le  même  nombre  de 
côtés  que  le  polygone  donné. 

Remarque  IV. — Le  polygone  régulier  circonscrit  A'B'C'D'E'F' 
étant  donné  (i*  fig.),  si  on  joint  les  points  de  contact  consé- 
cutifs A,  B,  C par  des  cordes,  on  détermine  encore  un 

polygone  inscrit  semblable  au  premier. 
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Car,  si  on  mène  les  rayons  OA  et  OB,  on  forme  un  quadrila- 
tère OA  A' B dans  lequel  les  angles  en  A et  en  B sont  droits; 
donc  l’angle  au  centre  AOB  est  le  supplément  de  l’angle  A', 
et  on  verrait  de  même  que  l’angle  BOC  est  le  supplément  de 
B',  etc.  Or,  A'  = B'  = C'  = . . . ; donc  les  angles  au  centre 
AOB,  BOC,  COD, ....  sont  égaux,  et  les  arcs  AB,  BC,  CD, . . . , 
le  sont  pareillement.  Donc  le  polygone  ABCDEF  est  régulier 
et  de  plus  il  a autant  de  côtés  que  le  polygone  circonscrit; 
donc  ces  polygones  sont  semblables. 


Remarque  F.  — Le  côté  du  triangle  équilatéral  A'B'C'  cir- 
conscrit à un  cercle  est  le  double  du  côté  du  triangle  équila- 
t,  téral  inscrit  ABC. 

Car,  les  triangles  OB'C',  OBC,  étant 
semblables,  ainsi  que  les  triangles  OB'D, 
OBE,  on  a 

B' O OB'  OD 
BC  — OB  — OE  ’ 


mais,  à cause  du  losange  OBDC  (272),  le 
rayon  OD  =aOE  et  par  conséquent 


B'C'  =aBC. 

« 

On  voit  de  même  que  le  rayon  OB'=  2OB. 

Ainsi,  en  désignant  le  rayon  OB  par  R,  le  côté  B'C'  est  égal  à 
2R  et  la  hauteur  A'D  du  triangle  A'B'C'  est  égale  à 3R. 


Définition.  — Deux  lignes  brisées  non  fermées  sont  sem- 
blables (200),  lorsqu’elles  ont  les  angles  égaux  et  les  côtés 
homologues  proportionnels.  Par  exemple,  on  voit  (*nfig.) que 
les  deux  lignes  brisées  régulières  ABC,  A'B'C',  l’une  inscrite 
et  l’autre  circonscrite  à l’arc  AC,  sont  semblables.  [Note  46.] 


$ II.  - THÉORÈMES  RELATIFS  AUX  POLYGONES  RÉGULIERS. 
Thêorêmf.  I. 

276.  Tout  polygone  régulier  ABCDEF  peut  être  inscrit  dans 
le  cercle  et  peut  lui  être  circonscrit. 

i°  Par  les  trois  points  A,  B,  C,  faisons  passer  une  circonfé- 
rence dont  le  centre  est  O ( 138  ) ; menons  les  droites  OA,  OD, 
et  abaissons  OG  perpendiculaire  à la  corde 
BC.  Si  on  fait  tourner  le  quadrilatère  OGBA 
autour  de  OG,  de  manière  à l’appliquer  sur 
OGCD,  l’angle  droit  OGB  coïncidera  avec 
l’angle  droit  OGC  et,  comme  GB  = GC,  le 
point  B tombera  sur  le  point  C;  d’ailleurs, 
puisque  le  polygone  est  régulier,  l’angle 

10. 
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B = c el  le  côté  BA  = CD  ; donc  BA  prendra  la  direction 
de  CD  et  le  point  A tombera  sur  le  point  D;  donc  OA  = OD, 
et,  par  conséquent,  la  circonférence  qui  passe  par  les  trois 
points  A,  B,  C,  passera  aussi  par  le  point  D. 

On  démontrerait  de  même  que  cette  circonférence,  passant 
par  les  trois  points  B,  C,  D,  doit  passer  par  le  point  E,  et  ainsi 

de  suite.  . , ... 

2°  Les  cordes  égales  AB,  BC,  CD,. . .,  sont  egalement  éloi- 
gnées du  centre  ( 140)  ; donc,  si  du  point  O comme  centre, 
avec  le  rayon  OG,  on  décrit  une  seconde  circonférence,  elle 
sera  tangente  à chacun  des  côtés,  en  son  milieu.  Donc  le 
polygone  est  circonscrit  au  cercle  OG. 

Remarque  /.  — On  appelle  centre  du  polygone  le  centre 
commun  du  cercle  circonscrit  el  du  cercle  inscrit.  On  di 
aussi  que  le  rayon  du  cercle  circonscrit  et  celui  du  cercle 
inscrit  sont  l’un  le  rayon  et  l'autre  l'apothème  du  polygone. 

L’angle  au  centre  d’un  polygone  régulier  est  l’angle  formé 
par  deux  rayons  menés  aux  extrémités  d’un  même  côté. 

Tous  les  angles  au  centre  sont  égaux,  comme  étant  les 
angles  au  sommet  de  triangles  isocèles  équilatéraux  entre 
eux.  Donc  la  valeur  de  chacun  de  ces  angles  s’obtiendra  en 
divisant  4 droits  par  le  nombre  des  côtés  du  polygone. 

Remarque  II.  — Une  ligne  brisée  régulière  est  aussi  inscrip- 
tible  et  circonscriplible  au  cercle.  [Note  47- ] 

Théorème  II. 

277.  L’aire  d’un  polygone  régulier  ABCDEF  est  égale  au 
produit  de  son  périmètre  par  la  moitié 
du  rayon  du  cercle  inscrit,  ou  par  la 
moitié  de  son  apothème. 

Car,  en  joignant  le  centre  O aux  dif- 
férents sommets  A,  B,  C;...»  on  décom- 
pose le  polygone  en  triangles  qui  ont 
chacun  pour  base  un  des  côtés  du  poly- 
gone et  pour  hauteur  l’apothème  OG;  donc  on  a 

ABCDEF  = AB  x - OG  + BC  X - OG  -+-  CD  X - OG  -+-  . . . , 
2 2 2 

= ( AB  -H  BC  CD  -f- . . . ) X ^ OG. 

Remarque  I.  — En  désignant  la  surface  par  S,  le  périmètre 
par  P et  l’apothème  par  r,  on  aura 

S = P X - r. 
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Remarque  II.  — Une  figure,  telle  que  OARC,  formée  par 
une  ligne  brisée  régulière  ABC  et  par  les  deux  rayons  OA,  OC, 
menés  aux  extrémités  de  celte  ligne,  s’appelle  secteur  poly- 
gonal régulier,  et  elle  a pour  mesure  le  produit  de  la  ligne 
brisée  AB+BCqui  lui  sert  de  base  par  la  moitié  de  son  apo- 
thème OG. 

Remarque  III.  — Connaissant  le  rayon  d’un  cercle  et  le  côté 
d'un  polygone  régulier  inscrit,  il  est  facile  de  calculer  l’apo- 
thème. Soient  OA  = R,  AB  = a et  l’apothème  OG—  r;  le 
triangle  rectangle  OGA  donne 

OG  = R-  — AG  , 


d’où  OG  = r = y'R'  — ^ ^ y/4  R!  — a'. 

278.  Remarque  IF. — Un  polygone  quelconque,  circonscrit 
à un  cercle,  peut  se  décomposer  en  triangles,  ayant  chacun 
pour  sommet  le  centre  du  cercle,  pour  base  l’un  des  côtés 
du  polygone  et  pour  hauteur  le  rayon  du  cercle.  Donc,  en  dé- 
signant par  S la  surface  de  ce  polygone,  par  P son  périmètre 
et  par  H le  rayon  du  cercle,  on  aura  * 

S=Px-R. 

2 

De  même,  S'  et  P'  étant  la  surface  et  le  périmètre  d’un 
second  polygone  circonscrit  au  même  cercle,  on  a 

S'  = P'  X - R. 

2 

SP 

Donc  g;  = p-,  y 

d’où  l’on  voit  que  les  surfaces  de  deux  polygones  quelconques 
circonscrits  au  même  cercle  sont  entre  elles  comme  les  contours 
de  ces  polygones.  [Notes  4®  et  4‘j-] 

Théorème  III. 

279.  Les  périmètres  P,  p,  de  deux  polygones  réguliers 
ABCDEF,  abedef,  d'un  même  nombre  de  côtés  sont  entre  eux 
comme  les  rayons  OA,  oa,  des  cercles  circonscrits  et  aussi 
comme  les  rayons  OG,  og,  des  cercles  inscrits;  et  leurs  sur- 
faces S,  s,  sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  ces  mêmes 
rayons. 
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En  effet,  puisque  les  polygones  réguliers  ont  le  même 

nombre  de  côtés,  ils  sont 
semblables  (268);  donc 


(') 


De  plus,  les  angles  au 
centre  AOB,  aob,  étant 
égaux,  les  triangles  isocèles  AOB,  aob,  ont  un  angle  égal  com- 
pris entre  côtés  proportionnels  et  par  conséquent  sont  sem- 
blables; donc 

, , AB  OA 

^ ab  oa ’ 

d’ailleurs,  les  angles  OtiA,  oga,  sont  droits  et  les  angles  AOG, 
aog,  sont  égaux,  comme  moitiés  des  angles  au  centre  AOB, 
aob;  donc  les  triangles  OAG,  oag,  sont  aussi  semblables  et  on  a 


(3) 


OA 

oa 


OG 

°s' 


Enfin,  à cause  du  rapport  commun  aux  proportions  (i),  (a) 
et  du  rapport  commun  aux  proportions  ( 2 ),  ( 3 ),  il  vient 


En  second  lieu  on  a 


et,  par  suite. 


P 

P 


OA 

oa 


OG 

s ab’ 

5 ri1 

_ÔA  _ ÔG 


oa 


°S 


ainsi  le  théorème  est  démontré. 
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CHAPITRE  H. 

MESURE  DE  LA  CIRCONFÉRENCE  ET  DU  CERCLE. 


S I".  - DÉFINITIONS.  - PRINCIPE  DES  LIMITES.  - LEMMES. 

Définitions. 

280.  On  dit  qu’une  quantité  est  variable,  lorsqu’elle  passe 
successivement  par  différents  états  de  grandeur. 

Ainsi,  la  quantité  1 + dans  laquelle  x désigne  successi- 
vement les  nombres  entiers  i,  a,  3 est  une  quantité  va- 
riable; car  elle  prend  alors  les  valeurs  n-^’  1 + 1 “^3’"” 

281.  On  appelle  limite  d’une  quantité  variable  une  quantité 
fixe  dont  la  première  approche  indéfiniment,  c’est-à-dire  de 
telle  sorte  que  la  différence  entre  ces  deux  quantités  puisse 
devenir  plus  petite  que  toute  quantité  donnée,  sans  devenir 
jamais  nulle. 

Par  exemple,  la  quantité  i 4-  - a pour  limite  Y unité,  lorsque 

X 

x prend  des  valeurs  entières  de  plus  en  plus  grandes.  (Voir  au 
commencement  de  ces  Éléments  : Termes  et  signes  employés 
en  Géométrie.) 

De  même,  l’angle  d’un  polygone  régulier  de  n côtés  est 
donné  par  la  formule 

A = a—4  (267), 

n 

et,  si  l’on  suppose  que  n croisse  indéfiniment,  la  valeur  de  A 
tend  vers  la  limite  a. 

Principe  des  limites. 

282.  Lorsqu' une  égalité  contient  des  quantités  variables  et 
quelle  a lieu  pour  toutes  les  valeurs  que  prennent  ces  quantités, 
en  s'approchant  simultanément  de  leurs  limites,  elle  a encore 
lieu  si  on  remplace  chacune  des  quantités  variables  par  sa  li- 
mite. 

Ce  principe  important,  qu’on  regarde  comme  évident,  est 
extrêmement  utile,  soit  en  Géométrie,  soit  dans  les  autres 
branches  des  Mathématiques.  II  est  connu  sous  le  nom  de 
principe  des  limites. 
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Lemmes. 


Lemme  I. 

283.  Le  périmètre  d'un  polygone  régulier  ABCD,  inscrit 
dans  un  cercle  0,  est  plus  petit  que  le  périmètre  du  polygone 
régulier  AEBF. . . d'un  nombre  double  de  côtés,  inscrit  dans 
le  même  cercle. 

Car  la  ligne  brisée  convexe  ABCD  est 
plus  petite  que  la  ligne  AEBF. . . , qui  l'en- 
veloppe de  toutes  parts  (112). 

Remarque  /.  — La  surface  du  polygone 
c ABCD  est  aussi  plus  petite  que  celle  du  po- 

lygone AEBF. . car  la  partie  est  plus  petite  que  le  tout. 


Remarque  II.  — La  corde  AB  étant  plus  grande  que  la 
corde  AE  est  moins  éloignée  du  centre  que  AE;  donc  l’apo- 
thème du  polygone  ABCD  est  moindre  que  celui  du  poly- 
gone AEBF 


Remarque  III.  — Il  est  facile  de  voir  aussi  que  le  périmètre, 
la  surface  et  l’apothème  de  tout  polygone  régulier  inscrit  dans 
un  cercle  sont  respectivement  plus  petits  que  la  circonfé- 
rence, la  surface  et  le  rayon  du  cercle. 


Lemme  H. 

284..  Le  périmètre  d’un  polygone  régulier  ABCD,  circonscrit 
à un  cercle  0,  est  plus  grand  que  le  périmètre  A'B'C'D'. . . 

d’un  polygone  régulier  d'un  nombre  double 
de  côtés,  circonscrit  au  même  cercle. 

Car  la  ligne  ABCD  enveloppe  de  toutes 
parts  la  ligne  brisée  A'B'C'D' 

Remarque.  — La  surface  du  polygone 
ABCD  est  aussi  plus  grande  que  celle  du 
polygone  A'B'C'D'. ..;  car  le  tout  est  plus 
grand  que  sa  partie. 

Lemme  III. 

285.  Un  arc  de  cercle  AMB  est  plus  petit  que  toutes  les 
lignes  ANB,  APB, . . . , qui  l'enveloppent  et  se  terminent  aux 
mêmes  extrémités. 

Car  il  est  évident  que,  parmi  toutes  les  lignes  AMB,  ANB, 
APB,...,  il  y en  a au  moins  une  qui  n’en  admet  pas  de  plus 
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courte  qu’elle.  Or  l’une  quelconque  des  lignes  enveloppantes, 
ANB  par  exemple,  ne  saurait  jouir  de 
cette  propriété,  puisque,  en  menant  à 
l’arc  de  cercle  AMB  une  tangente  CMD, 
la  ligne  ACMDB  est  plus  petite  que 
ACNDB.  Donc,  de  toutes  les  lignes  AMB, 

ANB,  APB l’arc  de  cercle  AMB  est 

la  plus  courte. 

Remarque.  — On  démontrerait  de  la 
même  manière  que  la  circonférence 
AMBM'  est  moindre  que  toute  ligne  qui  l’enveloppe  de  toutes 
parts. 

Ainsi,  la  circonférence  est  plus  petite  que  le  périmètre  de 
tout  polygone  circonscrit;  et,  comme  elle  est  plus  grande 
que  le  périmètre  de  tout  polygone  inscrit,  il  s’ensuit  qu’e//e 
est  toujours  comprise  entre  les  périmètres  de  deux  polygones, 
l’un  inscrit  et  l'autre  circonscrit. 

Lemme  IV. 

286.  Lorsqu’on  double  indéfiniment  le  nombre  des  côtés 
d'un  polygone  régulier  inscrit  dans  un  cercle,  les  apothèmes 
des  polygones  réguliers  successifs  ont  pour  limite  le  rayon  du 
cercle. 

Désignons  par  R le  rayon  du  cercle,  par  a le  côté  de 
chacun  des  polygones  réguliers  et  par  r son 

/ \ apothème;  les  trois  droites  R,  r seront 

( o j les  côtés  d’un  triangle,  et  on  aura 


Mais,  en  doublant  indéfiniment  le  nombre  des  côtés  d'un 
polygone  régulier  inscrit,  on  arrive  évidemment  à diviser 
la  circonférence  en  parties  égales  plus  petites  que  toute 

longueur  donnée;  donc  la  corde  a et  sa  moitié  ^ tendent  vers 

la  limite  zéro,  et  par  conséquent  il  en  est  de  même  de  la  dif- 
férence R — r. 

Donc  R est  la  limite  vers  laquelle  tend  l’apothème  r. 

Lkmmr  V. 

287.  La  circonférence  et  la  surface  d'un  cercle,  sont  respec- 
tivement les  limites  vers  lesquelles  tendent  le  périmètre  et  la 
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surface  d'un  polygone  régulier  inscrit  ou  d’un  polygone  ré- 
gulier circonscrit,  lorsque  le  nombre  des  côtés  de  ce  polygone 
double  indéfiniment. 

i°  Soient  p,  P,  r,  A les  périmètres  et  les  apothèmes  de 
deux  polygones  réguliers  semblables,  l'un  inscrit  et  l'autre 
circonscrit  au  cercle  R;  on  aura  (279) 


. P 

d’où  l’on  tire  P — p = =-(l\ — r). 

Maintenant,  supposons  que  le  nombre  des  côtés  des  deux 
polygones  double  indéfiniment  et  qu’on  représente  toujours 
par  p et  P les  périmètres  de  deux  polygones  semblables,  par 
r l'apothème  de  chacun  des  polygones  inscrits;  on  aura  con- 
stamment l’égalité 

p— p = ^(R  — r). 

p 

dans  laquelle  P — p et  ^ (R  — r)  sont  deux  quantités  variables. 

Or,  à mesure  que  le  nombre  des  côtés  des  deux  polygones 

p 

augmente,  le  facteur  ^ devient  de  plus  en  plus  petit  et  le  fac- 
teur R — r tend  vers  la  limite  zéro;  donc  le  second  membre 

p 

( R — r)  et,  par  conséquent,  le  premier  P — p tendent  aussi 
K 

vers  la  hmite  zéro.  D’ailleurs,  la  circonférence  est  toujours 
comprise  entre  P et  p;  donc  les  deux  périmètres  P et  p peu- 
vent différer  chacun  de  la  circonférence  d’une  quantité  plus 
petite  que  toute  quantité  donnée;  donc  ils  ont  pour  limite 
commune  la  circonférence. 

Soient  s,  S,  r,  R les  surfaces  et  les  apothèmes  de  deux 
polygones  réguliers  semblables,  l’un  inscrit  et  l’autre  circon- 
scrit au  cercle  R;  on  aura  (279) 

S s S — s 

ÏP  ~ 7’  “ R1— r-’ 

d’où  l’on  lire 

S - x = |;  ( R ’ - r ’ ) = |-,  ( R + r ) ( R - 0. 

Maintenant,  supposons  que  le  nombre  des  côtés  des  deux 
polygones  double  infiniment  et  qu’on  représente  toujours  par 
s et  S les  surfaces  de  deux  polygones  semblables,  par  r l’apo- 
thème de  chacun  des  polygones  inscrits;  on  aura  constam- 


Digitized  by  Google 


MESURE  DE  LA  CIRCONFÉRENCE  ET  DU  CERCLE.  1 55 

ment  l’égalité 

s-'=!i(R-t-r)(R-r), 

g 

dans  laquelle  S — s et  j-,  (R  + r)  (R  - r)  sont  des  quantités 
variables. 

Or,  à mesure  que  le  nombre  des  côtés  des  deux  polygones 
augmente,  le  facteur  devient  de  plus  en  plus  petit,  le  fac- 
teur R-+-  r tend  vers  la  limite  aR,  et  enfin  le  facteur  R — r 
tend  vers  la  limite  zéro;  donc  le  second  membre 

|,(R+r)(R-r) 

et,  par  conséquent,  le  premier  S — s tendent  aussi  vers  la  li- 
mite zéro.  D’ailleurs,  le  cercle  est  toujours  compris  entre  S 
et  *;  donc  les  deux  surfaces  S et  « peuvent  différer  chacune 
de  celle  du  cercle  d’une  quantité  plus  petite  que  toute  quan- 
tité donnée;  donc  elles  ont  le  cercle  pour  limite  commune 


s II.  — LE  RAPPORT  DE  TOUTE  CIRCONFÉRENCE  A SON  DIAMÈTRE 
EST  UN  NOMBRE  CONSTANT.  - AIRE  DU  CERCLE. 


Définitions. 

288.  On  appelle  arcs  semblables,  secteurs  semblables,  seg- 
ments semblables,  ceux  qui  correspondent  à des  angles  au 
centre  égaux. 

Théorème  I. 


289.  Les  circonférences  sont  entre  elles  comme  leurs  rayons 
et  les  cercles  sont  entre  eux  comme  les  carrés  de  leurs  rayons. 

i°  Soient  O,  o deux  circonférences  et  R,  r leurs  rayons; 
si  on  inscrit  dans  ces  circonférences  deux  polygones  réguliers 
semblables  et  qu’on  désigne  leurs  périmètres  par  P,  p,  on  a 


P 

P 


R 

r 


Maintenant,  supposons  que  le  nombre  des  côtés  de  chacun 
de  ces  polygones  double  indéfiniment  et  qu’on  représente  tou- 
jours par  P et  p les  péri- 
'"-'v  ^ mètres  de  deux  polygones 

^ /f\  \\  semblables;  on  aura  con- 

stamment 


P 

P 


R 


Alors  on  peut  regarder  celle  égalité  comme  contenant  les 
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quantités  variables  P,  p,  et,  puisqu’elle  a lieu  pour  toutes  les 
valeurs  que  prennent  ces  quantités,  elle  aura  enrore  lieu  si 
on  remplace  P et  p par  leurs  limites  (282);  on  aura  donc 

limite  de  P R 

limite  do  p r ’ 

, , cire.  R R 

ou  i)  =-• 

cire,  r r 

a°  En  représentant  par  S et  a les  surfaces  des  polvgones 
semblables  qu'on  obtient  en  doublant  successivement  le  nom- 
bre des  côtés  des  deux  premiers  polygones,  on  aura  de  même 


S R* 

s r*  ’ 

puis 

lim.S  R’ 

lim.  s r’ 

cercle  R R’ 

ou 

cercle  r r* 

290.  Remarque  importante.  — Si  on  multiplie  par  2 les 
termes  du  second  rapport  de  la  proportion  ( 1 ) et  qu’on  change 
les  moyens  de  place,  il  vient 

cire.  R cire,  r 

2 R 2 r ’ 


donc  le  rapport  d’une  circonférence  à son  diamètre  est  le 
même  pour  toutes  les  circonférences,  ou,  en  d’autres  termes, 
ce  rapport  est  constant. 

Par  des  moyens  qu'on  ne  saurait  exposer  dgns  un  ouvrage 
élémentaire,  on  démontre  que  ce  rapport  est  incommensu- 
rable et  on  le  représente  ordinairement  par  rc.  Donc,  en  dési- 
gnant par  R le  rayon  d’un  cercle,  son  diamètre  sera  a R et  sa 
circonférence  sera  exprimée  par  üRxr  ou  air  R;  ainsi  on  a 

cire.  R = a ir  R . 


Et  de  là  il  résulte  que  la  longueur  de  l’arc  d'un  degré  est  égale 

. 2 7i  R . rR  , , , , 1 - 

a ou  a et  que  la  longueur  / d un  arc  de  n degres  est 

donnée  par  la  formule 

rRn 


/ = 


180 


Pour  valeur  approchée  de  tt,  Archimède  a trouvé  — et 

355  ^ 

Adrien  Mélius  a donné  le  nombre  — r - Ces  deux  valeurs  sent 

1 1 3 
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trop  grandes;  mais  la  première  surpasse  n de  moins  d’un  demi- 
centième,  et  la  seconde,  de  moins  d’un  demi-millionième. 

La  valeur  de  n en  décimales  est 

3»  1 4 > 592653581)793. . . . 

Le  nombre  — » qui  se  présente  assez  souvent  dans  les  cal- 


culs, a pour  valeur 


0,31830988. . • . 


291.  Corollaire.  — Les  arcs  semblables  AB,  ab,  sont  entre 
eux  comme  les  rayons  OA,  O a ; et  les  secteurs  semblables  OAB, 
O ab,  ainsi  que  les  segments  semblables  AMB,  amb,  sont  entre 
eux  comme  les  carrés  de  ces  rayons. 

i°  Dans  le  même  cercle,  les  arcs  sont  proportionnels  aux 
angles  au  centre  qui  leur  correspondent;  donc  on  a 
0 


Donc 


arc  AB 
cire.  OA 
arc  ab 
cire.  Oa 
arc  AB 
cire.  OÀ 


O 

^droits  ' 

O 

4dr’ 

arc  ab 
cire.  On’ 


et,  en  changeant  les  moyens  de  place,  il  vient 

arc  AB cire.  OA OA 

Oa” 


arc  ab 

i°  De  même,  on  a 


cire.  Oa 


sect.  OAB  _ O . . 

cërêïëOA~4rrl 


donc 


sect.  O ab 
cercleOa 

sect.  OAB 
sect.  O ab 


O 

: 4<*r  > 

cercle  OA 


OA 

Ôa 


cercleOa 

3°  Les  triangles  semblables  OAB,  O ab,  donnent 


OAB 
O ab 


OA 

Oa’ 


donc 

sect.  OAB 
sect.  Oa6 


OAB 

Ôab 


sect.  OAB  — OAB 
sect.  Oab  — Oab 


segm.  AMB 
segm.  amb 


OA 

Oa’ 
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Tiiéoréme  H. 

292.  L’aire  d’un  cercle  est  égale  au  produit  de  sa  circonfé- 
rence par  la  moitié  de  son  rayon. 

Soit  un  cercle  0 dont  le  rayon  est  R;  si  on  inscrit  dans  ce 
cercle  un  polygone  régulier  quelconque,  et  qu’on  désigne  res- 
pectivement par  S,  P,  r,  la  surface,  le  périmètre 
et  l’apothème  de  ce  polygone,  on  a 

S = P X - r. 

s 

Maintenant,  supposons  que  le  nombre  des 
côtés  de  ce  polygone  double  indéfiniment  et 
qu’on  représente  toujours  par  S,  P,  r,  la  surface,  le  périmètre 
et  l’apothème  de  chacun  des  polygones  qu’on  obtient  ainsi, 
on  aura  constamment 

S = Px-r. 

2 

Alors  on  peut  regarder  cette  égalité  comme  contenant  les 
quantités  variables  S,  P,  r,  et,  en  vertu  du  principe  des  limites, 
on  a 

lim.  S=  lim.  P X - lim.  r ou  cercle  R = cire.  R X - R . 

2 2 

Corollaire  I.  — L’aire  du  cercle  dont  le  rayon  est  R aura 
R 

pour  expression  2?tR  X — ou  rcR’.  Ainsi  on  a 


cercle  R = rcR1. 

Donc,  l'aire  d'un  cercle  est  égale  au  produit  du  carré  de  son 
rayon  par  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

293.  Corollaire  II.  — Un  secteur  OAMB  a pour  mesure  le 
produit  de  la  longueur  de  son  arc  AMB  par  la  moitié  du  rayon 
OA  ou  R.' 

Car,  dans  le  même  cercle,  les  secteurs  sont 
entre  eux  comme  leurs  arcs;  donc 


sect.  OAMB 
cercle  R 


arc  AB 
cire.  R’ 


et,  si  on  multiplie  les  deux  termes  du  second  rapport  par  — * 


il  vient 


sect.  OAMB 
cercle  R 


._  R 

arc  AB  X — 
2 

cire.  R X — 
2 
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B 

Or,  les  dénominateurs  cercle  R et  cire.  R X — sont  égaux;  donc 
on  aura 

sect.  OAMB  = arc  AB  X — • 

2 


Remarque.  — Le  plus  souvent  un  secteur  est  déterminé 
par  le  nombre  de  degrés  contenus  dans  son  arc;  alors  on 
obtient  sa  surface  en  multipliant  celle  du  cercle  par  le  rap- 
port du  nombre  de  degrés  donné  à 36o  degrés.  Par  exemple, 
si  le  rayon  d’un  cercle  est  R et  que  l’arc  du  secteur  contienne 


2Q 

29  degrés,  le  secteur  est  les  du  cercle,  donc 


secteur  de  290  = ttR’  X • * 


Si  l’arc  du  secteur  est  de  48°  25'  43",  on  le  convertit  en  se- 
condes, ce  qui  donne  174343",  et  comme  36o°=  1296000",  on 
aura 

secteur  de  4°°  *5'  43"  = tt  R1  X - • 

1 296000 

Plus  généralement,  en  désignant  par  S la  surface  d’un  sec- 
teur et  par  n ie  nombre  de  degrés  contenus  dans  son  arc,  on 
aura  la  formule 

_ rR’n 

S=  W 


au  moyen  de  laquelle  on  peut  calculer  l’une  des  trois  quanti- 
tés S,  R,  n,  lorsque  les  deux  autres  sont  données.  [Notes  5o, 
5i  et  5a.] 


S III.  - CALCUL  D’UNE  VALEUR  APPROCHÉE  DE  w. 

294.  On  peut  arriver  à une  valeur  approchée  du  rapport  de 
la  circonférence  au  diamètre  de  plusieurs  manières. 

Ainsi,  on  a 

cire. R 

n “IF’ 

donc,  pour  avoir  r,  il  suffit  de  calculer  le  rayon  d’un  cercle 
dont  la  circonférence  est  donnée,  ou  de  calculer  la  circonfé- 
rence d’un  cercle  dont  le  rayon  est  donné. 

De  même,  au  moyen  de  la  formule 

cercle  R 

^ n,  ” * 
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on  obtiendrait  une  valeur  de  tt,  soit  en  calculant  le  rayon  d’un 
cercle  dont  on  connaît  la  surface,  soit  en  calculant  la  surface 
d'un  cercle  dont  on  connaît  le  rayon. 

De  ces  quatre  méthodes,  nous  exposerons  la  première  qui 
est  connue  sous  le  nom  de  méthode  des  isopérimètres.  Elle 
est  fondée  sur  la  connaissance  de  deux  formules  auxquelles 
conduit  le  problème  suivant. 


Problème  I. 


29o.  Connaissant  l'apothème  r et  le  rayon  R d’un  polygone 
régulier,  calculer  l’apothème  r1  et  le  rayon  R'  du  polygone 
régulier  isopérimètre  d’un  nombre  double  de  côtés.  (Deux  po- 
lygones sont  dits  isopérimèlres,  lorsque  leurs  périmètres  ont 
des  longueurs  égales.) 

Soient  AB  le  côté,  0 le  centre  et  OC  l’apothème  du  poly- 
gone donné;  prolongeons  OC  jusqu'à  la  rencontre  en  D du 

cercle  circonscrit  à ce  polygone, 
joignons  les  milieux  E et  F des 
cordes  DA,  DB  par  une  droite  qui 
coupe  OD  au  point  G et  menons 
les  droites  OE,  OF,  OA,  OB.  L'angle 
EOF  sera  la  moitié  de  l'angle  au 
0 centre  AOB  et  la  droite  EF  sera  la 

moitié  de  AB;  donc  EOF  est  l’angle  au  centre  du  second  po- 
lygone et  les  droites  EF,  OG,  OE  en  sont  respectivement  le 
côté,  l’apothème  et  le  rayon. 

Cela  posé,  on  a d’abord 

OG  = OC-4-  — 1 


\ 


= OC-(- 


OD  — OC 


OC  -H  OD 


ou 

(■) 


Ensuite  le  triangle  rectangle  OED  donne  (230) 
ÔË’=ODxOG 

ou  R'>  = R x r', 

d’où  l’on  tire 

(2)  R'=  /iTxT'. 
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Au  moyen  de  la  formule  (i)  on  peut  calculer  r'  et,  l’apo- 
thème r'  étant  connu,  la  formule  (2)  donne  R';  donc  le  pro- 
blème est  résolu. 


Remarque.  — On  a 

OG>OC  ou  r'>-r, 
puis  OE<OD  ou  R'<R; 


donc  la  différence  R'  — r'  est  plus  petite  que  R — r. 

De  plus,  je  dis  que  la  différence  R'  — r'  est  moindre  que  le 
quart  de  la  différence  R — r. 

En  effet,  du  point  O comme  centre,  avec  le  rayon  OE,  décri- 
vons l'arc  de  cercle  EF  qui  coupe  OD  au  point  II  et  menons 
la  corde  EH.  L’angle  inscrit  HEF  et  l’angle  HED  formé  par 
une  tangente  et  une  corde  ont  la  même  mesure,  d’où  il  ré- 
sulte que  la  corde  EH  est  la  bissectrice  de  l'angle  GED;  donc, 
le  rapport  de  GH  à HD  est  égal  à celui  de  la  perpendiculaire 
EG  à l’oblique  ED  (249)  et,  par  conséquent,  on  a 


GH<^; 


d’ailleurs,  GH  = R' — r' 


et 


donc  on  a aussi 


R'  — r'< 


R- 


Problème  il. 


296.  Trouver  une  valeur  approchée  du  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre. 

Considérons  le  carré  ABCD  dont  le  côté  AB  est  égal  à 1 
L’apothème  r et  le  rayon  R de  ce  carré  sont 


r = 


1 

a 


o,5oooooo , 


et  on  a 


= 0,7071068,. 


a 


•1 


Donc  l’apothème  r,  et  le  rayon  R,  de  l’octogone  régulier  iso- 
périmètre seront  (295) 

r,  = ^^  = o,6o35534...,  R,  = = o,65328i5..., 

2 

Éléments.  1 I 
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et  on  aura 
ou 


GÉOMÉTRIE  PLANE.  — LITRE  IV. 


B,  — r,  < 


R — r 


T"’ 


Ri  — r,  < 


^2  I 

3X4  ' 


On  calculerait  de  même  l’apothème  r, elle  rayon  R, du  poly- 
gone régulier  isopérimèlre  de  16  côtés,  et  on  aurait 


et  à fortiori 


R,  — r,  <C 


R, — r, 


T-’ 


R.  — r,< 


— i 

2x4’ 


Si  on  continue  et  qu’on  répète  ce  calcul  n fois,  par  exemple, 
on  arrivera  à un  polygone  dont  le  périmètre  sera  toujours 
égal  à 4,  et,  en  désignant  son  apothème  et  son  rayon  par  r. 
et  R.,  on  aura 


R.  — r„< 


^ 2 I 

2x4' 


Donc,  en  prenant  n suffisamment  grand,  la  différence  R. — r. 
peut  devenir  aussi  petite  qu’on  voudra  ( 297  ). 

Or,  les  circonférences  décrites  avec  les  rayons  R.  et  r.  étant 
l’une  plus  grande  et  l’autre  plus  petite  que  4»  le  rayon  de  la 
circonférence  égale  à 4 sera  compris  entre  R,  et  r„,  ét  par  con- 
séquent on  peut  obtenir  ce  rayon  avec  telle  approximation 
qu’on  voudra. 

En  calculant  les  apothèmes  et  les  rayons  des  polygones  de 
8,  16,  32, ... , 8192  côtés,  on  arrive  aux  valeurs  suivantes  : 


Nombre 
de  eûtes. 

Apothèmes. 

Hayons. 

4-... 

r .=  0, 5oooooo. . . . 

R =0,7071068. . . 

8.... 

r,  =o,6o35534.  • . • 

R,  =0, 65328i5.  . . 

l6. . . . 

r,  = 0 ,6284 1 74  • • ■ • 

R,  =0,6407289. . . 

32.... 

r,  = o,634573i  .... 

Rs  =0,6376435... 

64.... 

r,  = o,636io83  .... 

R,  = 0,6368754... 

128 

r,  = 0,6364919.  ■ • . 

R,  = o,6366836. . . 

256. . . . 

r,  = 0,6365878.  . . . 

R,  =0,6366357-  - • 

5l2. . . . 

r-,  = 8,6366117. . . . 

R,  = 0,6366237  . . . 

1024. • . . 

r,  = 0,6366177 .... 

R,  = 0,6366207.  . 

2048 . . . 

r,  = 0,6366192. . . . 

R,  = 8,6366199  . . 

4096 

/•„=  0,6366195. . . . 

R, ,=  0, 6366197 . . . 

8192. . . . 

r,,=  o,636 j 196. . . . 

R,,=  0,6366196. . . 

Ainsi,  la  différence  entre  l’apothème  et  le  rayon  du  polygone 
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de  819a  côtés  est  moindre  qu'un  dix-millionième;  donc  la 
circonférence,  égale  à 4,  a pour  rayon  0,6366196  à moins 
de  0,0000001  près,  et  si  on  divise  la  demi-circonférence  qui 
est  égale  à 2 par  ce  rayon,  on  aura  une  valeur  approchée  du 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  On  trouve  pour  quo- 
tient le  nombre 

3, 141593. . . . 


qui  surpasse  it  de  moins  d’un  millionième. 


297.  Remarque.  — Nous  avons  dit  qu’en  prenant  le  nombre  n 
suffisamment  grand,  la  différence  R„ — r„,  qui  est  moindre  que 

y *2  — I 

peut  devenir  plus  petite  que  tout  nombre  donné,  et 


pour  le  faire  voir  nous  allons  chercher  une  valeur  de  n qui 
satisfasse,  par  exemple,  à l’inégalité 


yfc  — ■ ^ 1 
2x4"  io’ 5 


ce  qui  revient  à satisfaire  à celle-ci 


W*  — »)x  «oy 


Or,  en  effectuant  les  calculs,  il  est  facile  de  reconnaître  que 
la  onzième  puissance  de  4 est  plus  grande  que  le  second  mem- 
bre de  cette  dernière  égalité  ; car  on  a 


et 


= 1 ,4i42,356.  . . , 
sJ 2 — 1 = o, 4 <421 356. . . , 

(v^â — 1)  x io’  = 4>42,35,6. . . , 

f \[Ï — 1)  X io’  ,.  „ 

= 2071067,0. . . , 

4"  = 4194304. 


Donc  on  pouvait  prévoir  qu’après  avoir  calculé  onze  apo- 
thèmes et  onze  rayons,  la  différence  RM — r,,  serait  moindre 
qu’un  dix-millionième.  [Note  53.] 


Observation.  — Archimède  est  le  premier  qui  ail  donné  une  valeur 
approchée  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre , en  démontrant 
cette  proposition  : 

« La  circonférence  d’un  cercle  quelconque  est  égale  au  triple  du  dia- 
» mètre,  réuni  à une  certaine  portion  du  diamètre,  qui  est  plus  petite  que 

» le  septième  de  ce  diamètre  et  plus  grande  que  les  iy  de  ce  même  dia- 

* mètre.  » ( Œuvres  d’Archimède,  traduites  par  F.  Pevrard.) 

n. 
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Avant  Archimède,  on  ne  savait  mesurer  ni  les  courbes  ni  les  surfaces 
limitées  par  ces  lignes;  aujourd'hui,  la  rectification  ou  la  mesure  des  lignes 
courbes  et  la  quadrature  ou  la  mesure  des  aires  curvilignes  sont  des 
opérations  pour  lesquelles  il  y a des  règles  fixes,  fondées  sur  le  calcul 
infinitésimal. 

Nous  terminerons  cette  observation  et  les  éléments  de  Géométrie  plane 
par  cette  courte  notice  : 

Archimède,  célébré  géomètre,  est  né  à Syracuse  vers  l’an  287  avant 
l’èrc  vulgaire.  Jeune  encore,  il  se  rendit  en  Égypte  et  commença  dés 
lors  à se  signaler  par  ses  découvertes. 

De  retour  à Syracuse,  il  consacra  son  génie  à la  défense  de  sa  patrie 
assiégée  par  Marcellus  et  prolongea  sa  résistance  pendant  trois  ans. 

Enfin  les  Romains  pénétrèrent  par  surprise  dans  la  ville.  Archimède, 
tout  occupé  de  la  solution  d'un  problème,  larda  trop  à suivre  un  soldat 
qui  venait  pour  le  prendre;  celui-ci,  sans  vouloir  attendre,  le  tua  aussitét 
(aia  ans  avant  1ère  vulgaire}. 
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LIVRE  CINQUIÈME. 

DE  LA  LIGNE  DROITE  ET  I)U  PLAN  CONSIDÉRÉS 
DANS  L’ESPACE.  [Note  54.} 


CHAPITRE  I. 

CONSÉQUENCES  LES  PLUS  IMMÉDIATES  DE  LA  DÉFINITION  DU 
PLAN.  - PERPENDICULAIRES  ET  PARALLÈLES  CONSIDÉRÉES 
DANS  L’ESPACE. 

S I".  - CONSÉQUENCES  LES  PLUS  IMMÉDIATES  DE  LA  DEFINITION 
DU  PLAN  (12). 

Théorème  I. 

298.  Par  une  droite  donnée  AB  on  peut  faire  passer  une 
infinité  de  plans. 

Car  on  peut  tracer  une  droite  dans  un  plan  quelconque  et 
changer  la  position  de  ce  plan  de  telle 
sorte  que  cette  droite  vienne  coïnci- 
der avec  AB.  Alors,  si  on  fait  tourner 
ce  plan  autour  de  la  droite  AB  comme 
axe,  il  est  évident  qu’on  aura  une  infi- 
nité de  plans  MN(*),  M'N',...,  passant 

Théorème  H. 

299.  Par  trois  points  donnés  A,  B,  C,  non  en  ligne  droite, 
on  peut  faire  passer  un  plan,  et  on  n'en  peut  faire  passer 

qu’un. 

Car  on  peut  mener  une  droite  par  les 
deux  points  A,  B,  faire  passer  un  plan 
par  cette  droite,  puis  faire  tourner  ce 
plan  autour  de  AB  jusqu’à  ce  qu’il  ren- 
contre le  point  C;  alors  on  aura  un 
plan  MN  qui  contiendra  les  trois  points  donnés. 


(*)  Pour  représenter  les  plans  dans  les  figures,  on  est  obligé  de  leur  donner 
des  limites,  et  très- souvent  nous  les  représenterons  par  des  quadrilatères  que 
nous  désignerons  par  deux  lettres  en  disant  : le  plan  MN,  le  plan  PQ,  etc.; 
mais  il  faut  toujours  concevoir  les  plans  comme  étant  indéfinis. 


H'  

17 

Ai 

v-  - 

-- 

4 4 

B 

T 

N 

par  la  droite  AB. 
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De  plus,  je  dis  que  par  les  trois  points  A,  B,  C,  on  ne  peut 
pas  faire  passer  un  second  plan  PQ  différent  du  premier. 

Car  le  plan  PQ,  passant  par  ces  trois  points,  contiendra  d’a- 
bord les  deux  droites  AB,  AC,  en  vertu  de  la  définition  du 
plan.  Ensuite  prenons  un  point  quelconque  D sur  le  plan  MN, 
et  par  ce  point  menons  une  droite  DE  qui  coupe  AB  au  point  E 
et  AC  au  point  F;  les  deux  points  E,  F seront  situés  dans  le 
plan  PQ,  et  par  suite  la  droite  DE  sera  contenue  tout  entière 
dans  ce  même  plan  ; donc  le  point  D est  un  point  du  plan  PQ. 

Ainsi,  tout  point  du  plan  MN  est  un  point  du  plan  PQ,  et 
on  verrait  de  même  que  tout  point  du  plan  PQ  est  un  point  du 
plan  MN  ; donc  MN  et  PQ  ne  sont  qu’un  seul  et  même  plan. 

Corollaire  I.  — Par  deux  droites  qui  se  coupent,  AB,  AC, 
on  peut  aussi  faire  passer  un  plan,  et  on  n’en  peut  faire  pas- 
ser qu’un. 

Car  le  plan,  qui  passe  par  les  trois  points  A,  B,  C,  contient 
deux  points  de  la  droite  AB  et  deux  points 
de  la  droite  CD;  donc  il  contient  ces  deux 
droites  tout  entières. 

De  plus,  par  ces  droites  on  ne  peut  faire 
passer  qu’un  plan,  sans  quoi  par  les  trois 
points  A,  B,  C,  non  en  ligne  droite,  on  pourrait  faire  passer 
deux  plans,  ce  qui  est  impossible. 

Corollaire  II. — On  verrait  de  même  qu’une  droite  AB  et 
un  point  C situé  hors  de  cette  droite  déterminent  un  plan. 

Corollaire  III.  — Deux  parallèles  AB,  CD  déterminent  la 
position  d'un  plan. 

Car,  d’après  la  définition  des  parallèles  (78),  les  deux 

g n_  droites  AB,  CD  sont  d’abord  situées  dans 

un  même  plan  ; d’ailleurs  ce  plan  est  le 
seul  qui  puisse  contenir  les  deux  droites, 

a,  » sans  quoi  par  les  trois  points  A,  B,  C,  non 

en  ligne  droite,  on  pourrait  faire  passer  deux  plans. 

300.  Remarque.  — Ainsi,  lorsque  deux  droites  AB,  CD  sont 
parallèles  et  qu'on  mène  un  plan  par  l’une  de  ces  droites  AB 
et  un  point  C de  l’autre,  ce  plan  contient  la  seconde  droite  CD 
tout  entière. 

Théorème  III. 

301.  L’intersection  de  deux  plans  est  une  ligne  droite. 

Car,  si  trois  points  de  la  ligne  d’intersection  de  deux  plans 

n’étaient  pas  en  ligne  droite,  les  deux  plans  passant  par  ces 
trois  points  devraient  se  confondre,  ce  qui  est  contre  l’hypo- 
thèse. 
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S H.  - DROITES  PERPENDICULAIRES  ENTRE  ELLES  DANS  L'ESPACE. 


Théorème  I. 

302.  D’un  point  C pris  sur  une  droite  AB  on  peut,  dans 
A l'espace,  élever  une  infinité  de  perpendicu- 

laires à cette  droite. 

Car  on  peut  faire  passer  par  la  droite  AB 
une  infinité  de  plans  AM,  AN,  AP, ...  et  éle- 
ver du  point  C dans  chacun  de  ces  plans  une 
perpendiculaire  à AB  (68);  de  celte  manière 
on  aura  autant  de  perpendiculaires  qu’on  vou- 
'p  dra,  CD,  CE,  CF,...,  qui  seront  toutes  élevées 
du  point  C sur  la  droite  AB. 


Théorème  II. 

303.  D 'un  point  C pris  hors  d'une  droite  AB,  dans  l 'espace, 
on  peut  abaisser  une  perpendiculaire  sur  cette  droite,  et  on 
n'en  peut  abaisser  qu’une. 

Car  on  peut,  par  la  droite  AB  et  le  point  C, 
faire  passer  un  plan  AM,  puis  dans  ce  plan 
abaisser  du  point  C sur  AB  une  perpendicu- 
laire CD  (72). 

D’ailleurs  une  autre  droite  CE  ne  saurait  être 
perpendiculaire  à AB,  sans  quoi  dans  le  plan 
AM  on  pourrait,  d’un  point  situé  hors  d’une 
droite,  abaisser  sur  cette  droite  deux  perpendiculaires,  ce  qui 
est  impossible  (73). 


§ III.  — DROITES  PARALLÈLES  ENTRE  ELLES  DANS  L’ESPACE. 

Théorème  I. 

30i.  Par  un  point  C pris  hors  d’une  droite  AB,  dans  l’es- 
pace, on  peut  mener  une  parallèle  à cette  droite,  et  on  n’en 
peut  mener  qu'une. 

Car  on  peut  faire  passer  un  plan  par  la  droite  AB  et  le 
point  C,  puis  dans  ce  plan  mener  par  le  point  C une  paral- 
r lèle  CD  à la  droite  AB  (82). 

c De  plus,  une  autre  droite  CE  ne  saurait 

être  parallèle  à AB.  Car  le  plan  mené  par  la 

droite  AB  et  le  point  C devrait  alors  eonte- 

T b nir  les  deux  droites  CD,  CE  (300);  donc 

dans  un  plan  on  pourrait,  par  un  point  situé  hors  d’une  droite, 
mener  deux  parallèles  à cette  droite,  ce  qui  est  impossible  (82). 
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305.  Remarque.  — Tout  plan  MN,  qui  coupe  une  droite  AB, 
coupe  aussi  sa  parallèle  CD. 

Car  le  plan  ABCD  des  deux  parallèles 
coupe  le  plan  MN  suivant  une  droite  BE. 
D'ailleurs  on  sait  que  toute  droite  qui  est 
menée  dans  le  plan  de  deux  parallèles  et 
qui  rencontre  l’une  de  ces  droites  AB  doit 
aussi  rencontrer  l'autre  (32);  donc  BE  cou- 
pera CD  en  un  point  D,  et  par  suite  le  plan  MN  coupera  CD 
au  même  point. 

Théorème  11. 


M/ 1 

/-/— 

JJ 

f B 

d t/ 

—J  N 

306.  Deux  droites  CD,  EF,  parallèles  à une  troisième  AB, 
dans  l’espace,  sont  parallèles  entre  elles. 

D’abord,  ces  deux  droites  sont  situées 

- — 5-  dans  un  même  plan.  Car,  s’il  en  était  au- 

/ . .. trement,  le  plan  CDGH,  mené  par  la 

/ 1 Lt  1 droite  CD  et  par  un  point  G de  la  droite 

EF,  devrait  couper  celle  dernière  droite, 
et  par  suite  il  couperait  aussi  sa  parallèle  AB  en  un  point  H, 
par  exemple;  donc,  par  la  droite  CD  et  le  point  H,  on  pourrait 
faire  passer  deux  plans,  l’un  CDBA,  et  l’autre  CDGH,  ce  qui 
est  impossible. 

De  plus,  les  deux  droites  CD,  EF  ne  peuvent  pas  se  rencon- 
trer, sans  quoi,  par  leur  point  d’intersection,  on  pourrait  me- 
ner deux  parallèles  à AB. 

Ainsi,  les  deux  droites  CD,  EF  sont  situées  dans  un  même 
plan  et  elles  ne  peuvent  pas  se  rencontrer;  donc  elles  sont 
parallèles. 

307.  Corollaire  /.  — Si  par  deux  droites  parallèles  AB,  CD 
on  fait  passer  deux  plans  qui  se  coupent,  l’intersection  EF 

des  deux  plans  est  parallèle  à ces  droites. 
Car,  en  menant  par  le  point  E une  droite 
r parallèle  à AB,  celle  droite  sera  aussi  pa- 
rallèle à CD  ; donc  elle  devra  être  con- 
tenue à la  fois  dans  les  deux  plans  AF,  CF 
(300),  et  par  conséquent  elle  se  confondra  avec  leur  intersec- 
tion. Donc  EF  est  parallèle  aux  droites  AB,  CD. 


308.  Corollaire  II.  — Si  deux  droites  AB,  CD  sont  paral- 
ig  lèles,  deux  autres  droites  EF,  GH,  respec- 
tivement parallèles  aux  premières,  sont  pa- 
rallèles entre  elles. 

Car  les  droites  EF,  CD,  étant  chacune  pa- 
rallèles à AB,  sont  parallèles  entre  elles; 
ensuite  les  droites  EF,  GH,  étant  chacune 
parallèles  à CD,  sont  aussi  parallèles. 
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Théorème  III. 

309.  Deux  angles  ABC,  DEF,  non  situés  dans  le  même  plan, 
sont  égaux,  lorsqu’ils  ont  leurs  côtés  parallèles  et  dirigés  dans 
le  même  sens. 

Prenons  ED  égal  à BA,  EF  égal  à BC,  et  menons  les  droites 
AC,  DF,  BE,  AD,  CF.  Les  deux  droites  BA,  ED  étant  égales  et 
parallèles,  le  quadrilatère  ABED  sera  un  pa- 
rallélogramme et  le  côté  AD  sera  égal  et 
parallèle  au  côté  BE;  de  même  CF  est  égal 
et  parallèle  à BE.  Donc  les  deux  droites  AD, 
CF  sont  égales  et  parallèles  entre  elles,  et 
par  conséquent  le  quadrilatère  ADFC  est 
aussi  un  parallélogramme,  d’où  il  résulte 
que  AC  = DF.  Ainsi  les  deux  triangles  ABC, 
DEF  ont  les  trois  côtés  égaux  chacun  à chacun;  donc  l'angle 
ABC  = DEF. 

Corollaire  I.  — Deux  angles,  qui  ne  sont  pas  situés  dans  le 
même  plan  et  qui  ont  leurs  côtés  parallèles,  sont  égaux  ou 
supplémentaires. 

Corollaire  II.  — Deux  triangles,  non  situés  dans  le  même 
plan,  sont  semblables,  lorsqu’ils  ont  leurs  côtés  parallèles 
chacun  à chacun  (207). 

310.  Remarque.  — Les  droites  AB,  EF  offrent  un  exemple 
de  deux  droites  qui  ne  sont  pas  parallèles  et  qui  pourtant  ne 
se  rencontrent  pas.  Si,  par  un  point  B de  l’une  de  ces  droites, 
on  mène  une  parallèle  BC  à l’autre,  on  regarde  l'angle  ABC 
comme  étant  Y angle  formé  par  les  droites  AB,  EF. 
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CHAPITRE  II. 

DIFFÉRENTES  POSITIONS  DE  LA  DROITE  PAR  RAPPORT  AU  PLAN. 
- PLUS  COURTE  DISTANCE  DE  DEUX  DROITES  NON  SITUÉES 
DANS  LE  MÊME  PLAN. 

§ I".  - DROITE  PERPENDICULAIRE  AD  PLAN. 

Définitions. 

311.  Une  droite  est  perpendiculaire  à un  plan,  lorsqu'elle 
est  perpendiculaire  à toutes  les  droites  qui  passent  par  son 
pied  dans  ce  plan.  Réciproquement,  le  plan  est  dit  perpendi- 
culaire à la  droite. 

Le  pied  de  la  perpendiculaire  est  le  point  où  cette  droite 
coupe  le  plan. 

312.  Une  droite  qui  rencontre  un  plan  et  qui  ne  lui  est  pas 
perpendiculaire  est  oblique  à ce  plan;  le  plan  est  oblique  à la 
droite.  Le  point  d’intersection  d’un  plan  et  d’une  oblique  s’ap- 
pelle aussi  le  pied  de  l’oblique. 

Théorème  I. 

313.  Si  une  droite  AB  est  perpendiculaire  à deux  droites 
BC,  BD  qui  passent  par  son  pied  dans  un  plan  MN,  elle  sera 
perpendiculaire  à toute  autre  droite  BE  menée  par  son  pied 
dans  ce  plan,  et  par  conséquent  elle  sera  perpendiculaire  au 
plan. 

Prolongeons  AB  d’une  longueur  BF,  égale  à AB,  puis  menons 
dans  le  plan  MN  une  droite  CD  qui  coupe  les  trois  droites 
BC,  BD,  BE  aux  points  C,  D,  E,  et  joi- 
gnons ces  points  aux  points  A,  F. 

La  droite  BC  étant  perpendiculaire  sur 
le  milieu  de  AF,  les  distances  CA,  CF 
sont  égales,  et  on  a de  même  DA  = DF; 
d’où  il  résulte  que  les  triangles  ADC,  FDC 
sont  égaux,  comme  ayant  les  trois  côtés 
égaux  chacun  à chacun.  Si  donc  on  fait 
tourner  le  plan  DCF  autour  de  la  droite 
DC,  jusqu’à  ce  qu’il  s’applique  sur  le  plan  DCA,  le  point  F 
tombera  au  point  A,  et,  comme  la  position  de  E ne  change 
pas,  la  droite  EF  coïncidera  avec  EA. 
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Ainsi,  les  deux  points  B et  E sont  également  distants  des 
extrémités  de  la  droite  AF  ; donc  BE  est  perpendiculaire 
sur  AF  ou  sur  AB. 

314.  Remarque.  — Si  une  droite  AB  est  perpendiculaire  à 
un  plan  MN,  elle  est  oblique  à toute  droite 
BC  qui  passe  par  son  pied  B et  qui  n’est 
pas  située  dans  le  plan. 

o Car  le  plan  AP,  mené  par  les  deux  droites 
AB,  BC,  coupe  le  plan  MN  suivant  une 
droite  BD  qui  est  perpendiculaire  à AB; 
T donc  BC  est  oblique  à AB. 

Corollaire.  — Donc,  lorsqu'un  plan  MN  est  perpendiculaire 
à une  droite  AB  en  l'un  de  ses  points  B,  il  contient  toutes 
les  perpendiculaires  élevées  de  ce  point  sur  la  droite. 

Donc,  en  d’autres  termes,  si  d’un  point  d’une  droite  on 
élève  sur  cette  droite  autant  de  perpendiculaires  qu’on  voudra, 
toutes  ces  perpendiculaires  seront  contenues  dans  un  même 
plan,  perpendiculaire  à la  droite. 

Théorème  II. 

315.  Par  un  point  C on  peut  mener  un  plan  perpendiculaire 
à une  droite  AB,  et  on  n'en  peut  mener  qu'un. 

i°  Supposons  le  point  C situé  sur  la  droite.  J'élève  sur  AB 
les  deux  perpendiculaires  CD,  CE,  et,  si  par 
ces  deux  droites  je  fais  passer  un  plan  MN, 
ce  plan  sera  perpendiculaire  à AB. 

Maintenant,  tout  plan  perpendiculaire  à 
AB  au  point  C doit  contenir  les  perpendi- 
culaires CD,  CE,  élevées  du  point  C sur  AB 
(314);  donc  il  n’est  autre  que  le  plan  MN. 
Donc  par  le  point  C on  ne  peut  mener  qu’un  plan  perpendi- 
culaire à AB. 

2°  Soit  le  point  C situé  hors  de  la  droite.  J’abaisse  sur  AB 
la  perpendiculaire  CD,  et  du  point  D j’éléve  sur  AB  une  autre 
perpendiculaire  DE  ; alors  le  plan  MN , 
mené  par  les  deux  droites  CD,  CE,  sera 
perpendiculaire  à AB. 

D'ailleurs  un  plan,  passant  par  le  point  C 
et  perpendiculaire  à AB,  ne  saurait  rencon- 
trer AB  en  un  point  F différent  du  point  D, 
sans  quoi  la  droite  CF  serait  perpendiculaire 
à AB,  et  on  pourrait  du  point  C abaisser 
sur  AB  deux  perpendiculaires  CD,  CF,  ce  qui  est  impossible; 
donc,  en  vertu  du  premier  cas,  ce  plan  se  confondra  avec  le 
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plan  MN.  Donc  par  le  point  C,  extérieur  à la  droite  AB,  on  ne 
peut  mener  qu’un  plan  perpendiculaire  à cette  droite. 

Théorème  III. 

316.  Un  plan  MN  perpendiculaire  à une  droite  AB  est  aussi 
perpendiculaire  à sa  parallèle  CD. 

Pour  le  démontrer  il  suffit  de  faire  voir 
que  la  droite  CD  est  perpendiculaire  à une 
droite  quelconque  DE,  qui  passe  par  son 
pied  dans  le  plan.  Or,  si  on  mène  BF  pa- 
rallèle à DE  et  dirigée  dans  le  même  sens, 
les  angles  ABF,  CDE  seront  égaux  (309); 
d’ailleurs  l’angle  ABF  est  droit;  donc  l’angle  CDE  l’est  pareil- 
lement. 

Théorème  IV. 

317.  Par  un  point  A on  peut  mener  une  perpendiculaire  à 
un  plan  MN  et  on  peut  n'en  mener  qu'une. 

i°  Du  point  A,  pris  sur  le  plan  MN,  on  peut  élever  une 
perpendiculaire  à ce  plan.  Car  par  le  point  A'  d’une  droite 

A'B'  on  peut  mener  un  plan 
M'N'  perpendiculaire  à cette 
droite  et,  si  on  porte  la  se- 
conde figure  sur  la  première, 
de  manière  que  le  point  A' 
coïncide  avec  le  point  A et  le 
plan  M'N'  avec  le  plan  MN,  la  droite  A'B'  prendra  une  position 
telle  que  AB,  et  AB  sera  perpendiculaire  au  plan  MN. 

De  plus,  toute  autre  droite  AC  sera  oblique  au  plan.  Car  la 
droite  AB  est  perpendiculaire  à l’intersection  AD  du  plan  BAC 
avec  le  plan  MN,  donc  AC  est  oblique  à AD,  et  par  suite 
oblique  au  plan  MN. 

a0  Soit  le  point  A situé  hors  du  plan.  D’un  point  quel- 
conque B,  pris  sur  le  plan  MN,  j’élève  BC 
âl  tc  perpendiculaire  à ce  plan,  et  par  le  point  A 
l\  je  mène  AD  parallèle  à CB;  alors  la  droite 

AD  sera  perpendiculaire  à MN  (31G). 

Maintenant  toute  autre  droite  AE  est  obli- 
que au  plan  MN.  Car  AI)  étant  perpendicu- 
laire à l’intersection  DE  du  plan  ADE  avec 
le  plan  MN,  il  s’ensuit  que  AE  est  oblique  à DE  et  par  suite 
au  plan  MN. 

Théorème  V. 

318.  Deux  droites  AB,  CD,  perpendiculaires  à un  même  plan 
MN,  sont  parallèles. 
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En  effet,  concevons  que  du  point  C,  par  exemple,  on  mène 
(i  , une  parallèle  à AB;  celle  parallèle  devra  èlre 

perpendiculaire  au  plan  MN  ( 316  ) et,  comme 
on  ne  peut  abaisser  du  point  C qu’une  seule 
7 perpendiculaire  à ce  plan,  celte  même  pa- 

/ b‘  / rallèle  se  confondra  avec  CD.  Donc  CD  est 
parallèle  à AB. 

Observation.  — Ce  théorème  offre  un  piège  dans  lequel  les  élèves  tom- 
bent souvent,  en  voulant  démontrer  que  les  droites  AB,  CD  sont  paral- 
lèles comme  on  démontre,  dans  le  premier  Livre,  le  parallélisme  de  deux 
droites  perpendiculaires  à une  troisième(80).IIsoublicntque  deux  droites 
dans  l'espace  peuvent  n'ètre  pas  parallèles  et  en  même  temps  ne  pas  se 
rencontrer  (310). 

Problème  VI. 

319.  Si  un  plan  MN  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  C d’une 
droite  AB, 

i°  Tout  point  D,  pris  sur  le  plan  MN,  est  également  dis- 
tant des  extrémités  de  la  droite; 

2°  Tout  point  E,  pris  hors  du  plan,  est  inégalement  distant 
des  mêmes  extrémités. 

Car,  en  joignant  le  point  C au  point  D,  la  droite  CD  sera 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AB,  donc 

DA  = DB. 

Ensuite  on  a 

AE  < ED  -4-  DA, 
ou  AE  < ED  4- DB, 

ou,  enfin  AE<EB. 

Corollaire.  — Le  plan  perpendiculaire  sur  le  milieu  d’une 
droite  est  le  lieu  géométrique  de  tous  les  points  de  l'espace 
également  distants  des  extrémités  de  celte  droite. 

320.  Définition. — Dans  la  Géométrie  de  l’espace,  on  appelle 
lieu  géométrique  une  surface  ou  une  ligne  dont  tous  les  points 
jouissent  d’une  même  propriété,  à l’exclusion  de  tous  les 
autres  points  de  l’espace. 

Théorème  VII. 

321.  Si  d’un  point  A,  situé  hors  d’un  plan  MN,  on  abaisse 
sur  ce  plan  une  perpendiculaire  AB  et  différentes  obliques 
AC,  AD,  AE, 

i°  La  perpendiculaire  AB  est  plus  courte  que  toute  obli- 
que AC; 

a”  Deux  obliques  AC,  AD,  qui  s’écartent  également  du  pied 
de  la  perpendiculaire,  sont  égales; 
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3°  De  deux  obliques  AC,  AE,  qui  s’écartent  inégalement  du 
pied  de  la  perpendiculaire,  celle  qui  s’en  écarte  le  plus  est  la 
plus  grande. 

i"  Dans  le  plan  ABC,  les  deux  droites  AB,  AC,  sont  l’une 
perpendiculaire  et  l’autre  oblique  sur  la 
droite  BC,  donc  on  a AB  < AC. 

a0  Dans  les  deux  triangles  ABC,  ABD,  le 
côté  AB  est  commun,  le  côté  BC  = BD  par 
hypothèse,  et  les  deux  angles  ABC,  ABD 
sont  droits;  donc  AC  = AD. 

3°  Soit  BE>BC  et  prenons  BF  = BC; 
l'oblique  AF  sera  égale  à l’oblique  AC;  mais,  dans  le  plan  ABE, 
on  a AE  > AF,  et  par  suite  on  a aussi  AE  > AC. 

Corollaire  I.  — Les  réciproques  sont  vraies. 

322.  Corollaire  II.  — Étant  donné  un  point  A,  situé  hors 
d’un  plan  MN,  s’il  s’agit  de  trouver  le  pied  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  ce  point  sur  le  plan,  on 
déterminera  trois  points  B,  C,  D du  plan 
également  distants  du  point  A,  et  on  cher- 
chera le  centre  O du  cercle  qui  passe  par 
ces  trois  points;  ce  centre  sera  le  point 
cherché. 

Car  les  trois  obliques  AB,  AC,  AD,  étant 
égales,  leurs  pieds  sont  également  distants  du  pied  de  la  per- 
pendiculaire; or  le  point  O est  le  seul  point  du  plan,  égale- 
ment distant  des  trois  points  B,  C,  D (138);  donc  il  est  le  pied 
de  la  perpendiculaire  AO. 

323.  Définition  — On  appelle  axe  d’une  circonférence  la 
droite  qui  est  perpendiculaire  au  plan  de  cette  circonférence 
et  qui  passe  par  son  centre. 

Conséquence.  — Tout  point  de  cet  axe  est  également  dis- 
tant des  différents  points  de  la  circonférence,  et  tout  point 
également  distant  de  trois  points  de  la  circonférence  appar- 
tient à cet  axe. 

Autre  définition.  — La  distance  d’un  point  à un  plan  est  la 
perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  le  plan. 

S 11.  — DROITE  PARALLÈLE  AO  PLAN. 

Définition. 

324.  Une  droite  et  un  plan  sont  parallèles,  lorsqu’ils  ne  peu- 
vent pas  se  rencontrer  à quelque  distance  qu’on  les  prolonge. 
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325.  Si  une  droite  CD  est  parallèle  à une  droite  AB  située 
dans  un  plan  MN,  elle  est  parallèle  à ce 
plan. 

Car  la  droite  CD,  étant  située  dans  le  plan 
ABCD  des  deux  parallèles,  ne  peut  rencon- 
trer le  plan  MN  que  suivant  un  point  de  la 
droite  AB;  or  CD  est  parallèle  à AB,  donc 
elle  est  aussi  parallèle  au  pian  MN. 
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326.  Corollaire  /.  — Une  droite  AC  et  un  plan  , perpen- 
diculaires à une  même  droite  AB,  sont  pa- 


rallèles. 

Car  le  plan  mené  par  les  deux  droites  AB, 
AC,  coupera  le  plan  MN  suivant  une  droite 
BD  perpendiculaire  à AB,  et  par  conséquent 
parallèle  à AC. 


Corollaire  II.  — Par  un  point  situé  hors  d’un  plan  on  peut 
mener  une  infinité  de  droites  parallèles  à ce  plan. 


Théorème  II. 

327.  Si  une  droite  AB  est  parallèle  à un  plan  MN,  et  que  par 
celte  droite  on  mène  un  plan  qui  coupe  le  premier,  C intersec- 
tion CD  de  ces  deux  plans  sera  parallèle  à 
la  droite  AB. 

Car  les  deux  droites  AB,  CD  sont  situées 
dans  un  même  plan;  de  plus,  elles  ne 
peuvent  pas  se  rencontrer,  sans  quoi  la 
droite  AB  rencontrerait  le  plan  MN,  ce  qui 
serait  contraire  à l’hypothèse;  donc  elles  sont  parallèles. 

328.  Corollaire  I.  — Si  une  droite  AB  est  parallèle  à un  plan 
MN  et  que,  par  un  point  C de  ce  plan,  on  mène  une  paral- 
lèle à AB,  cette  parallèle  CD  sera  située  dans  le  plan. 

Car  le  plan  des  deux  parallèles  AB,  CD,  doit  couper  le  plan 
MN  suivant  une  droite  passant  par  le  point  C et  parallèle  à AB, 
et,  comme  par  un  point  on  ne  peut  mener  qu'une  parallèle  à 
une  droite,  il  s’ensuit  que  CD  n’est  autre  que  l’intersection 
des  deux  plans  ABCD  et  MN. 

329.  Corollaire  II.  — Si  une  droite  AB  est  parallèle  à la 
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fois  à deux  plans  MN,  PQ,  qui  se  coupent,  elle  sera  parai - 

r ^ lèle  à leur  intersection  MQ. 

T~ V if  Car,  en  menant  par  le  point  M une 

/ /Q  parallèle  à AB,  cette  parallèle  devra 

* être  contenue  dans  chacun  des  deux 

plans;  donc  elle  se  confondra  avec  l’intersection  MQ. 


TüÉORÈME  III. 

330.  Les  parallèles  AC,  BD,  comprises  entre  une  droite.  AB 
et  un  plan  MN  parallèles , sont  égales. 

Car  le  plan  ABCD  coupe  le  plan  MN  sui- 
vant une  droite  CD  parallèle  à AB;  donc  le 
quadrilatère  ABCD  est  un  parallélogramme 
et  on  a 

AC  = BD. 

331.  Corollaire. — Si  les  droites  AC,  BD  étaient  perpendi- 
culaires sur  le  plan  MN,  elles  seraient  parallèles  (318),  et  par 
conséquent  égales.  Donc  tous  les  points  d'une  droite  parallèle 
à un  plan  sont  également  distants  de  ce  plan. 

s III.  - PROJECTION  D’UN  POINT,  D’UNE  DROITE  SUR  UN  PLAN. 

Définitions. 

332.  On  appelle  projection  d’un  point  A sur  un  plan  MN  le 
pied  a de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce 
point  sur  le  plan.  Un  point  B du  plan  est 
lui-même  sa  projection  sur  ce  plan. 

Le  plan  MN  est  le  plan  de  projection  ; et 
la  perpendiculaire  A a est  la  droite  proje- 
tante du  point  A. 

333.  La  projection  d’une  ligne  sur  un  plan  est  le  lieu  des 
projections  des  différents  points  de  celte  ligne  sur  ce  plan. 

Théorème  I. 

334.  La  projection  d’une  droite  AB  sur  un  plan  MN  est  une 
ligne  droite  (excepté  dans  le  cas  où  la  droite  est  perpendicu- 
laire au  plan  de  projection). 

Car  les  perpendiculaires  A a,  B6,  Ce, . . . , 
abaissées  des  différents  points  de  la  droite 
AB  sur  le  plan  MN,  sont  parallèles;  donc 
elles  sont  toutes  situées  dans  le  plan  BAn, 
qui  coupe  le  plan  MN  suivant  la  droite  ab, 
et,  par  conséquent,  ab  est  la  projection  de  la  droite  AB  sur  le 
plan  MN. 
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THÉORÈME  II. 

335.  L’angle  aigu  ABa,  formé  par  une  droite  AB  et  sa  pro- 
jection Ba  sur  le  plan  MN,  est  le  plus  petit  angle  que  cette 
droite  puisse  faire  avec  une  droite  menée  par  son  pied  dans 

le  plan. 

Soit  une  droite  quelconque  BC,  menée 
du  point  B dans  le  plaj»  \1N  ; je  dis  que  l'an- 
gle ABa  est  plus  petit  que  l’angle  ABC. 

Prenons  BC  = Ba  et  menons  la  droite  AC. 
Dans  les  triangles  ABa,  ABC,  le  côté  AB  est 

commun,  lia  = BC  par  construction,  et  le 

troisième  côté  A a,  qui  est  perpendiculaire  à MN,  est  plus  petit 
que  AC;  donc  l’angle  ABa  est  plus  petit  que  l’angle  ABC  (94). 

Corollaire. — Puisque  l'angle  aigu  ABa  est  le  plus  petit 
angle  ou  l’angle  minimum,  parmi  tous  ceux  que  l’oblique  AB 
peut  former  avec  les  droites  menées  par  son  pied  dans  le  plan 
MN,  l’angle  obtus  supplémentaire  ABa'  sera  l’angle  maximum. 

336.  Définition.  — On  appelle  angle  d’une  droite  et  d'un 
plan  l’angle  aigu  que  cette  droite  fait  avec  sa  projection  sur 
ce  plan. 

Théorème  III. 

337.  Si,  par  le  pied  d’une  oblique  AB  à un  plan  MN,  on  mène 
dans  ce  plan  une  droite  CD  perpendiculaire,  à la  projection  Ba 
de  l’oblique  sur  le  plan,  cette  droite  sera  aussi  perpendiculaire 
ù l'oblique. 

Prenons  BC=  BD  et  menons  les  droites  aC,  uD,  AC,  AD. 

La  droite  aB  sera  perpendiculaire  sur  le 
milieu  de  CD  et  on  aura 

aC  = aD; 

donc  les  obliques  AC,  AD  s’écartent  égale- 
ment du  pied  de  la  perpendiculaire  Aa  abais- 
sée du  point  A sur  le  plan  MN,  et,  par  conséquent, 

AC  = AD. 

Ainsi  les  points  A,  B sont  également  distants  des  extrémités 
de  la  droite  CD;  donc  AB  est  perpendiculaire  à CD. 

338.  Remarque  I.  — Réciproquement,  si  une  oblique  ABa 
un  plan  MN  est  perpendiculaire  à une  droite  CD  menée  par 
son  pied  dans  le  plan,  cette  dernière  droite  est  perpendicu- 
laire à la  projection  de  l'oblique  sur  le  plan.  Car,  en  faisant  la 
même  construction,  on  conclut  d’abord  que  AC=  AD;  d'où  il 
résulte  que  aC=aD  (321  Jet  que  aBest  perpendiculaire  à CD. 

Éléments.  1 3 
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339.  Remarque  II. — La  droite  A a est  perpendiculaire  au 
plan  MN  et  les  droites  «B,  AB,  sont  chacune  perpendiculaires 
à la  droite  CD;  c’est  pourquoi  ce  théorème  est  souvent  dé- 
signé sous  le  norn  de  théorème  des  trois  perpendiculaires. 

On  voit  aussi  que  la  droite  CI),  perpendiculaire  à la  fois  aux 
droites  Bu,  BA,  est  perpendiculaire  au  plan  ABa  et  que  les 
droites  Au,  CD,  non  situées  dans  un  même  plan,  sont  perpen- 
diculaires entre  elles  ( 310).  [Note  55.] 


I I 

t r 


§ IV.  — PLIS  COURTE  DISTANCE  DE  DEUX  DROITES  NON  SITUÉES 
DANS  1.E  MÊME  PLAN. 

Théorème. 

340.  Étant  données  deux  droites  AB,  CD,  non  situées  dans 
le  même  plan, 

i°  On  peut  leur  mener  une  perpendiculaire  commune  ; 

2°  On  n’en  peut  mener  qu'une; 

3°  La  portion  de  cette  perpendiculaire,  comprise  entre  les 
deux  droites,  est  la  plus  courte  distance  de  ces  droites. 

i°  Par  un  point  C de  la  droite  CD  je  mène  CE  parallèle 
à AB,  et  par  les  droites  CD,  CE,  je  fais  passer  un  plan  MN,  qui 
, R sera  parallèle  à AB  (325  ). 

D’un  point  quelconque  B,  pris 
sur  AB,  j’abaisse  BF  perpendicu- 
: — 7 laire  au  plan  MN;  par  le  pied  F de 
* / cette  perpendiculaire,  je  mène  FG 
j k t/K  parallèle  à BA  ou  à EC;  du  point  G 

où  FG  coupe  CD  je  tire  la  droite  GH 
parallèle  à FB,  qui  sera  située  dans  le  plan  ABFG  (300)  et  qui 
rencontrera  AB  au  point  H : et  je  dis  que  GH  est  perpendicu- 
laire aux  droites  AB,  CD. 

Car  GI1,  étant  parallèle  à FB,  est  perpendiculaire  au  plan 
MN  (316);  donc  elle  est  perpendiculaire  aux  droites  GF,  GD, 
et  par  suite  aux  droites  AB,  CD. 

2"  Toute  autre  droite  IK,  menée  d’un  point  de  AB  à un 
point  de  CD,  n’est  pas  une  perpendiculaire  commune.  Car, 
si  1K  était  perpendiculaire  aux  droites  AB,  CD,  elle  serait  per- 
pendiculaire à CD  et  à la  droite  KL  parallèle  à AB;  donc  elle 
serait  perpendiculaire  Su  'plan  MN  ; mais  la  droite  IP  parallèle 
à HG  est  perpendiculaire  au  même  plan;  donc  du  point  1 on 
pourrait  abaisser  deux  perpendiculaires  sur  un  plan  MN,  ce 
qui  est  impossible. 

3°  La  droite  HG  est  plus  petite  que  1K;  car  HG  est  égale  à 
la  perpendiculaire  IP  abaissée  du  point  1 sur  le  plan  MN  et 
on  a 

1P<(1K.  [Note  5G.] 
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CHAPITRE  III. 

DES  POSITIONS  RELATIVES  DE  DEUX  PLANS.  - ANGLES  TRIÉ  DR  ES, 
ANGLES  POLYÈDRES. 


§ 1".  - ANGLES  DIÈDRES.  — LEUR  MESURE. 

Définitions. 

3 VI . On  appelle  angle  dièdre  la  figure,  telle  que  ABCD,  for- 
mée par  deux  plans  BCA,  BCD,  qui  se  rencontrent 
et  sont  terminés  à leur  intersection  commune  BC. 

Cette  intersection  est  Y arête,  de  l'angle  dièdre; 
les  deux  plans  BCA,  BCD,  en  sont  les  faces. 


k 

Lorsque  deux  plans  MN,  PQ  se  coupent,  ils  forment  quatre 
angles  dièdres  QABN,  QABM,  PBAM,  PBAN,  qui 
r ont  pour  arête  commune  l'intersection  AB. 

On  voit  que,  pour  désigner  un  angle  dièdre, 
on  se  sert  de  quatre  lettres,  dont  deux  appar- 
tiennent à l’arête  et  se  placent  entre  les  deux  au- 
tres. Mais  les  deux  lettres  placées  sur  l'arête 
suffisent  pour  désigner  un  angle  dièdre,  lorsqu'il 
« est  isolé. 

342.  Deux  angles  dièdres  sont  adjacents,  lorsqu’ils  ont  la 
même  arête,  une  face  commune,  et  qu’ils  sont  situés  de  part 
et  d’autre  de  celte  face. 

343.  Lorsqu’on  a deux  angles  dièdres  ABCD,  EFGII,  on  peut 
concevoir  qu’on  porte  le  second  sur  le  premier,  de  manière 

que  l’arête  FG  prenne  la  direction  de 
l’arête  BC  et  que  la  face  EF  coïncide 
avec  la  face  AB;  alors,  si  la  face  FU 
coïncide  aussi  avec  la  face  Bl),  les  deux 
angles  dièdres  sont  égaux. 

Mais  il  peut  arriver  que  la  face  FH 
se  place  entre  les  deux  faces  de 
l'angle  dièdre  ABCD,  sur  BK,  par  exemple;  dans  ce  cas 
on  peut  encore  porter  l’angle  dièdre  EFGH  dans  l’angle 

12. 


fT] 


Digitized  by  Google 


180  GÉOMÉTRIE  DANS  L'ESPACE.  — LIVRE  V. 

dièdre  KBCD,  et  ainsi  de  suite,  s’il  y a lieu,  et  l’angle  dièdre 

ABCD  peut  contenir  l’angle  diè- 
dre EFGH  un  certain  nombre  de 
fois. 

Ainsi,  les  angles  dièdres  sont 
des  grandeurs  particulières,  sus- 
ceptibles d’être  comparées  entre 
elles  comme  les  autres  grandeurs 
de  même  espèce. 

Lorsqu'on  a deux  angles  dièdres  adjacents  ABCl),  DBCE, 
n, l’angle  dièdre  ABCE  est  la  somme  des  angles  diè- 

dres ABCl),  DBCE,  et  l'angle  dièdre  ABCl)  est  la 
différence  des  angles  dièdres  ABCE,  DBCE. 

344.  Le  plan  qui  divise  un  angle  dièdre  en 
c\.  j E deux  parties  égales  est  le  plan  bissecteur  de  cet 
\ u angle  dièdre. 

345.  Deux  angles  dièdres  sont  dits  opposés  à l'arête,  lorsque 
les  faces  de  l’un  sont  les  prolongements  des  faces  de  l’autre. 

Observation.  — Pour  abréger,  au  lieu  de  dire  : l’angle  dièdre  ABCl), 
on  dit  quelquefois  : le  dièdre  ABCD. 


Mesure  des  angles  dièdres. 

Théorème  I. 

346.  Si,  d’un  point  E de  f arête  d’un  angle  dièdre  ABCD, 
on  élève  dans  les  deux  faces  des  perpendiculaires  EF,  EG, 
<1  cette  arête,  l'angle  FEG  formé  par  ces  perpendiculaires 
sera  toujours  le  même,  quel  que  soit  le  point  de  l'arête  par 

lequel  on  mène  les  deux  perpendiculaires. 

Car,  si  d’un  autre  point  E'  de  l’arête  on  élève 
dans  les  deux  faces  des  perpendiculaires  E'F', 
E'G',  à cette  arête,  les  deux  angles  FEG , 
F'E'G',  auront  leurs  côtés  parallèles  et  di- 
rigés dans  le  même  sens;  donc  ils  sont  égaux 
(309). 

347.  Remarque.  — L’angle  FEG  est  l’angle  plan  correspon- 
dant à l’angle  dièdre  ABCD,  ou  plus  simplement  l’angle  plan 
de  cet  angle  dièdre. 

Théorème  IL 

348.  Si  deux  angles  dièdres  ABCD,  EFGH  sont  égaux,  les 
angles  plans  ACD,  EGH,  qui  leur  correspondent,  sont  égaux, 
et  réciproquement. 
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En  effet,  si  on  porte  l'angle  dièdre  EFGH  sur  son  égal  ABCD, 
de  manière  que  le  point  G tombe  sur  le  point  C,  que  l’arête 

i F GF  prenne  la  direction  de  CB  et  que 

j la  face  EFG  s’applique  sur  la  face  ABC, 

la  face  FGH  coïncidera  avec  la  face 
BCI),  puisque  les  deux  angles  dièdres 

f LJ  : sont  égaux  par  hypothèse,  et,  comme 

c ^ : h jes  ang|es  FGE,  FGH  sont  droits,  ainsi 
E que  les  angles  BCA,  BCI),  la  droite  GE 
tombera  sur  CA  et  GH  sur  CD;  donc  les  angles  ACI),  EGH, 
sont  égaux. 

Réciproquement,  supposons  que  les  angles  ACD,  EGH,  qui 
correspondent  aux  deux  angles  dièdres,  soient  égaux.  Si  on 
porte  EFGH  sur  ABCD,  de  manière  que  l’angle  EGH  tombe  sur 
son  égal  ACD,  l’arête  GF  perpendiculaire  au  plan  de  l’angle 
EGH  (313)  prendra  la  direction  de  l’arête  CB  perpendiculaire 
au  pian  de  l’angle  ACD;  donc  les  deux  angles  dièdres  coïn- 
cideront  (299). 

/**  \ 349.  Corollaire.  — Lorsque  deux  plans 

H c// MN,  PO,  se  coupent , les  angles  dièdres 

\ r — — \ PFGN  , QGFM , opposés  à F arête,  sont 
v — a1  égaux. 

J / D’un  point  quelconque  A de  l’arête  GF 

,Q  menons  dans  les  deux  plans  les  perpen- 

diculaires BC,  DE  à cette  arête;  les  deux 
angles  plans  DAC,  BAE  seront  égaux;  donc  les  angles  dièdres, 
auxquels  correspondent  ces  angles  plans,  seront  aussi  égaux. 

Théorème  III. 


330.  Peux  angles  dièdres  ABCD,  EFGH,  sont  entre  eux 
comme  les  angles  plans  ACD,  EGH  qui  leur  correspondent . 

i°  Supposons  que  les  angles  plans  ACD,  EGH,  aient  une 
commune  mesure  et  que  cette  commune  mesure  soit  conte- 


nue 3 fois  dans  EGH  et  4 fois 
dans  ACD  ; on  aura 

ACD  _ 4 
EGH  ~ 3 ‘ 

Maintenant,  si  on  mène  des 
plans  par  l’arête  BC  et  par  cha- 
cune des  droites  de  division  de 


l’angle  ACD,  puis  des  plans  par 
l’arête  FG  et  par  chacune  des  droites  de  division  de  l’angle  EGH, 
I angle  dièdre  EFGH  sera  divisé  en  3 angles  dièdres  égaux 
entre  eux,  comme  ayant  des  angles  plans  correspondants  EGK, 
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KGL,  elc.,  égaux,  et  l'angle  dièdre  ABCD  contiendra  l’un  de 
ces  angles  dièdres  4 fois;  donc  on  a 

ABCD  _4 

EFG  H “ 3’ 

ABCD  ACD 
et,  par  suite,  ÈFGH  ~~  KGIl" 

1°  Si  les  angles  ACD,  EGH  étaient  incommensurables,  on 
ferait  voir,  au  moyen  du  raisonnement  connu  (175),  qu’on  a 
encore  la  même  proportion. 

351.  Mesure  d’un  angle  dièdre.  — Ce  théorème  étant  dé- 
montré, si  l’on  fait  en  outre  cette  convention , qu’on  prendra 
pour  unité  d'angles  dièdres  l'angle  dièdre  auquel  correspond 
l’angle  déjà  pris  pour  unité  des  angles  plans,  on  pourra  con- 
clure : qu’un  angle  dièdre  a pour  mesure  l’angle  plan  qui  lui 
correspond. 

Ainsi,  l’angle  droit  ayant  été  pris  pour  unité  des  angles 
plans  (176),  on  prend,  pour  unité  des  angles  dièdres,  l’angle 
dièdre  auquel  correspond  un  angle  droit.  [Notes  5-  et  58.] 


§ II.  — PLANS  perpendiculaires  entre  eux. 

Définitions. 

352.  — Lorsqu’un  plan  PQ  en  rencontre  un  autre  MN  de 
manière  à former  avec  celui-ci  deux  an- 
gles dièdres  adjacents  PQRM,  PQRN, 
égaux  entre  eux,  le  premier  plan  est  per- 
pendiculaire sur  le  second. 

Chacun  des  deux  angles  dièdres  égaux, 
formés  par  un  plan  perpendiculaire  à un 
autre,  s’appelle  angle  dièdre  droit. 

353.  Un  plan,  qui  en  rencontre  un  autre  et  qui  ne  lui  est 
pas  perpendiculaire,  est  oblique  sur  cet  autre. 


Théorème  1. 


s 


354.  Si  une  droite  AB  est  perpendiculaire  à un  plan  MN  et 


que  par  cette  droite  on  mène  un  plan 
quelconque  PQ,  ce  plan  sera  perpendicu- 
laire au  premier. 

Par  le  pied  B de  la  perpendiculaire, 
menons  dans  le  plan  MN  la  droite  CD 
perpendiculaire  à l’intersection  QR  des 
deux  plans.  Les  angles  ABC,  ABD,  seront 


droits  ; mais  ces  angles  plans  correspondent  aux  angles  diè- 
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dres  PQRM,  PQRN  ; donc  ces  angles  dièdres  sont  égaux,  et, 
par  conséquent,  le  plan  PQ  est  perpendiculaire  au  plan  MN. 

Remarque.  — Si  un  plan  est  perpendiculaire  ou  oblique 
à un  autre,  réciproquement  cet  autre  est  perpendiculaire  ou 
oblique  au  premier.  Cela  résulte  de  l'égalité  des  angles  dièdres 
opposés  à l'arête  (340). 

355.  Corollaire  I.  — Si  deux  plans  MN,  PQ,  forment  un 
angle  dièdre  PQRN  qui  ait  pour  angle  plan  correspondant  un 
angle  droit  ABl),  ces  deux  plans  sont  perpendiculaires  entre 
eux.  Car  la  droite  AB  est  perpendiculaire  aux  deux  droites 
BI),  QR,  qui  passent  par  son  pied  dans  le  plan  MN,  et,  par  con- 
séquent, elle  est  perpendiculaire  à ce  plan;  donc  le  plan  PQ 
est  perpendiculaire  au  plan  MN. 

356.  Corollaire  II.  — Si  un  plan  MN  est  perpendiculaire 
à une  droite  AB  située  dans  un  plan  PQ,  le  premier  plan  est 
perpendiculaire  au  second.  Car  le  plan  PQ,  passant  par  la 
droite  AB  perpendiculaire  au  plan  MN,  est  perpendiculaire  à 
ce  plan;  donc  le  plan  MN  est  aussi  perpendiculaire  au  plan  PQ. 

357.  Corollaire  III.  — Si  un  plan  MN  est  perpendiculaire 
à une  droite  AB,  il  sera  aussi  perpendiculaire  A tout  plan  PQ 

parallèle  à AB.  Car,  si  on  mène  par  un 
point  quelconque  C du  plan  PQ  une  pa- 
rallèle CD  à la  droite  AB,  cette  parallèle 
sera  contenue  dans  le  plan  PQ  (328)  et 
de  plus  elle  sera  perpendiculaire  au  plan 
MN  (316);  donc  le  plan  PQ  est  perpen- 
diculaire au  plan  MN,  et  par  suite  le  plan 
plan  PQ. 

Corollaire  IC.  — Si  trois  droites  AB, 
AC,  AD,  partant  d’un  même  point,  sont 
perpendiculaires  entre  elles,  deux  à 
deux,  chacune  de  ces  droites  est  perpen- 
diculaire au  plan  des  deux  autres,  et, 
par  conséquent,  les  trois  plans  BAC,  BAD, 
CAD,  sont  aussi  perpendiculaires  entre  eux,  deux  à deux. 

Théorème  II. 

358.  Si  deux  plans  MN,  PQ,  sont  perpendiculaires  entre 
eux,  toute  droite  AB,  menée  dans  l’un  de  ces  plans  PQ,  per- 
pendiculairement à l'intersection  QR,  est  aussi  perpendicu- 
laire à l’autre  plan. 

Par  le  pied  B de  la  perpendiculaire,  menons  dans  le  plan 


MN  l'est  aussi  au 
0| 
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MN  la  droite  CD  perpendiculaire  à l'intersection  QR  des  deux 
plans.  Les  angles  dièdres  PQRM,  PQRN, 
étant  égaux  par  hypothèse,  les  angles 
plans  ABC,  ABI),  qui  leur  correspondent, 
le  sont  pareillement;  donc  AB  est  per- 
pendiculaire sur  CI>  : d'ailleurs,  la  droite 
AB  est  aussi  perpendiculaire  à QR;  donc 
AB  est  perpendiculaire  au  plan  MN. 


*/- 


1; 


359.  Remarque  I. — On  voit  que  chacun  des  angles  dièdres 
droits  PQRM,  PQRN  a pour  angle  plan  correspondant  un  angle 
droit;  donc  tous  les  angles  dièdres  droits  sont  égaux  ( 3V8  ) 
Un  angle  dièdre  est  aigu  ou  obtus  selon  qu’il  est  plus  petit 
ou  plus  grand  qu’un  angle  dièdre  droit. 

Remarque  II.  — De  ce  que  tout  angle  dièdre  droit  a pour 
angle  plan  correspondant  un  angle  droit,  il  résulte  aussi  que 
l'angle  dièdre  droit  n’est  autre  que  l’angle  dièdre  pris  pour 
unité  (351  ). 

Théorème  III. 


300.  Lorsque  deux  plans  MN,  PQ,  sont  perpendiculaires  > 
entre  eux,  si  par  un  point  A de  l'un  de  ces  plans  PQ  on  mène 
une  perpendiculaire  à l'autre  MN,  celte  perpendiculaire  sera 
contenue  dans  1e  premier. 

Car  la  perpendiculaire  AB,  abaissée  du 
point  A sur  l’intersection  QR,  n’est  autre 
que  la  perpendiculaire  ahaissée  du  point 
A sur  le  plan  MN  (358).  Donc  celte  der- 
nière perpendiculaire  est  contenue  dans 
le  plan  PQ. 


361.  Corollaire.  — Si  deux  plans  PQ,  RS,  qui  se  coupent, 
sont  perpendiculaires  à un  troisième  plan  MN,  leur  intersec- 
tion AB  est  aussi  perpendiculaire  à ce 
troisième  plan;  ou,  en  d’autres  termes, 
un  plan  MN , perpendiculaire  à deux 
plans  PQ,  RS,  qui  se  coupent,  est  aussi 
perpendiculaire  (i  leur  intersection. 

Car  la  perpendiculaire  abaissée  sur  le 
plan  MN,  d’un  point  quelconque  A de 
l'intersection,  doit  se  trouver  à la  fois 
dans  les  deux  plans  PQ,  RS;  donc  elle  n’esl  autre  que  l'inter- 
section AB.  Donc  AB  est  perpendiculaire  au  plan  MN. 


Théorème  IV. 

302.  Par  une  droite  AB,  non  perpendiculaire  à un  plan  MN, 
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on  peut  mener  un  plan  perpendiculaire  au  premier  et  on  n’en 
peut  mener  qu’un. 

Car  le  plan  ABCI),  qui  passe  par  AB  et  par  la  droite  AC  per- 
pendiculaire au  plan  MN,  est  aussi  perpen- 
diculaire «à  MN. 

D’ailleurs,  tout  plan  passant  par  AB  et 
perpendiculaire  au  plan  MN  doit  contenir 
la  droite  AC  perpendiculaire  à ce  plan;  donc 
il  se  confondra  avec  le  plan  ABCD.  Donc  par 
la  droite  AB  on  ne  peut  mener  qu’un  plan  perpendiculaire  au 
plan  MN. 

363.  Remarque.  — i”  Lorsqu’un  plan  en  rencontre  un  autre, 
il  forme  avec  celui-ci  deux  angles  dièdres  adjacents  dont  la 
somme  est  égale  à deux  angles  dièdres  droits.  Donc,  si  l’un 
des  angles  dièdres  est  droit,  l'autre  l’est  pareillement. 

a"  Si  deux  angles  dièdres  adjacents  valent  ensemble  deux 
angles  dièdres  droits,  leurs  faces  extérieures  sont  sur  un  même 
plan. 

On  démontrerait  ces  propositions  comme  on  a démontré  les 
propositions  analogues  dans  le  premier  livre  (70,71). 

Théorème  VII. 

364.  Si,  d’un  point  A de  l’arête  d'un  angle  dièdre  PQMN, 
on  élève  sur  chaque  face  une  perpendiculaire  dirigée^  du  côté 
où  se  trouve  l'autre  face,  C angle  formé  par  ces  deux  perpen- 
diculaires AB,  AC,  sera  le  supplément  de  celui  qui  mesure 
l'angle  dièdre. 

Car  le  plan  BAC  est  perpendiculaire  à la  fois  aux  plans 
MN,  PQ  (334),  et  par  suite  à leur  inter- 
section MQ  (361  );  donc  l'angle  EAD,  formé 
par  les  intersections  du  plan  BAC  avec 
les  plans  MN,  PQ,  mesure  l’angle  dièdre 
MQ. 

Maintenant  l’angle  EAD  se  compose  de 
deux  parties  : la  première  EAC  est  un 
angle  droit  et,  si  on  ajoute  la  seconde  CAD 
à l’angle  BAC,  la  somme  BAI)  est  encore  un  angle  droit;  donc 

EAD  -f-  BAC  = adr. 

Corollaire.  — L’angle  EAD  qui  mesure  un  angle  dièdre 
PQMN  et  tout  angle  a,  dont  les  côtés  sont  respectivement  per- 
pendiculaires aux  faces  de  cet  angle  dièdre,  sont  égaux  ou 
supplémentaires.  Car  les  côtés  de  l’angle  a sont  parallèles  aux 
côtés  de  l’angle  BAC  (318);  donc  ces  deux  angles  sont  égaux 
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ou  supplémentaires  (309).  Dans  le  premier  cas  l’angle  a est  le 
supplément  de  EAD,  et  dans  le  second  a est  égal  à cet  angle. 


S III.  — PLANS  PARALLÈLES  ENTRE  EUX. 

Définition. 

305.  Deux  plans  sont  parallèles,  lorsqu’ils  ne  peuvent  pas  se 
rencontrer  à quelque  distance  qu’on  les  prolonge. 


Théorème  I. 


366.  Deux 

M/ 7 

/ L 


plans  MN,  PQ,  perpendiculaires  à une  même 
droite  AB,  sont  parallèles. 

Car,  s’ils  se  rencontraient,  il  s’ensuivrait  que 
par  un  point  de  leur  intersection  on  pourrait 
mener  deux  plans  perpendiculaires  à AB,  ce 
qui  est  impossible  (315). 


Théorème  II. 

367.  I.es  intersections  AB,  CD,  de  deux  plans  parallèles 
K.  MN,  PQ,  par  un  troisième  RS,  sont 

.,  \ parallèles. 

J ) Car  les  droites  AB,  CD  sont  dans 

»\  7 \ 7 \ un  m«*ine  plan  RS,  et,  de  plus,  ces 

V-y—  / 7*  deux  droites  ne  peuvent  pas  se  ren- 

c.J  j contrer,  puisqu’elles  sont  situées 

dans  deux  plans  parallèles;  donc  AB 
y — — -°  et  CD  sont  parallèles. 


\ 


Théorème  III. 


368.  Si  deux  plans  MN,  PQ,  sont  parallèles  et  que  par  un 
point  A de  l’un  MN  on  mène  une  droite  AB  parallèle  à l’autre 
PQ,  cette  droite  sera  contenue  dans  le  premier. 

En  effet,  menons  par  AB  un  plan  ABCD  qui  coupe  le  plan 

^ PQ  suivant  la  droite  CD;  ce  plan  devra  cou- 

/ r ■ -j1  J per  le  plan  MN  suivant  une  droite  passant 

L - --  ; ;N  par  le  point  A et  parallèle  à CD.  Or  la  droite 

p ! — i i— 7 AB,  étant  parallèle  au  plan  PQ,  est  parallèle 

/ c (,  / à CD  (327);  donc  AB  n’est  autre  que  l’inter- 

Q section  des  deux  plans  MN  et  ABCD.  Donc 
AB  est  située  dans  le  plan  MN. 

369.  Corollaire.  — Si  une  droite  rencontre  un  plan,  elle 
rencontre  tout  plan  parallèle  au  premier.  Car,  si  celte  droite 
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ne  rencontrait  pas  le  second  plan,  elle  lui  serait  parallèle; 
donc  elle  serait  contenue  dans  le  premier,  ce  qui  est  contre 
l’hypothèse. 

Théorème  IV. 

370.  Si  deux  plans  MN,  PQ  sont  parallèles,  toute  droite 
AB  perpendiculaire  à l'un  MN  est  aussi  perpendiculaire  à 
l'autre  PQ. 

Par  le  point  B,  où  la  droite  AB  coupe  le  plan  PQ,  je  mène 
dans  ce  plan  une  droite  quelconque  BC,  puis  par  AB  et  BC  je 
fais  passer  un  plan  ABCD  qui  coupe  MN  sui- 
vant la  droite  AD.  Alors  les  droites  AD,  BC, 
sont  parallèles,  comme  intersections  de 
deux  plans  parallèles  par  un  troisième;  mais 
AB,  étant  perpendiculaire  au  plan  MN  par 
hypothèse,  l’est  aussi  à la  droite  AD  et  par 
suite  à sa  parallèle  BC;  donc  AB  est  perpen 
diculaire  à une  droite  quelconque  qui  passe  par  son  pied  dans 
le  plan  PQ;  donc  elle  est  perpendiculaire  à ce  plan. 


a ; 

>7 

r/tzd 

h 

-’Q 

/ 1> ( 

Théorème  V. 

371.  Par  un  point  A on  peut  mener  un  plan  parallèle  au 
plan  MN  et  on  n'en  peut  mener  qu’un. 

Car,  en  menant  la  droite  AB  perpendiculaire  au  plan  MN  et 
par  le  point  A le  plan  PQ,  perpendiculaire 
à AB,  PQ  sera  parallèle  à MN. 

D'ailleurs  tout  plan,  passant  parle  point  A 
et  parallèle  à MN,  doit  être  perpendiculaire 
à AB  (370);  donc  il  se  confondra  avec  le  plan 
PQ.  Donc  par  le  point  A on  ne  peut  mener 
qu’un  plan  parallèle  au  plan  MN. 

Théorème  VI. 

372.  Deux  plans  PQ,  RS,  parallèles  à un  troisième  MN,  sont 
parallèles. 

Car,  si  les  plans  PQ,  RS  se  rencontraient, 
il  s’ensuivrait  que,  par  un  point  de  leur  in- 
tersection, on  pourrait  mener  deux  plans  pa- 
rallèles au  plan  MN. 

Remarque.  — Il  serait  facile  de  démon- 
trer ce  théorème,  en  menant  une  droite 
perpendiculaire  au  plan  MN,  qui  serait  aussi 
peroendiculairc  aux  plans  PQ,  RS. 
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Théorème  VU. 


373.  Si  deux  angles  ABC,  DEF,  non  situés  dans  le  même 
plan,  ont  leurs  côtés  parallèles,  les  plans  de 
ces  angles  sont  parallèles. 

Car  les  côtés  BA,  BC,  respectivement  paral- 
c lèles  aux  côtés  ED,  EF,  sont  parallèles  au  plan 
DEF  (325);  donc  ils  sont  contenus  dans  le 
plan  qu’on  mènerait  par  le  point  B,  parallè- 
le "F  lemenl  au  plan  DEF  (368). 

Donc  le  plan  ABC  est  parallèle  au  plan  DEF. 


TnÊORÈME  VIII. 

374.  Les  parallèles  AB,  CD,  comprises  entre  deux  plans  pa- 
rallèles MN,  PQ,  sont  égales. 

Car  le  plan  ABCD  coupe  les  deux  plans  MN,  PQ,  suivant 
deux  droites  parallèles  AC,  BD,  et, 
comme  les  droites  AB,  CD,  sont  aussi 
parallèles,  le  quadrilatère  ABDC  est  un 
parallélogramme;  donc  AB  = CD. 


7ji 
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Corollaire.  — Si  les  droites  AB,  CD, 
étaient  perpendiculaires  aux  deux  plans, 
elles  seraient  parallèles  (318).  Donc  deux  plans  parallèles  sont 
partout  également  distants. 


Théorème  IX. 

375.  Deux  droites  AB,  CD,  sont  coupées  par  trois  plans  pa- 
rallèles MN,  I’Q,  BS,  en  parties  proportionnelles. 

Soient  A,  E,  B et  C,  F,  D,  les  points  d’intersection  des  deux 
droites  avec  les  trois  plans;  menons  par  le  point  A une  paral- 
lèle à CD,  qui  rencontre  les  plans  RS,  PQ, 
aux  points  G,  II,  et  par  les  deux  droites 
AB,  AG  faisons  passer  un  plan  qui  coupe 
RS  et  PQ  suivant  les  droites  parallèles 
BG,  EH. 

Dans  le  triangle  ABG  on  aura  ( 218  ) 

AE  _ Ail 
EB  “ HG  ’ 

mais  les  droites  AH,  CF  sont  égales  comme  parallèles  com- 
prises entre  deux  plans  parallèles  et  de  même  1IG  = FI);  donc 

AE  CF  rv  e , c 1 
EB=F1>‘  lNotes59  et  6°.] 


Digitized  by  Google 


ANGLES  TRIÈDRES,  ANGLES  POLYÈDRES. 


189 


§ IV.  — ANGLES  TRIÈDRES.  ANGLES  POLYÈDRES. 

Définitions. 

376.  Lorsque  trois  plans  passent  par  un  môme  point  S,  si 
on  considère  seulement  les  trois  portions  indéfinies  de  ces 

plans  comprises  entre  les  intersections 
SA.  SB,  SC,  partant  du  point  S,  la  figure 
SABC  qui  en  résulte  s’appelle  angle 
trièdre. 

Pour  abréger,  on  dit  souvent  qu’«« 
angle  trièdre  est  la  figure  formée  par 
trois  plans  qui  se  coupent  en  un  même 
point  ; mais  alors  il  faut  sous-entendre  qu’on  considère  seule- 
ment les  portions  indéfinies  de  ces  plans,  limitées  par  trois 
arêtes  parlant  du  point  qu’on  considère. 

Le  point  S est  le  sommet  de  l’angle  trièdre;  les  droites  SA, 
SB,  SC,  en  sont  les  arêtes. 

Les  angles  formés  par  les  arêtes  sont  les  angles  plans  ou  les 
faces  de  l’angle  trièdre  ; les  angles  formés  par  les  plans  en  sont 
les  angles  dièdres. 

377.  Par  face  on  entend  aussi  l’un  des  plans  qui  forment 
l’angle  trièdre. 

378.  Les  trois  faces  ou  angles  plans  et  les  trois  angles 
dièdres  d’un  angle  trièdre  en  sont  les  six  éléments  ou  les  six 
parties. 

379.  Un  angle  trièdre  est  isoèdre,  lorsque  deux  de  ses  faces 
sont  égales. 

380.  On  appelle  angle  polyèdre  et  quelquefois  angle  solide 
la  figure  formée  par  plusieurs  pians  qui  se  coupent  en  un 
même  point. 

Lorsque  le  nombre  de  ces  plans  est  le  plus  petit  possible, 
c’est-à-dire  lorsqu’il  se  réduit  à trois,  on  vient  de  voir  que 
l’angle  polyèdre  s’appelle  angle  trièdre. 

D’après  ce  qu’on  a dit  pour  les  angles  trièdres,  on  com- 
prendra sans  difficulté  ce  qu’on  entend  par  sommet,  faces  ou 
angles  plans,  angles  dièdres  d’un  angle  polyèdre. 

381.  Un  angle  polyèdre  est  convexe , lorsqu’il  est  situé  en- 
tièrement d'un  même  côté  du  plan  de  chacune  de  ses  faces. 
Un  angle  trièdre  est  essentiellement  convexe. 

382.  Deux  angles  polyèdres  sont  opposés  au  sommet,  lorsque 
les  arêtes  de  l’un  sont  les  prolongements  des  arêtes  de  l'autre. 


Digitized  by  Google 


100  GÉOMÉTRIE  DANS  L’ESPACE. LIVRE  V. 

On  dil  aussi  que  ces  angles  polyèdres  sont  symétriques,  et 
chacun  d'eux  est  le  symétrique  de  l’autre. 

Conséquence.  — De  cette  définition  il  résulte  immédiate- 
ment : que  deux  angles  trièdres  symétriques  SABC,  SA'B'C', 
sont  égaux  dans  toutes  leurs  parties.  Car  leurs 
angles  plans  sont  égaux,  comme  opposés  au 
sommet,  et  leurs  angles  dièdres  sont  égaux 
comme  opposés  à l'arètc. 

Mais,  en  général,  ces  deux  angles  trièdres 
ne  sont  pas  superposables.  Car,  si  on  fait  pi- 
voter l’angle  trièdre  SA'B'C'  autour  du  point  S, 
jusqu’à  ce  que  l’angle  dièdre  SB’  s'applique  sur 
son  égal  SB,  la  face  B'SA'  se  placera  sur  la  face  BSC  qui  n’est 
pas  son  égale. 

Toutefois,  si  l’angle  trièdre  SABC  est  isoèdre  et  qu’on  ait 
BSA  = BSC,  il  est  facile  de  voir  qu’en  superposant  SA'B'C'  sur 
SABC,  comme  on  vient  de  le  faire,  les  deux  angles  trièdres 
coïncideront. 

On  verrait  de  même  que  deux  angles  polyèdres  symétri- 
ques quelconques  ont  leurs  angles  plans  et  leurs  angles 
dièdres  égaux  chacun  à chacun  et  qu’en  général  ils  ne  sont 
pas  superposables. 

Remarque.  — Pour  que  deux  angles  polyèdres  soient  dits 
symétriques,  il  n’est  pas  nécessaire  qu’ils  aient  la  position 
d’angles  opposés  au  sommet  ; il  suffit  que  leurs  angles  plans  et 
leurs  angles  dièdres  soient  égaux  chacun  à chacun,  mais  dis- 
posés dans  un  ordre  inverse. 

Observation. — Au  lieu  de  dire  : V angle  trièdre  SABC,  on  dil  quelque- 
fois : le  trièdre  SABC. 


Des  angles  plans  et  des  angles  dièdres  d’an  angle  trièdre. 
Théorème  1. 


383.  Dans  un  angle  trièdre,  chaque  angle  plan  est  plus  petit 
que  la  somme  des  deux  autres. 

Soit  l’angle  trièdre  SABC  et  supposons  que  le  plus  grand  de 
s ses  angles  plans  soit  ASC;  je  dis  qu’on  a 

A 


A\ 


* - !> 

/ ~ - . 


ASC  < ASB  BSC. 


Je  fais  dans  la  face  ASC  l’angle  CSD  égal  à 
l’angle  CSB.  et  entre  les  deux  arêtes  SA,  SC,  je 
^iB  mène  une  droite  quelconque  AC,  qui  coupe 
SD  au  point  D;  je  prends  la  longueur  SB  égale 
à SD  et  je  joins  le  point  B aux  points  A et  C.  Alors  les  trian- 
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gles  SDC,  SBC,  sont  égaux,  comme  ayant  un  angle  égal  com- 
pris entre  deux  côtés  égaux  chacun  à chacun;  donc 

DC  = BC. 

Maintenant  on  a 

AD-f-DC  < AB  4-  BC, 

et  par  conséquent 

AD  < AB. 

Ainsi,  les  deux  côtés  SA,  SD,  du  triangle  SAD  sont  respecti- 
vement égaux  aux  deux  côtés  SA,  SB,  du  triangle  SAB,  et  le 
troisième  côté  du  premier  triangle  est  plus  petit  que  le  troi- 
sième côté  du  second;  donc  on  a (94) 

ASD  < ASB, 

et,  si  on  ajoute  au  premier  membre  l’angle  DSC  et  au  second 
l’angle  égal  BSC,  on  obtient  ' 

ASC  < ASB  4-  BSC. 

Corollaire.  — Dans  un  angle  trièdre,  chaque  angle  plan  est 
plus  grand  que  la  différence  des  deux  autres. 

Théorème  H. 

384.  La  somme  des  trois  angles  plans  d’un  angle  trié  dre 
SABC  est  plus  petite  que  4 angles  droits. 

Prolongeons  l’arètc  AS  d’une  longueur  quel- 
conque SD.  Dans  l’angle  trièdre  SBCD,  on 
aura  ( 383) 

BSC  < BSD  -f-  CSD, 

et,  si  on  ajoute  de  part  et  d’autre  ASB  -t-  ASC, 
il  vient 

ASB  4- ASC  4- BSC  < BSD  4 CSI>  4- ASB  4- ASC. 
Mais  BSD -f- ASB  = 2dr  et  CSD  + ASC  = adr, 
donc  on  a ASB  4-  ASC  4 BSC  < 4dr* 

Théorème  III. 

385.  Si  du  sommet  d’un  angle  trièdre  SABC  on  élève  sur 
chacune  des  faces  ASB,  BSC,  CSA,  une  perpendiculaire  faisant 
un  angle  aigu  avec  l'arête  située  hors  de  celte  face,  l'angle 
trièdre  qui  a pour  arêtes  ces  trois  perpendiculaires  SC' , S A',  SB', 
et  l'angle  trièdre  proposé  sont  supplémentaires.  (Deux  angles 
trièdres  sont  dits  supplémentaires,  lorsque  les  angles  plans  de 
chacun  de  ces  angles  trièdres  sont  les  suppléments  des  angles 
qui  mesurent  les  angles  dièdres  de  l’autre.) 
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Car  SC'  est  une  perpendiculaire  élevée  d’un  point  de  l’arête 
de  l’angle  dièdre  SB  sur  la  face  ASB,  du  côté  où  se  trouve 
l’autre  face  BSC,  et  SA'  est  une  perpendi- 
culaire élevée  du  même  point  sur  la  face 
BSC,  du  côté  où  se  trouve  l’autre  face  ASB; 
donc  l’angle  C'SA'  est  le  supplément  de 
celui  qui  mesure  l’angle  dièdre  SB  (364)  : de 
même  les  angles  C'SB',  A'SB',  sont  respec- 
tivement les  suppléments  des  angles  qui 
mesurent  les  angles  dièdres  SA,  SC. 

Maintenant  SC  étant,  par  suite  de  l’hypothèse,  perpendicu- 
laire à la  fois  aux  deux  droites  SA',  SB',  l’est  aussi  à la  face 
A'SB'  du  second  angle  trièdre  SA'B'C',  et  de  plus  l’angle  CSC' 
est  aigu  ; de  même  SA  et  SB  font  respectivement  des  angles 
aigus  avec  SA'  et  SB'  cl  sont  respectivement  perpendiculaires 
aux  faces  C'SB',  C'SA';  donc  Tes  angles  plans  de  l’angle  trièdre 
SABC  sont  aussi  les  suppléments  des  angles  dièdres  de  SA'B'C'. 

Remarque.  — Les  perpendiculaires  SA',  SB',  SC'  ne  peu- 
vent pas  se  confondre,  sans  quoi  les  trois  faces  de  l’angle 
trièdre,  étant  perpendiculaires  à une  même  droite,  seraient 
dans  un  même  plan  (315). 

Les  droites  SA',  SB',  SC'  ne  peuvent  pas  non  plus  être 
situées  dans  un  même  plan  P;  sans  quoi  les  trois  faces  de 
l’angle  trièdre  SABC  seraient  perpendiculaires  à ce  plan  (356), 
et,  par  suite,  elles  se  couperaient  suivant  une  même  droite 
passant  par  le  sommet  S et  perpendiculaire  au  plan  P (361). 

Théorème  IV. 

386.  Dans  tout  angle  trièdre,  la  somme  des  trois  angles 
dièdres  est  compr  se  entre  i droits  et  6 droits;  et  le  plus  petit 
angle  dièdre,  augmenté  de  deux  droits,  est  plus  grand  que  la 
somme  des  deux  autres. 

i°  Soient  A,  B,  C les  angles  dièdres  d’un  angle  trièdre  quel- 
conque, et  «',  b',  & les  faces  de  l’angle  trièdre  supplémen- 
taire, on  aura  : 

A = 2,lr  — a' 

B — a *'  — b' 

C=  2dr— c', 

d’où  A + R + C = 6Jr — (n'-t-ô'-f-c). 

Mais  la  somme  a'-\-b'-\-c'  est  moindre  que  4dr  et  pins 
grande  que  zéro  ; donc  la  somme  A -+-  B -+-  C est  plus  grande 
que  2dr  et  moindre  que  6d\ 

2"  Si  A est  le  plus  petit  des  trois  angles  dièdres,  a'  sera  le 
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plus  grand  des  trois  angles  plans  de  l’angle  trièdrc  supplémen- 
taire et  on  aura 

b'  -+■  c'  > a', 

ou  jJr-B  + — C>  2,,r — A; 

ajoutant  aux  deux  membres  A +B  -t-  C,  il  vient 
A -h  adr  > B C. 

387.  Remarque.  — Lorsque  les  trois  arêtes  d’un  angle 
trièdre  sont  perpendiculaires  entre  elles,  deux  à deux,  les  trois 
angles  dièdres  sont  droits  et  on  dit  que  l’angle  trièdre  est  trirec- 
langle.  Il  est  birectangle,  lorsque  deux  angles  dièdres  seule- 
ment sont  droits,  et  rectangle,  s’il  n’a  qu’un  angle  dièdre  droit. 

Cas  d'égalité  d'angles  trièdres. 

Théorème  I. 

388.  Deu » angles  trièdres  sont  égaux  ou  symétriques,  lors- 
qu’ils ont  une  face  égale  adjacente  à deux  angles  dièdres 
égaux  chacun  à chacun. 

i"  Soient  les  angles  trièdres  SABC,  TDEF,  et  supposons  la 
face  ASC  égale  à la  face  DTF,  l’angle  dièdre  SA  égal  à l’angle 
dièdre  TD,  l’angle  dièdre  SC  égal  à l’angle  dièdre  TF.  Si  on 
porte  l’angle  trièdre  TDEF  sur  SABC  de  manière  que  la  face 


DTF  coïncide  avec  son  égale  ASC,  les  plans  DTE,  FTE  s’appli- 
queront respectivement  sur  les  plans  ASB,  CSB,  puisque  les 
angles  dièdres  SA  et  TD  sont  égaux,  ainsi  que  les  angles 
dièdres  SC  et  TF;  donc  les  deux  angles  trièdres  SABC,  TDEF 
sont  égaux. 

2“  Soient  les  angles  trièdres  SABC,  T'D’E’F',  et  supposons 
la  face  ASC  égale  à la  face  D'T'F',  l’angle  dièdre  SA  égal  à 
l’angle  dièdre  T'D',  l’angle  dièdre  SC  égal  à l’angle  dièdre  T'F'. 
Dans  ce  cas  les  angles  dièdres  égaux  SA  et  T'D',  SC  et  T'F'  ne 
sont  pas  disposés  de  la  même  manière,  par  rapport  aux  faces 
égales  ASC,  D'T'F',  et  il  n’est  plus  possible  de  superposer  les 
angles  trièdres  SABC,  T'D'E'F';  mais,  si  on  porte  l’angle  trièdre 

Éléments.  1 3 
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T'D'E'F'  sur  l’angle  irièdre  SA'B'C',  symétrique  de  SABC,  de 
manière  que  la  face  D'T'F'  coïncide  avec  son  égale  A'SC\  les 
plans  D'T'E',  F'T'E'  s’appliqueront  sur  les  plans  A’SB',  CSB'; 
donc  les  deux  angles  trièdres  SABC,  T'D'E'F',  sont  symétriques. 


Théorème  II. 


389.  Deux  angles  trièdres  sont  égaux  ou  symétriques,  lors- 
qu'ils ont  un  angle  dièdre  égal  compris  entre  deux  faces 
égales  chacune  à chacune. 

i°  Soient  les  angles  trièdres  SABC,  TDEF,  et  supposons 
l’angle  dièdre  SB  égal  à l’angle  dièdre  TE,  la  face  BSA  égale  à 
la  face  ETD,  la  face  BSC  égale  à la  face  ETF.  Si  on  porte  l’angle 
irièdre  TDEF  sur  SABC  de  manière  que  l’angle  dièdre  TE 


coïncide  avec  son  égal  SB,  les  arêtes  TD,  TF,  s’appliqueront 
respectivement  sur  les  arêtes  SA,  SC,  puisque  les  angles  plans 
BSA  et  ETD  sont  égaux,  ainsi  que  les  angles  plans  BSC  et  ETF  ; 
donc  les  angles  trièdres  SABC,  TDEF  sont  égaux. 

a*  Si  les  faces  égales  BSA  et  E'T'D',  BSC  et  E'T'F'  sont  in- 
versement placées,  par  rapport  aux  angles  dièdres  égaux  SB 
et  T'E',  le  second  angle  trièdre  peut  coïncider  avec  l’angle 
Irièdre  SA'B'C',  symétrique  de  SABC;  donc  les  angles  trièdres 
SABC,  T'D'E'F'  sont  symétriques. 


Tiiéoréme  III. 

390.  Deux  angles  trièdres  sont  égaux  ou  symétriques,  lors- 
qu’ils ont  leurs  trois  faces  égales  chacune  <ï  chacune. 

i°  Soient  les  angles  trièdres  SABC,  TDEF,  et  supposons  la 
face  ASB  égale  à la  face  DTE,  la  face  BSC  égale  à la  face  ETF, 


s T T* 


B E E’ 

la  face  ASC  égale  à la  face  DTF.  Si  l’on  prend  les  six  longueurs 
égales  SA,  SB,  SC,  TD,  TE,  TF,  et  qu’on  mène  les  droites 
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AB,  BC,  AC,  DE,  EF,  DF,  les  triangles  SAB,  SBC,  SAC  seront 
respectivement  égaux  aux  triangles  TDE,  TEF,  TDF,  comme 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à 
chacun;  donc  AB  — DE,  BC=  EF,  AC  = DF;  donc,  les  trian- 
gles ABC,  DEF  sont  aussi  égaux,  et  on  a l’angle  BAC  égal  à 
l’angle  EDF. 

Maintenant,  d’un  point  quelconque  G de  l’arête  SA  j’élève 
sur  SA,  dans  les  plans  SAB,  SAC,  les  perpendiculaires  GU,  GK, 
et,  comme  les  angles  à la  base,  SAB,  SAC,  des  triangles  iso- 
cèles SAB,  SAC,  sont  aigus,  ces  perpendiculaires  rencontre- 
ront les  côtés  AB,  AC,  aux  points  H et  K (Si);  enfin  je  mène 
la  droite  HK. 

De  même,  après  avoir  pris  la  longueur  DL  égale  à AG,  j’é- 
lève dans  les  plans  TDE,  TDF  les  droites  LM,  LN,  perpendi- 
culaires à l’arète  TD,  qui  rencontrent  DE,  DF  aux  points  M,  N, 
et  je  mène  la  droite  MN. 

Cela  posé,  dans  les  triangles  AGH,  DLM,  le  côté  AG  = DL, 
l’angle  GAH  = LDM  à cause  de  l’égalité  des  triangles  SAB, 
TDE,  et  les  angles  AGH,  DLM  sont  droits;  donc  ces  triangles 
sont  égaux,  et  par  suite  GH  = LM,  AII  = DM.  On  verrait  de 
même  que  GK  = LN  et  que  AK  = DN. 

Alors  les  triangles  AIIK,  DMN  ont  un  angle  égal  compris 
entre  deux  côtés  égaux  chacun  à chacun;  donc  HK  = MN  : 
par  suite,  les  triangles  GHK,  LMN  sont  équilatéraux  entre 
eux,  et  les  angles  HGK,  MLN,  qui  mesurent  les  angles  dièdres 
SA,  TD,  sont  égaux.  Ainsi,  dans  les  deux  angles  trièdres  S,  T, 
les  angles  dièdres  SA,  TD  sont  égaux,  et  de  plus  ils  sont  com- 
pris entre  deux  faces  égales  chacune  à chacune;  donc  ces 
angles  trièdres  sont  égaux. 

2“  Si  les  faces  égales  ASB  et  D'T'E',  BSC  et  E'T'F'  étaient 
inversement  placées,  par  rapport  aux  faces  égales  ASC  ei 
D'T'F',  les  deux  angles  trièdres  SABC,  T'D'E'F'  seraient  symé- 
triques. [Note  6i.j 

TnÊORÊME  IV. 

391.  Deux  angles  trièdres  S et  T sont  égaux  ou  symé- 
triques, lorsqu’ils  ont  leurs  angles  dièdres  égaux  chacun  à 
chacun. 

En  effet,  puisque  S et  T ont  leurs  angles  dièdres  égaux, 
leurs  angles  trièdres  supplémentaires,  que  je  désignerai  par  S' 
et  T',  auront  leurs  faces  égales  chacune  à chacune  et  par  suite 
leurs  angles  dièdres  égaux.  Ensuite,  S' et  T' ayant  leurs  angles 
dièdres  égaux,  les  angles  trièdres  S et  T auront  leurs  faces 
égales  chacune  à chacune;  donc  les  angles  trièdres  S et  T sont 
égaux  ou  symétriques. 

1 3. 
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Remarque.  — Lorsque  deux  angles  trièdres  sont  égaux,  on 
peut  reconnaître  qu'aux  faces  égales  sont  opposés  des  angles 
dièdres  égaux,  et  qu’aux  angles  dièdres  égaux  sont  opposés 
des  faces  égales. 

11  en  est  de  même,  lorsque  les  deux  angles  trièdres  sont 
symétriques. 

Dépendance  entre  deux  face»  d'un  angle  trièdre 
et  les  angles  dièdres  opposés. 

Thêorèmb  1. 

392.  Dans  un  angle  trièdre  isoèdre  SABC,  les  angles  dièdres 
SA,  SC,  opposés  aux  faces  égales  BSA,  BSC,  sont  égaux;. 

Par  l’arête  SB  et  la  bissectrice  AD  de  l'angle  plan  ASC  me- 
nons  le  plan  BSD  ; les  deux  angles  trièdres  SABD, 
SCBD  auront  leurs  trois  faces  égales  chacune  à 
\ chacune  et  seront  symétriques;  donc  l’angle  diè- 
dre SA  est  égal  à l'angle  dièdre  SC. 

—A  Corollaire  I.  — De  ce  que  les  angles  trièdres 
SABD,  SCBD,  sont  symétriques,  ils  sont  égaux 
dans  toutes  leurs  parues.  Donc,  le  plan  BSD  est 
perpendiculaire  sur  la  face  ASC,  et  il  divise  l’ angle  dièdre  ASBC 
en  deux  parties  égales. 

Corollaire  II.  — Si  les  trois  faces  d’un  angle  trièdre  sont 
égales  entre  elles,  ses  trois  angles  dièdres  sont  aussi  égaux  entre 
eux. 

Théorème  II. 

393.  Si  dans  un  angle  trièdre  SABC  deux  angles  dièdres 
SA,  SC  sont  égaux,  les  faces  opposées  BSC,  BSA  sont  égales, 
et,  par  conséquent,  l'angle  trièdre  est  isoèdre. 

En  effet,  soit  SA'B'C'  l’angle  trièdre  symétrique  du  premier, 
on  aura 

BSA  = B' SA'. 

Maintenant,  si  on  fait  pivoter  l’angle  trièdre 
SA'B'C',  autour  du  sommet  S,  de  manière  que 
la  face  A'SC'  s’applique  sur  son  égale  CSA,  et 
que  les  arêtes  SB,  SB'  soient  du  même  côté 
de  la  face  commune  CSA,  les  plans  B'SC', 
B'SA'  s’appliqueront  respectivement  sur  les 
plans  BSA,  BSC,  puisque  l’angle  dièdre  SC'  = SC  = SA  et  que 
l’angle  dièdre  SA' = SA  = SC;  donc  les  deux  angles  trièdres 
coïncideront,  et  par  suite 

BSC  = B' SA'. 
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Ainsi,  les  deux  faces  BSA,  BSC  sont  égales  chacune  à la 
faccB'SA';  donc  elles  sont  égales  entre  elles. 

si utre  démonstration.  — Soient  A,  B,  C les  angles  dièdres 
de  I angle  trièdre  proposé,  et  a,  b,  c les  faces  opposées  à ces 
angles  dièdres;  de  même,  désignons  par  a’,  b',  c'  les  faces  de 
1 angle  trièdre  supplémentaire  du  premier,  qui  sont  les  sup- 
plément*; des  angles  dièdres  A,  B,  C,  et  par  A',  B',  C'  les  an- 
gles dièdres  opposés  aux  faces  a',  b',  c';  enfin,  supposons  qu’on 
ait  A = C.  De  ce  que  A = C,  on  a a'  = c',  et  par  consé- 
quent A'  = C'  ; ensuite,  de  ce  que  A'  = C',  on  a a = c,  ce  qu’il 
fallait  démontrer. 

Corollaire.  — Si  les  trois  angles  dièdres  d'un  angle  trièdre 
sont  égaux  entre  eux,  les  trois  faces  sont  aussi  égales  entre 
elles. 


Tüéorëne  III. 

394.  Si  dans  un  angle  trièdre  SABC  deux  angles  dièdres 
SA,  SC  sont  inégaux,  au  plus  grand  angle  dièdre  SA  est  op- 
posée la  plus  grande  face  BSC. 

Faisons  l’angle  dièdre  DSAC  égal  à l’angle  dièdre  SC,  et  soit 
SD  l’intersection  du  plan  SADavec  le  plan  SBC.  L’angle  trièdre 
SAI)C  sera  isoèdre  et  on  aura 

DSA  = DSC. 

Mais,  dans  l’angle  trièdre  SABD,  la  somme  des  deux  faces 
BSD,  DSA  est  plus  grande  que  BSA,  ainsi  on  a 

BSD  -+-  DSA  > BSA  ; 

et,  en  remplaçant  l’angle  DSA  par  son  égal  DSC, 
il  vient 

BSD  DSC  > BSA 
ou 

BSC  > BSA. 

Corollaire.  — Si  dans  un  angle  trièdre  deux  faces  sont  iné- 
gales. à la  plus  grande  face  est  opposé  le  plus  grand  angle 
dièdre. 


Des  angles  plans  et  des  angles  dièdres  d’nn  angle  polyèdre. 
Théorème  1. 

395.  La  somme  des  angles  plans  d’un  angle  polyèdre  con- 
vexe est  plus  petite  que  !\  angles  droits. 
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Soit  l’angle  polyèdre  convexe  SABCDE.  Je  le  coupe  par  un 
plan,  qui  rencontre  toutes  ses  arêtes  et  détermine  le  poly- 
gone ABCDE,  et  d’un  point  O,  pris  dans 
l’intérieur  de  ce  polygone,  je  mène  aux 
différents  sommets  les  droites  OA,  OB,  OC, 
OD,  OE. 

Je  forme  ainsi  des  triangles  OAB,  OBC,..., 
qui  ont  chacun  pour  sommet  le  jioint  O et 
pour  base  un  cùlé  du  polygone;  d'ailleurs, 
chaque  côté  du  polygone  sert  aussi  de  base 
à un  des  triangles  SAB,  SBC,...,  qui  ont 
pour  sommet  commun  le  point  S.  Donc  il  y a autant  de  trian- 
gles autour  du  point  O qu’il  y en  a autour  du  point  S,  et,  par 
suite,  la  somme  de  tous  les  angles  de  ces  derniers  triangles 
est  la  même  que  celle  de  tous  les  angles  des  premiers. 

Mais,  en  considérant  l’angle  trièdre  qui  a pour  arêtes  AB, 
AE,  AS,  puis  celui  qui  a pour  arêtes  BA,  BC,  BS,  et  ainsi  de 
suite,  on  aura  (383) 

BAE  ou  BAO  -+-  OAE  < SAB  4-  SAE 
ABO  -+-  OBC  < SBA  + SBC, 


s 


Donc,  dans  les  triangles  qui  ont  pour  sommet  le  point  O,  la 
somme  des  angles  à la  base  est  moindre  que  la  somme  des 
angles  à la  base  dans  les  triangles  qui  ont  pour  sommet  le 
point  S,  et,  par  compensation,  la  somme  des  angles  formés 
autour  du  point  O,  qui  est  égale  à 4 droits,  est  plus  grande 
que  celle  des  angles  formés  autour  du  point  S.  Donc  cette  der- 
nière somme  est  plus  petite  que  4 angles  droits.  [Note  61 .) 

Théorème  II. 

396.  La  somme  des  angles  dièdres  d'un  angle  polyèdre  con- 
vexe de  n faces  est  plus  grande  que  n — 2 fois  2 angles  droits  et 
moindre  que  n — 2 fois  6 angles  droits. 

Car,  en  menant  des  plans  par  l’une  des  arêtes  et  par  cha- 
cune des  arêtes  des  angles  dièdres  opposés,  on  décomposera 
l’angle  polyèdre  en  n — 2 angles  trièdres;  or,  la  somme  des 
angles  dièdres  de  chaque  angle  trièdre  est  comprise  entre 
2 droits  et  6 droits.  Donc  la  somme  des  angles  dièdres  de  tous 
les  angles  trièdres  ou  la  somme  des  angles  dièdres  de  l’angle 
polyèdre  est  comprise  entre  n — 2 fois  2 angles  droits  et  n — 2 
fois  6 angles  droits. 
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§ V.  - PROPOSITIONS  DIVERSES. 

TrëorRme  I. 

397.  Si  un  plan  MR  divise  un  angle  dièdre  PQMN  en  deux 
parties  égales, 

i“  Tout  point  du  plan  bissecteur  est  également  distant  des 
deux  faces  de  l’angle  dièdre  ; 

2®  Tout  point , pris  hors  du  plan  bissecteur  et  dans  F inté- 
rieur de  l'angle  dièdre,  est  inégalement  distant  de  ces  mêmes 
faces. 

i°  Soit  le  point  À pris  sur  le  plan  MR;  je  dis  que  AB,  per- 
pendiculaire à MN,  est  égale  à AC,  perpendiculaire  à PQ. 

Car  le  plan  ABDÇ,  mené  par  les  droites  AB,  AC,  est  perpen- 
diculaire à la  fois  aux  deux  plans  MN, 
PQ  et  par  suite  à leur  intersection  MQ, 
au  point  D;  donc  les  angles  ADB,  ADC, 
formés  par  les  intersections  du  plan 
ABDC  avec  les  plans  MR,  MN,  PQ,  me- 
surent les  angles  dièdres  égaux  RMQN, 
RMQP;  donc  DA  est  la  bissectrice  de 
l’angle  CÎDB,  et,  en  vertu  de  la  Géométrie 
plane,  il  s’ensuit  que  les  distances  AB,  AC  du  point  A aux 
côtés  DB,  DC  sont  égales  (114). 

a"  Soit  !e  point  £ situé  hors  du  plan  bissecteur;  je  dis 
que  EF,  perpendiculaire  au  plan  PQ,  est  moindre  que  EB, 
perpendiculaire  au  plan  MN. 

Car  le  plan  EFB  coupera  le  plan  MR  suivant  une  droite  DA, 
qui  sera  encore  la  bissectrice  de  l’angle  FDB,  et  dans  ce  plan 
on  aura 

EF  < EB. 

Corollaire.  — Le  plan  bissecteur  d'un  angle  dièdre  PQMN 
est  le  lieu  géométrique  des  points  situés  dans  l'intérieur  de 
cet  angle  et  également  distants  de  ses  faces  MN,  PQ. 


Théorème  II. 

398.  Si  deux  plans  se  coupent  et  qu'une  droite  AB  soit  per- 
pendiculaire à l'un  de  ces  plans  PQ,  ta  projection  de  celte 
droite  sur  l’autre  plan  MN  sera  perpendiculaire  à F intersection 
des  deux  plans. 

Du  point  A abaissons  sur  le  plan  MN  la  perpendiculaire  A a 
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et  par  les  deux  droites  A a,  AB,  faisons  passer  un  plan  qui 
coupera  MQ  au  point  C.  Le  plan  ABCa 
sera  perpendiculaire  à la  fois  aux  deux 
plans  MN,  PQ,  et  par  suite  il  sera  per- 
pendiculaire à leur  intersection  MQ: 
donc  la  droite  «C  est  perpendiculaire  à 
MQ.  Or,  aC  est  la  projection  de  AB  sur  le 
plan  MN  ; car  toute  perpendiculaire  abais- 
sée d’un  point  de  AB  sur  MN  sera  contenue  dans  le  plan 
ABCa  (360).  Donc  la  proposition  est  démontrée. 

Définition.  — Le  plan  ABCa  qui  passe  par  la  droite  AB  et 
qui  est  perpendiculaire  au  plan  MN  est  le  plan  projetant  de 
la  droite  AB  sur  le  plan  MN. 


Théorème  111. 

399.  Si  deux  plans  MN,  PQ  sont  perpendiculaires  entre 
eux,  toute  droite  AB  perpendiculaire  à l'un  de  ces  plans  MN 
sera  parallèle  à l'autre  PQ  ou  y sera  contenue  tout  entière. 

Supposons  d'abord  que  la  droite  AB  ne  rencontre  pas  l'in- 
tersection QR  des  deux  plans,  et  par  un 
point  C du  plan  PQ  menons  une  parallèle 
CD  à la  droite  AB;  celte  parallèle  sera 
aussi  perpendiculaire  au  plan  MN  (31G), 
et  par  conséquent  elle  sera  contenue 
dans  le  plan  PQ  (360).  Ainsi,  la  droite  AB 
est  parallèle  à une  droite  CD  située  dans 
le  plan  PQ;  donc  elle  est  parallèle  à ce  plan. 

Maintenant,  si  la  droite  AB  rencontrait  l’intersection  QR, 
on  a vu  (360)  qu’elle  serait  contenue  tout  entière  dans  le 
plan  PQ. 

Démarqué.  — La  première  partie  de  ce  théorème  peut  se 
démontrer  par  la  réduction  à l’absurde.  Car,  si  la  droite  AB 
n’était  pas  parallèle  au  plan  PQ,  elle  le  rencontrerait  en  un 
point  0,  par  exemple,  et  on  pourrait  de  ce  point  abaisser 
sur  QR  une  perpendiculaire  qui  serait  aussi  perpendiculaire 
au  plan  MN  (338);  donc  on  aurait  deux  perpendiculaires 
abaissées  du  point  O sur  le  plan  MN,  ce  qui  est  impossible. 


Théorème  IV. 

iOO.  Les  projections  ab,  cd,  de  deux  droites  parallèles  AB, 
CD,  sur  un  plan  MN  sont  parallèles. 
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Car  les  droites  A a.  Ce,  qui  projettent  les  points  A,  C,  sur  le 
. plan  MN,  sont  parallèles  (318),  et,  comme 

. ? J?  les  droites  AB,  CI)  sont  aussi  parallèles, 

par  hypothèse,  il  s’ensuit  que  les  plans 
7 projetants  BA«,  DCc  sont  parallèles  (373). 
Donc  les  intersections  ab,  cJ  de  ces 
i . * p|ans  par  je  pian  MN,  ou  les  projections 

des  droites  AB,  CD,  sur  ce  plan,  sont  parallèles. 


/ U 


Théorème  V. 

401.  On  peut  construire  un  angle  trièdre  ayant  pour  faces 
trois  angles  plans  donnés,  si  la  somme  de  ces  angles  est 
moindre  que  4 droits,  et  si  le  plus  grand  est  plus  petit  que  la 
somme  des  deux  autres, 

Soient  ASB,  ASC,  BSD,  les  trois  angles  plans  donnés,  situés 
sur  le  même  plan,  et  supposons  que  l’angle  ASB,  adjacent  aux 
deux  autres,  soit  le  plus  grand. 

Du  point  S comme  centre,  avec  un  rayon  quelconque,  je 
décris  une  circonférence  qui  coupe  les  côtés  des  angles  aux 
points  A,  B,  C,  D;  je  prends  l’arc 
AE  = AC  et  je  mène  la  corde  CE  qui 
sera  perpendiculaire  sur  le  rayon  SA 
et  divisée  par  SA,  au  point  F,  en  deux 
parties  égales;  de  même,  je  prends 
l’arc  BG  = BD  et  je  mène  la  corde  DG 
qui  coupe  le  rayon  SB  au  point  H.  En 
vertu  de  l’hypothèse,  l’arc  AB  est  plus 
grand  que  chacun  des  arcs  AC,  BD, 
et  il  est  moindre  que  AC  + BD  ; donc  après  avoir  pris 
sur  AB  l’arc  AE  = AC,  le  reste  EB  est  moindre  que  BD,  et, 
par  conséquent,  en  prenant  BG  = BD,  le  point  G tombera 
entre  les  points  E et  A,  d’où  il  résulte  que  les  cordes  CE,  DG 
se  couperont  en  un  point  0 situé  dans  l’intérieur  du  cercle. 

Cela  posé,  j’élève  OK  perpendiculaire  au  plan  ASB;  du 
point  F comme  centre,  avec  le  rayon  FC,  je  décris  dans  le 
plan  FOK  un  arc  qui  coupe  OK  en  un  point  K;  je  mène  la 
droite  SK  et  je  dis  que  l’angle  trièdre  SABK  a pour  faces 
les  trois  angles  plans  donnés. 

Car  la  face  ASB  est  d'abord  un  des  angles  donnés.  D’ailleurs, 
la  droite  SA,  située  dans  le  plan  ASB,  est  perpendiculaire  à la 
projection  OF  de  l’oblique  KF  sur  le  plan  ASB,  et  par  consé- 
quent SA  est  aussi  perpendiculaire  à KF  ( 337  ) ; ainsi,  dans  les 
triangles  SFK,  SFC,  les  angles  SFK,  SFC  sont  droits,  le  côté  SF 
est  commun,  et  le  côté  FK  = FC  par  construction;  donc  ces 
triangles  sont  égaux,  d’où  il  suit  que  l’angle  KSF  est  égal  à 
l'angle  FSC  ou  au  second  angle  donné  ASC  : et  de  plus. 
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SK  = SC  = SD.  Do  même,  l’oblique  Kll  esl  perpendiculaire 
à SB,  el  dans  les  triangles  rectangles  SHK,  SUD,  l’hypoténuse 
SK  = SD  et  le  côté  SH  est  commun  ; donc  l’angle  KS1I  est  égal 
au  troisième  angle  donné  BSD. 

Remarque.  — On  a supposé  dans  la  figure  que  les  an- 
gles ASC,  BSD,  étaient  aigus;  mais  ils  pourraient  être  tous 
deux  droits  ou  obtus,  l’un  aigu  et  l’autre  droit  ou  obtus,  l’un 
droit  et  l’autre  obtus.  Avec  un  peu  d’attention  on  découvrira 
sans  difficulté  les  modifications  que  doit  subir  la  démonstra- 
tion précédente  dans  ces  différents  cas. 

Corollaire  /.  — D’après  ce  théorème  et  en  vertu  des 
n“  383  et  384,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu'on  puisse  construire  un  angle  trièdre  avec  trois  faces 
données  sont  : i°  que  la  somme  de  ses  faces  soit  moindre  que 
4 droits  ; 2°  que  la  plus  grande  soit  plus  petite  que  la  somme 
des  deux  autres. 

Corollaire  II.  — Pour  qu'on  puisse  former  un  angle  trièdre 
ayant  trois  angles  dièdres  donnés,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
somme  de  ces  angles  dièdres  soit  comprise  entre  2 droits  et 
6 droits,  et  que  le  plus  petit,  augmenté  de  a droits,  soit  plus 
grand  que  la  somme  des  deux  autres. 

Nous  avons  vu  (386)  que  ces  conditions  sont  nécessaires; 
il  ne  reste  plus  qu’à  démontrer  qu’elles  sont  suffisantes. 

Désignons  par  A,  B,  C,  les  angles  dièdres  donnés,  parmi  les- 
quels A est  le  plus  petit,  par  u! , b',  c',  les  suppléments  des 
angles  plans  qui  mesurent  ces  angles  dièdres,  et  supposons 
qu’on  ait 

A + B + C >a-\ 

A •+-  B -t- C <6-*% 

A ■+■  2*r  > B C. 

De  là  on  déduit  facilement 

a'  b'  -+-  c'  < 4Jr, 
a'  -H  b'  -+-  c'  > o, 
b'  + c'  > a'. 

C)r,  en  vertu  de  ces  dernières  inégalités,  on  peut  construire 
un  angle  trièdre  ayant  pour  faces  a',  b',  c',  et  par  suite  son 
an6'e  trièdre  supplémentaire;  et  ce  dernier  angle  trièdre  aura 
pour  angles  dièdres  A,  B,  C.  [Note  6i.] 
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LIVRE  SIXIÈME. 

DES  POLYÈDRES. 


Définitions. 

402.  Polyèdre.  — Un  polyèdre  est  un  solide  terminé  de 
toutes  parts  par  des  plans. 

Ces  plans  forment  par  leurs  intersections  des  polygones, 
qui  sont  les  faces  du  polyèdre  et  dont  l’ensemble  est  la  sur- 
face du  polyèdre. 

On  appelle  angles  d’un  polyèdre  les  angles  solides  formés 
par  ses  différentes  faces. 

Les  sommets  de  ces  angles  solides  sont  les  sommets  du  po- 
lyèdre, et  les  côtés  des  faces  en  sont  les  arêtes  ou  les  côtés. 

On  appelle  diagonale  d’un  polyèdre  toute  droite  qui  joint 
deux  de  ses  sommets  non  situés  dans  la  même  face. 

Le  plus  simple  des  polyèdres  est  celui  qui  a quatre  faces, 
ou  le  tétraèdre.  L'hexaèdre,  l 'octaèdre,  le  dodécaèdre  et 
Yicosaèdre  sont  des  polyèdres  qui  ont  six,  huit,  douze,  et 
vingt  faces. 

403.  Un  polyèdre  est  convexe,  lorsqu’il  est  situé  tout  en- 
tier d’un  même  côté  du  plan  de  chacune  de  ses  faces.  Tout 
tétraèdre  est  un  polyèdre  convexe. 

404.  Prisse  et  parallèlipipède.  — Le  prisme  est  un  po- 
lyèdre qui  a deux  faces  égales  et  parallèles,  et  dont  les  autres 
faces  sont  des  parallélogrammes. 

Pour  construire  un  prisme  on  peut  mener  d'abord  deux 
plans  parallèles,  former  dans  l'un  de  ces  plans  un  polygone 
, R quelconque  ABCDE  et  mener  par  les  sommets 

A de  ce  polygone  les  droites  AF,  BG,  CTI 

" parallèles  entre  elles;  ces  droites  détermi- 
neront sur  l’autre  plan  les  sommets  d’un  po- 
lygone FGIIKL  et  le  polyèdre  compris  sous 
les  deux  polygones  et  sous  les  faces  ABGF, 
BCIIG, . . .,  sera  un  prisme.  Car  ces  dernières 
faces  sont  d’abord  des  parallélogrammes  (367); 
d'où  il  résulte  que  les  côtés  des  deux  polygones  sont  respec- 
tivement égaux,  et  que  leurs  angles  sont  aussi  égaux  chacun  à 
chacun,  comme  ayant  leurs  côtés  parallèles  et  dirigés  dans  le 
même  sens  (309). 
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Les  polygones  ABCDE,  FGIIKLsoni  lesèfl.sci  du  prisme,  el  les 
parallélogrammes  ABGF,  BC11G, ...  en  sont  les  Jaces  latérales. 

La  hauteur  d’un  prisme  est  la  distance  des  plans  de  ses 
deux  bases  (374).  Ainsi,  la  perpendiculaire  GO  abaissée  du 
point  G sur  le  plan  de  la  base  ABCDE  est  la  hauteur  du 
prisme  AH. 

Un  prisme  est  droit  ou  oblique , lorsque  ses  arêtes  laté- 
rales AF,  BG,...  sont  perpendiculaires  ou  obliques  aux 
plans  des  bases.  11  est  triangulaire,  quadrangulaire,  penta- 
gonal, hexagonal,. .. , selon  que  sa  base  est  un  triangle,  un 
quadrilatère,  un  pentagone,  un  hexagone 


405.  Le  prisme  AG,  qui  a pour  bases  des  parallélogrammes 
ABCD,  EFGH,  est  un  parallélipipède. 

D’après  ce  qu’on  vient  de  voir,  un  parallélipipède  est  droit 
lorsque  ses  arêtes  latérales  sont  perpendicu- 
laires aux  plans  de  ses  bases.  Le  parallélipi- 
pède droit,  qui  a pour  bases  des  rectangles, 
est  appelé  parallélipipède  rectangle. 

Le  cube  est  un  parallélipipède  rectangle 
dont  les  bases  el  les  faces  latérales  sont  des 
carrés.  Ainsi,  le  cube  est  un  polyèdre  com- 
pris sous  six  carrés  égaux  entre  eux. 


!.. 


s 

A 


406.  Pïramide. — Une  pyramide  est  un  polyèdre  dont  l’une 
des  faces  est  un  polygone  quelconque  ABCDE,  et  dont  les 
autres  faces  sont  des  triangles  formés  en  joi- 
gnant les  sommets  du  polygone  à un  même 
point  S de  l’espace. 

Le  polygone  ABCDE  est  la  base  de  la  pyra- 
mide, le  point  S en  est  le  sommet,  et  la  per- 
pendiculaire SO,  abaissée  du  sommet  sur  le 
plan  de  la  base,  en  est  la  hauteur. 

Les  triangles  SAB,  SAC,...  forment  en- 
semble la  surface  latérale  de  la  pyramide. 


o >c 


407.  Une  pyramide  est  triangulaire,  quadrangulaire,..., 

selon  que  sa  base  est  un  triangle,  un  quadrilatère Elle 

est  régulièie,  lorsque  sa  base  est  un  polygone  régulier  et  que 
la  perpendiculaire  abaissée  de  son  sommet  sur  le  plan  de 
cette  base  passe  par  le  centre  du  polygone.  Cette  perpendi- 
culaire est  l'axe  de  la  pyramide. 

408.  Lorsqu’on  coupe  une  pyramide  par  un  plan  parallèle 
à sa  base,  la  portion  de  cette  pyramide  comprise  entre  la 
base  el  le  plan  sécant  est  appelée  tronc  de  pyramide  à buses 
parallèles  ou  simplement  tronc  de  pyramide. 
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CHAPITRE  I. 

QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DU  PRISME,  DU  PARALLÉUPIPÉDE 
ET  DE  LA  PYRAMIDE. 

Nous  nous  bornerons,  dans  ce  chapitre,  à démontrer  quel- 
ques théorèmes,  qui  serviront  pour  la  mesure  des  polyèdres. 

S I".  - THÉORÈMES  RELATIFS  AU  PRISME  ET  AU  PARALLÉLIP1PÈDE. 

Théorème  I. 

409.  Toute  section  MNOPQ,  faite  dans  un  prisme 
ABCDEF...  par  un  plan  parallèle  à sa  base  ABCDE,  est 

égale  à celte  base. 

O 

; 5 Car  les  quadrilatères  ABNM,  BCON,...  sont 

f des  parallélogrammes  (367);  donc  les  côtés 

de  la  base  et  ceux  de  la  section  sont  respec- 

l/l  "T j\l  tivement  égaux,  et  leurs  angles  sont  aussi 

MjS'M  égaux  chacun  à chacun,  comme  ayant  leurs 

V côtés  parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens 
(309);  donc  la  section  MNOPQ  est  égale  à la 
» base  ABCDE. 

Corollaire.  — On  démontrerait  de  même  : qu'en  coupant 
toutes  les  faces  latérales  d'un  prisme  ou  leurs  prolongements 
par  deux  plans  parallèles,  on  détermine  des  sections  égales 
entre  elles. 

Donc,  la  portion  du  prisme  comprise  entre  ces  deux  plans 
serait  encore  un  prisme  (404). 

410.  Définitions.  — La  section  faite  dans  un  prisme  par  un 
plan  perpendiculaire  à ses  arêtes  latérales  est  la  section  droite 
de  ce  prisme. 

Si  l’on  coupe  un  prisme  par  un  plan  qui  ne  soit  pas  paral- 
lèle à ses  bases  et  qui  rencontre  toutes  ses  faces  latérales,  la 
portion  de  ce  prisme,  comprise  entre  la  section  et  l’une  des 
bases,  s’appelle  prisme  tronqué  ou  tronc  de  prisme. 

Théorème  II. 

411.  Deux  prismes  droits  ABCDEF,  A'B'C'D'E'F’  sont 
égaux,  lorsqu’ils  ont  des  bases  égales  ABC,  A'B'C',  et  des 
bailleurs  égales  AD,  A'D'. 
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Car,  en  portant  le  second  prisme  sur  le  premier,  de  manière 

que  la  base  A’  B'C 
coïncide  avec  son 
égale  ABC,  les  arê- 
tes des  deux  pris- 
mes coïncideront 
pareillement  (317); 
donc  les  deux  pris- 
mes sont  égaux. 


Remarque  I.  — Soient  les  deux  prismes  droits  ABCDEF, 
A'’B"C’D"E"F",  qui  ont  des  hauteurs  égales  AD,  A"D",  et 
supposons  que  leurs  bases  ABC,  A"B"C'  soient  aussi  égales, 
comme  ayant  l’angle  CAB  égal  à l’angle  C''A"B'’,  le  côté  AC 
égal  au  côté  A"C",  et  le  côté  AB  égal  au  côté  A"B".  Alors  on 
ne  peut  plus  faire  coïncider  les  deux  prismes  en  superposant 
leurs  bases  inférieures;  mais,  en  retournant  le  second  prisme 
et  en  superposant  sa  base  supérieure  D'^'F"  sur  la  base  infé- 
rieure ABC  du  premier,  les  deux  prismes  coïncideront  encore. 

Donc,  dans  tous  les  cas,  deux  prismes  droits  sont  égaux, 
lorsqu'ils  ont  des  bases  égales  et  même  hauteur. 

Remarque  II.  — Pour  plus  de  simplicité,  nous  avons  con- 
sidéré deux  prismes  triangulaires;  mais  ce  qu’on  vient  de 
dire  s’appliquerait  sans  difficulté  à deux  prismes  droits  quel- 
conques. [Note  62.] 


Théorème  111. 


412.  Les  faces  opposées  d’un  parallélipipède  AG  sont  égales 
et  parallèles. 

D’abord,  en  vertu  de  la  définition  du  parallélipipède,  les 
bases  ABCD,  EFGH  sont  des  parallélogrammes  égaux  dont 
les  plans  sont  parallèles. 

Ensuite,  les  côtes  AB,  AE  de  l’angle  EAB 
sont  respectivement  parallèles  aux  côtés  DC, 
DU  de  l’angle  HDC,  à cause  des  parallélo- 
grammes ABCD,  ADHE;  donc  déjà  la  face  AF 
est  parallèle  à la  face  DG  (373).  D’ailleurs,  les 
côtés  de  ces  angles  sont  dirigés  dans  le  même 
sens,  et  de  plus,  on  a AB  = DC,  AE  = DH;  donc  les  deux 
parallélogrammes  AF,  DG  ont  un  angle  égal  compris  entre 
deux  côtés  égaux  chacun  à chacun;  donc  ils  sont  égaux  (111). 
On  verrait  de  même  que  les  faces  opposées  AH,  BG  soin 
parallèles  et  égales. 

Corollaire.  — Dans  un  parallélipipède  on  peut  prendre 
pour  bases  deux  faces  opposées  quelconques. 
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413.  Remarque  /.  — Si  on  coupe  par  un  plan  quatre  arêtes 
parallèles  d’un  parallélipipèdc  AG,  aux 
points  K,  L,  M,  N,  les  côtés  opposés  de  la 
section  KLMN  seront  parallèles,  comme 
intersections  de  deux  parallèles  par  un  troi- 
sième, et  par  conséquent  cette  section  sera 
un  parallélogramme. 

Remarque  II.  — Le  plan  HFBT),  mené  par  deux  arêtes 
opposées  d’un  parallélipipèdc , décompose  ce  parallélipipèdc 
en  deux  prismes  triangulaires.  Car  les  plans  ABCD,  EFGH, 
sont  parallèles,  et  les  droites  AE,  BF,  DH,  sont  trois  parallèles 
menées  des  sommets  du  triangle  ABD  et  comprises  entre  les 
deux  plans;  donc  le  polyèdre  ABDEFH  est  un  prisme  trian- 
gulaire (404).  Il  en  est  de  même  du  solide  BCDFGH. 

On  peut  ainsi  diviser  le  parallélipipèdc  en  deux  prismes 
triangulaires,  de  six  manières  différentes. 

Remarque  III.  — Le  parallélipipèdc  est  un  polyèdre  com- 
pris sous  six  faces  parallèles  deux  à deux.  Ainsi,  lorsqu’on 
donne  trois  arêtes  contiguës  d'un  parallélipipède,  on  peut 
l’achever  en  menant  par  l’extrémité  de  chacune  de  ces  arêtes 
un  plan  parallèle  au  plan  des  deux  autres. 

s II.  — THÉORÈMES  RELATIFS  A LA  PYRAMIDE. 

TnÉORÈMK  I. 

414.  Si  on  coupe  une  pyramide  SABCDE  par  un  plan  abede 
parallèle  à sa  base, 

i°  Les  arêtes  SA,  SB,  SC, , et  la  hauteur  SO,  seront  di- 

visées par  ce  plan  en  parties  proportionnelles  ; 

2°  La  section  abede  sera  un  polygone  semblable  à la 
base  ABCDE. 

i"  Les  plans  ABC,  abc,  étant  parallèles,  leurs  intersec- 
tions AB,  ab,  par  un  troisième  plan  SAB. 
sont  parallèles;  de  même  BC  est  parallèle 
à bc,  CD  à cd,. AO  à ao.  Donc  les  trian- 
gles SAB,  SBC, ....  SAO,  sont  respective- 
ment semblables  aux  triangles  S ab,  Sbc,..., 
S ao,  et,  par  conséquent,  on  a la  suite  de 
rapports  égaux 

SA SB SC _S0 

Sn  S6  Sc  ’ ’ So 

2°  Les  angles  ABC,  abc  sont  égaux,  comme  ayant  lïurs 
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côtés  parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens,  et,  par  une 
raison  semblable,  l'angle  BCD  = bcd, ... . De  plus,  les  trian- 
gles SAB,  SBC,...,  SEA,  étant  semblables  aux  triangles  S ab, 
Sbc. . . . , S ea,  on  a 

Alt  SB  SB BC SC  SC  _ CD  _ SD 

ab  S b'  Sb  bc  Sc’  Sc  c3  S d' 


et,  à cause  des  rapports  communs,  il  vient 

AB  _ BC  CD 

ab  bc  cd 

Ainsi,  les  polygones  ABCDE,  abcde,  ont  leurs  angles  égaux 
chacun  à chacun,  et  leurs  côtés  homologues  proportionnels; 
donc  ils  sont  semblables. 


Théorème  II. 

415.  Si  deux  pyramides  de  même  hauteur  SABCOE,  S' FGH, 
ont  leurs  bases  situées  sur  le  même  plan  et  qu’on  les  coupe 
par  un  plan  parallèle  au  plan  des  buses,  les  sections  abcde, 

fgh,  seront  entre  elles  comme 
les  bases. 

Car,  les  polygones  ABCDE, 
abcde,  étant  semblables,  leurs 
surfacessontenlreellescomme 
les  carrés  de  leurs  côtés  homo- 
logues AB,  ab,  et  d’ailleurs 


AB 

ab 


SA 

Sa 


SO 

Sa' 


donc 


De  même 


ABCDE 

abcde 

FGH 

fgh  : 


SO 

Su’ 

SO 


SO 

et,  à cause  du  rapport  commun  — -,  on  a 

So 


ABCDE  FGH  ABCDE  abcde 

abcde  ~ fgh  °U  FGH  ~ fgh 

Remarque.  — Si  les  bases  des  deux  pyramides  étaient  équi- 
valentes, les  sections  seraient  aussi  équivalentes.  [Note  63.] 
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S Ier.  - MESURE  DES  PARALLÉLIPIPÈDES  ET  DES  PRISMES. 
Tlif.ORÉME  I. 

416.  Deux  parallélipipèdes  rectangles  de  mime  base  sont 
entre  eux  comme  leurs  hauteurs. 

Soient  les  parallélipipèdes  rectangles  ABCDE,  FGHKL,  qui 

ont  des  bases  égales  ABCD, 


4=7 

+— K 


Y 1 


l)j 

' 

“T 

7 

/ 

7 

R ! 

y 

FGHK,  et  supposons  qu’une 
commune  mesure  soit  con- 
tenue 3 fois  dans  la  hauteur 
FL  et  4 fois  dans  la  hauteur 
AE;  on  aura 


AE 

FL 


.4 

3' 


Maintenant,  si  par  les  points  de  division  des  deux  hauteurs 
on  mène  des  plans  parallèles  aux  plans  des  basés,  le  second 
parallélipipède  sera  divisé  en  3 parallélipipèdes  égaux  entre 
eux,  comme  ayant  des  bases  égales  et  même  hauteur  (411  ),  et 
le  premier  parallélipipède  contiendra  l’un  de  ces  parallélipi- 
pèdes partiels  4 fois;  donc  on  a 

ABCDE  4 

FGHKL- 3’ 

ABCDE  AE 
et,  par  suite,  fGÏÏKL=fT 

Si  les  hauteurs  AE,  FL,  étaient  incommensurables,  on 
démontrerait,  au  moyen  du  raisonnement  connu  (175),  qu’on 
a encore  la  même  proportion. 

Remarque. — Si  on  appelle  dimensions  d’un  parallélipipède 
rectangle  les  trois  arêtes  qui  aboutissent  à un  même  sommet,  le 
théorème  qu’on  vient  de  démontrer  pourra  encore  s’énoncer 
de  cette  manière  : Deux  parallélipipèdes  rectangles , qui  ont 
deux  dimensions  communes,  sont  entre  eux  comme  leurs 
troisièmes  dimensions. 

Éléments.  1 4 
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Théorème  II. 

417.  Deux  parallélipipèdes  rectangles  P,  P',  de  même  hau- 
teur sont  entre  eux  comme  leurs  bases. 

Soient  a,  b,  h,  les  dimensions  du  premier  parallélipipède. 


lui  (o’I  (a» 


b',  h,  les  dimensions  du  second,  et  construisons  un  troi- 
sième parallélipipède  rectangle  ayant  pour  dimensions  a, 
b',  h. 

Puisque  les  parallélipipèdes  P,  P",  ont  deux  dimensions 
communes  a,  h,  ils  sont  entre  eux  comme  leurs  troisièmes 
dimensions  b,  b'  ; donc  on  a 


De  même 


P 

P" 

P 

P' 


6 

b’’ 


a 

âr 


Multipliant  ces  égalités  membre  à membre  et  supprimant 
le  facteur  P*  commun  aux  deux  termes  du  premier  produit,  il 
vient 

P _ a X b 
P'  — a’  X b1  ' 

d'ailleurs  les  bases  B,  B',  des  deux  parallélipipèdes  proposés 
sont  entre  elles  comme  les  produits  a x b,  a’  x b'  (185);  donc 
on  a aussi 

P_B 
P'  ~ B'  ’ 


Théorème  III. 

418.  Deux  parallélipipèdes  rectangles  quelconques  P,  P', 
sont  entre  eux  comme  les  produits  de  leurs  bases  par  leurs 
hauteurs. 

Soient  B,  A,  la  base  et  la  hauteur  du  premier  parallélipi- 
pède, B',  A',  la  base  et  la  hauteur  du  second,  et  supposons 
qu’un  troisième  parallélipipède  rectangle  P"  ait  pour  base  B 
et  pour  hauteur  A'. 
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Les  parallélipipèdes  P,  P",  ayant  même  base  sont  entre  eux 
comme  leurs  hauteurs,  et  les  parallélipipèdes  P",  P',  ayant 
même  hauteur  sont  entre  eux  comme  leurs  bases;  ainsi  on  a 

P h_ 

P*  “A'’ 

P"  B 
P'  ~ B'- 


Multipliant  ces  égalités  membre  à membre  et  supprimant 
le  facteur  P"  commun  aux  deux  termes  du  premier  produit, 
il  vient 

P Bx  A 

F B'  X A'  ’ 


Remarque  I.  — En  désignant  par  a,  b,  les  dimensions  de  la 
base  B,  et  par  a',  b',  celles  de  la  base  B',  on  aura 


et,  par  suite. 


B _ a x b 
B7  — a'  X b'  ’ 

P «XJXA 
P'  — a'  X b’  X h'  ' 


Donc,  deux  parallélipipèdes  rectangles  sont  entre  eux 
comme  les  produits  de  leurs  trois  dimensions. 

Remarque  II. — On  peut  arriver  autrement  à cette  dernière 
égalité  et  en  conclure  le  théorème  ci-dessus. 

Soient 

a,  b,  A,  les  dimensions  du  parailélipipède  P, 
a! , b',  h',  les  dimensions  de  F ; 

puis  concevons  deux  autres  parallélipipèdes  rectangles  P",  P*, 
et  soient 

a,  b,  h',  les  dimensions  de  P", 
a,  b',  h1,  les  dimensions  de  P"’. 

On  aura  successivement  (416) 

P h P"  _ A F'_« 

P'~  A’’  P"-  b1'  P'— fl'‘ 


Multipliant  ces  trois  égalités  membre  à membre  et  suppri- 
mant les  facteurs  P",  P",  communs  aux  deux  termes  du  pre- 
mier produit,  il  vient 

P _ a X b x A _ 

P'  — a!  X b'  X A' 5 

■ 4- 
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donc  les  deux  parallélipipèdes  rectangles  P,  F,  sont  entre  eux 
comme  les  produits  de  leurs  bases  « x A,  a'  X A' , multipliées 
par  leurs  hauteurs  A,  A'. 


Théorème  IV. 


419.  Un  parallélipipède  rectancle  a pour  mesure  le  PRO- 
DUIT de  sa  base  par  sa  hauteur  (en  prenant,  pour  unité  de  vo- 
lume, le  cube  qui  a pour  côté  l’unité 
de  longueur). 

Soit  un  parallélipipède  rectangle 
P,  dont  la  base  a pour  dimensions 
a,  A,  et  dont  la  hauteur  est  A,  et 
convenons  de  prendre,  pour  unité 
de  volume,  le  cube  C qui  a pour  côté 
Yunité  de  longueur.  En  vertu  du 
théorème  précédent,  on  aura 


IK 


10) 


P 

C 


rtxAx  A 

i x i x i 


= a X b X A. 


Or,  le  cube  C étant  l’unité  de  volume,  le  rapport  -,  est  la 

L 

mesure  du  parallélipipède  P,  et  d’ailleurs  a X A est  la  mesure 
de  la  base  de  ce  même  parallélipipède.  Donc  un  parallélipi- 
pède rectangle  a pour  mesure  le  produit  de.  sa  base  par  sa 
hauteur. 


Remarque  I.  — Pour  mesurer  un  parallélipipède  rectangle, 
il  faut  d’abord  mesurer  deux  côtés  contigus  de  sa  base,  puis 
sa  hauteur  avec  le  côté  du  cube  pris  pour  unité  de  volume; 
de  là  le  nom  de  dimensions  donné  aux  trois  arêtes  qui  abou- 
tissent à un  même  sommet  du  parallélipipède  (416).  Donc  un 
parallélipipède  rectangle  a pour  mesure  le  produit  de  ses  trois 
dimensions. 


Remarque  II. — En  général,  le  produit  a X A X A est  la  me- 
sure d’un  parallélipipède  rectangle  qui  a pour  dimensions  a, 
A,  A ; de  même  a x a X a ou  a’  est  la  mesure  du  cube  dont 
le  côté  est  a.  C’est  cette  dernière  mesure  qui  a fait  donner  le 
nom  de  cube  à la  troisième  puissance  d’un  nombre. 

Remarque  III.  — Par  le  volume  d’un  solide,  d’un  polyèdre 
par  exemple,  on  entend  ordinairement  la  portion  de  l’espace 
que  ce  polyèdre  occupe  (1);  mais  quelquefois  par  volume  d’un 
polyèdre,  on  entend  la  mesure  de  ce  polyèdre.  Ainsi  on  dit  que 
le  volume  d’un  parallélipipède  rectangle  est  égal  au  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Deux  polyèdres  et  plus  généralement  deux  solides  sont 
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équivalents,  lorsqu’ils  ont  la  même  mesure  ou  le  même  vo- 
lume. 

Toutefois,  pour  reconnaître  que  deux  solides  sont  équiva- 
lents, il  n’est  pas  nécessaire  de  savoir  les  mesurer  et  de  con- 
stater que  leurs  mesures  sont  égales.  ( Voir  au  n°  187  ce  qui  a 
été  dit  sur  les  surfaces  équivalentes.) 


Théorème  V. 


420.  Un  parallêlipipède  droit  AG  a pour  mesure  le  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Soit  le  rectangle  ABKL  équivalent  au  parallélogramme  ABCD, 
et  construisons  le  parallêlipipède  rectangle 


ZT 

t 

1 1 
« » 
! 1 

-fi 

K 

J' 

W G 

71 


ABKLEFMN. 

Les  deux  prismes  triangulaires  droits 
ADLEHN,  BCKFGM,  seront  égaux,  comme 
ayant  des  bases  égales  et  même  hauteur;  or, 
si  on  les  retranche  successivement  du  prisme 
total  ABCLEFGN,  les  restes,  qui  ne  sont  au- 
tres que  le  parallêlipipède  AG  et  le  paralléli- 


pipède  AM  seront  équivalents.  Donc 


mesure  du  parallêlipipède  AG  = mes.  du  parallêlipipède  AM 

= ABKL  X AE, 

= ABCD  X AE. 


Théorème  VI. 

421.  Un  prisme  triangulaire  droit  ABCDEF  a pour  mesure 
le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Construisons  le  parallêlipipède  droit  AH  de 
X même  hauteur  que  le  prisme  proposé  et  de 
: base  double;  les  deux  prismes  triangulaires 

c | droits  ABCDEF , BGCEIIF  seront  égaux , 
_ t . xj  comme  ayant  des  bases  égales  et  même  hau- 
B 0 leur;  donc 

mes.  du  prisme  ABCDEF  =^mes.  du  parallêlipipède  AH 

= - ABGCxAD, 

2 

= ABC  X AD. 

TnÊORÈMB  VII. 

422.  Un  prisme  triangulaire  quelconque  ABCDEF  a pour 
mesure  le  produit  de  sa  section  droite  par  son  arête  latérale. 
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Prolongeons  les  faces  latérales  du  prisme,  et  soit  GI1K  sa 
section  droite  (MO).  Si  on  construit  le  prisme  droit  GUKLMN 
dont  la  hauteur  GL  est  égale  à l’arête  AD, 
le  prisme  tronqué  LMNDEF  (410)  sera  égal 
au  prisme  tronqué  GHKABC  ; car,  en  por- 
tant le  premier  de  ces  deux  solides  sur  le 
second,  de  manière  que  le  triangle  LMN 
coïncide  avec  son  égal  G1IK,  l’arête  LD  per- 
pendiculaire au  plan  LMN  prendra  la  direc- 
tion de  l’arête  GA  perpendiculaire  au  plan 
GHK,  et  comme  on  a LD  = GA,  le  point  D 
tombera  sur  le  point  A.  On  verrait  de  même 
que  les  points  E,  F,  tombent  sur  les  points  B,  C;  donc  les 
deux  prismes  tronqués  sont  égaux. 

Maintenant,  si  de  la  figure  totale  ABCLMN  on  retranche 
LMNDEF,  il  reste  le  prisme  ABCDEF,  et,  si  delà  même  figure 
totale  on  retranche  GHKABC,  il  reste  le  prisme  GHKLMN  ; 
donc  le  prisme  ABCDEF  est  équivalent  au  prisme  GHKLMN. 
Mais  ce  dernier  prisme  est  droit  et  il  a pour  mesure  GHK  xGL; 
donc  le  premier  a aussi  pour  mesure  le  produit  de  GHK  par 
GL  ou  par  son  arête  AD. 

423.  Corollaire  I.  — Le  plan  GHK  étant  perpendiculaire 
aux  arêtes  du  prisme  ABCDEF,  est  aussi  perpendiculaire  à 
chacune  de  ses  faces  latérales  (356);  donc  la  hauteur  KP  du 
triangle  GHK  est  perpendiculaire  au  plan  AM  (358). 

D’ailleurs  le  produit 

GHK  X AD  = - GH  X KPX  AD  = - ABED  X KP  ; 

2 2 

donc,  tout  prisme  triangulaire  ABCDEF  a pour  mesure  la  moi- 
tié du  produit  de  l’une  de  ses  faces  latérales,  multipliée  par 
la  distance  de  cette  face  à l’arête  opposée. 

424.  Corollaire  //.  — Le  plan,  qui  passe  par  deux  arêtes 
opposées  BF.  DH  du  parallélipipède  AG,  divise  ce  parallélipi- 
pède en  deux  prismes  triangulaires  équiva- 
lents. 

Soit  le  plan  KM  perpendiculaire  à l'arête 
AE,  et  menons  la  diagonale  NLdu  parallé- 
logramme KLMN  (413)  qui  est  la  section 
droite  du  parallélipipède.  Les  prismes  trian- 
gulaires ABDEFH  et  BCDFGII  auront  res- 
pectivement pour  mesures  KLN  X AE  et 
LMN  x AE;  donc  ils  sont  équivalents. 


Digitized  by  Google 


MESl'RE  DES  POLYÈDRES. 


2l5 


Théorème  VIII. 

425.  Un  parallélipipède  quelconque  AG  a pour  mesure  le 
produit  Je  sa  base  ABCD  par  sa  hauteur  EK. 

Par  les  arèles  opposées  DC,  EF,  menons 

n 7 un  plan.  Le  parallélipipède  AG  sera  le  double 

e Aj a I du  prisme  triangulaire  ABCDEF  (424);  or, 

ii  I j\j  ce  prisme  a pour  mesure 


UD— / A 

il 


ABCD  x EK  ; 


donc  le  parallélipipède  aura  pour  mesure 
ABCD  X EK, 

ou  le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 


Thêorèmb  IX. 

426.  Un  prisme  triangulaire  quelconque  ABCDEF  a pour 
mesure  le  produit  de  sa  base  ABC  par  sa  hauteur  DK. 

Construisons  le  parallélipipède  AH  de  même  hauteur  que  le 
prisme  proposé  et  de  base  double;  le  prisme 
9 _ / triangulaire  ABCDEF  sera  la  moitié  du  pa- 
/ rallélipipède  (424),  et  par  conséquent  il  aura 

Il  j I pour  mesure 


- ABGC X DK 

2 


ABC  X DK. 


Théorème  X. 

427.  Tout  prisme  ABCDEF...  a pour  mesure  le  produit  de. 
sa  base  ABCDE/>«rra  hauteur  h. 

Par  l’arête  AF  et  par  chacune  des  diagonales  AC,  AD,  de  la 
base,  menons  des  plans.  Ces  plans  décom- 
poseront le  prisme  polygonal  en  prismes 
triangulaires,  et  on  aura 

ABCFGH  = ABC  X h, 

ACDFHK  = ACD  X h, 

ADEFKL  = ADE  X h. 

Ajoutant  ces  égalités  membre  à membre,  il  vient 
ABCDEF . . . = ABCDE  X h . 

Remarque.  — On  démontrerait  de  même  que  tout  prisme  a 
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pour  mesure  le  produit  de  sa  section  droite  par  une  de  ses 
arêtes  latérales  (422). 

Corollaire.  — Deux  prismes  de  même  base  sont  entre  eux 
comme  leurs  hauteurs,  et  deux  prismes  de  même  hauteur  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases.  [Notes  64  et  65.] 

S II.  — MESURE  DE  LA  PYRAMIDE,  DU  TRONC  DF.  PYRAMIDE, 

DU  TRONC  DE  PRISME  TRIANGULAIRE. 

Lemme. 

428.  Si  on  diviseen  parties  égales  la  hauteur  kl  d’une  pyra- 
mide triangulaire  SABC  et  qu’on  mène,  par  les  points  de  divi- 
sion x,  y,  z,  des  plans  parallèles  à la  base  ABC,  puisqu'on  con- 
struise des  prismes  DEFA,  GHKD,  LMNG,  intérieurs  à la  pyra- 
mide, ayant  chacun  pour  base  l’une  Ses  sections  et  pour  arête 
une  des  parties  égales  AD,  DG,  GL,  de  l’une  des  arêtes  SA,  par 
exemple,  le  volume  de  la  pyramide  est  la  limite  vers  laquelle 
tend  la  somme  des  prismes,  lorsque  le  nombre  des  divisions  de 
la  hauteur  augmente  indéfiniment. 

En  effet,  si  on  construit  les  prismes  ABCD,  DEFG,  GHKL, 
LMNS,  qui  sont  extérieurs  à la  pyramide,  on  voit  d’abord  que 

la  pyramide  SABC  est  plus  grande 
que  la  somme  des  prismes  inté- 
rieurs et  plus  petite  que  celle  des 
prismes  extérieurs. 

Ensuite  le  premier  prisme  inté- 
rieur DEFAellesecond  prisme  exté 
rieur  DEFG  sont  équivalents, comme 
ayant  même  base  et  des  hauteurs 
égales,  et,  par  la  même  raison,  les 
prismes  GHKD,  LMNG,  sont  res- 
pectivement équivalents  aux  pris- 
mes GHKL,  LMNS.  Donc  la  diffé- 
rence entre  la  somme  des  prismes  extérieurs  et  celle  des 
prismes  intérieurs  n’est  autre  que  le  premier  prisme  extérieur 
ABCD,  qui  a pour  mesure 

ABC  X h.x  ou  ABC  X h, 
en  représentant  kx  par  h. 

Maintenant,  supposons  que  le  nombre  des  divisions  de  la 
hauteur  AT  augmente  indéfiniment,  et  qu’on  répète  successi- 
vement les  mêmes  constructions;  en  désignant  toujours  par  h 
l’une  des  divisions  de  AT,  on  aura  constamment,  pour  la  dif- 
férence des  deux  sommes  de  prismes, 

ABC  X h. 
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Or,  A peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée,  et  il  en 
est  de  même  de  la  différence  ABC  X A ; donc  la  pyramide  SABC 
est  comprise  entre  deux  sommes  de  prismes  dont  la  différence 
peut  deveniraussi  petite  qu’on  voudra  et,  par  conséquent,  elle 
est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des  prismes  inté- 
rieurs, ainsi  que  la  somme  des  prismes  extérieurs,  lorsque  le 
nombre  des  divisions  de  la  hauteur  AT  augmente  indéfiniment. 

Ainsi,  le  lemme  est  démontré. 


Tuéorème  I. 

429.  Deux  pyramides  triangulaires  SABC,  S'A'B'C',  qui  ont 
des  bases  équivalentes  et  des  hauteurs  égales,  sont  équiva- 
lentes. 

Supposons  que  les  bases  ABC,  A'B'C',  soient  situées  sur  un 
même  plan  et  que  la  droite  AT,  perpendiculaire  à ce  plan,  soit 

la  hauteur  de  chacune  des 
pyramides. 

le  divise  AT  en  quatre  par- 
ties égales,  par  exemple,  aux 
points  x,  y,  z,  puis  par  ces 
points  de  division  je  mène 
des  plans  parallèles  au  plan 
des  deux  bases,  qui  déter- 
minent dans  la  première  py- 
ramide les  sections  DEF, 
GHK,  LMN,  et  dans  la  seconde,  les  sections  D'E' F',  G'H'K', 
L'M'N',  et  ces  dernières  sections  seront  respectivement 
équivalentes  aux  précédentes  (415). 

Ensuite,  dans  la  pyramide  SABC,  je  construis  les  prismes 
DEF  A,  GHKD,  LMNG.etdans  la  pyramide  S'A'B'C',  les  prismes 
D'E' F' A',  G'  H'K'D',  L'M'N' G'.  Aloisles  deux  prismes  DEFA, 
D'E' F'  A',  sont  équivalents,  comme  ayant  des  bases  équiva- 
lentes et  des  hauteurs  égales  (426)  ; de  même 

GHKD  = G' H'K'D'  et  LMNG  = L'M'N' G' ; 


donc,  en  désignant  par  * la  somme  des  prismes  intérieurs  à la 
pyramide  SABC  et  par  s' la  somme  des  prismes  intérieurs  à la 
pyramide  SA'B'C',  on  a 


s = s . 


Maintenant  supposons  que  le  nombre  des  parties  égales 
de  AT  augmente  indéfiniment  et  qu’on  répète  les  construc- 
tions précédentes  ; en  représentant  toujours  par  J et  é les 
deux  sommes  de  prismes,  on  aura  constamment 

i = s', 
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et,  si  on  remplace  dans  cette  égalité  les  quantités  variables  s 
et  s'  par  leurs  limites,  il  s’ensuit  que  les  deux  pyramides 
SABC,  S'A'B'C',  sont  équivalentes  (282). 

430.  Corollaire.  — Le  plan  mené  par  deux  arêtes  opposées 
d’une  pyramide,  qui  a pour  base  un  parallélogramme,  divise 
cette  pyramide  en  deux  pyramides  triangulaires  équivalentes. 

Car  ces  deux  pyramides  ont  des  bases  égales  et  même  hau- 
teur. [Note  66.] 

Tbéoréme  11. 

431.  Une  pyramide  a pour  mesure  le  tiers  du  produit  de  sa 
base  par  sa  hauteur. 

i°  Soit  la  pyramide  triangulaire  SABC.  Je  construis  le  prisme 
triangulaire  ABCDSE,  ayant  pour  base  ABC  et  pour  arête  l’une 
des  arêtes  BS  de  la  pyramide,  et  par  les  droites 
SC,  SD,  je  mène  un  plan  qui  coupe  la  face 
ADEC  suivant  DC. 

Le  prisme  est  ainsi  décomposé  en  trois  py- 
ramides triangulaires  SABC,  SACD,  SDEC;  or, 
la  pyramide  quadrangulaire  CABSDa  pour  base 
le  parallélogramme  ABS1);  donc  la  pyramide 
CABS  ou  SABC  est  équivalente  à la  pyramide 
CASD  ou  SACD  (430)  : de  même  la  pyramide 
quadrangulaire  SADEC  a pour  base  le  parallélogramme  ADEC; 
donc  la  pyramide  SACD  est  équivalente  à la  pyramide  SDEC. 

Donc  la  pyramide  proposée  SABC  est  le  tiers  du  prisme 
ABCDSE  de  même  base  et  de  même  hauteur,  et  par  consé- 
quent (420)  elle  a pour  mesure  le  tiers  du  produit  de  sa  base 
par  sa  hauteur. 

2°  Soit  une  pyramide  quelconque  qui  a pour  base  ABCDE 
et  pour  hauteur  h. 

Par  l’arête  SA  et  par  chacune  des  diagonales  AC,  AD,  de  la 
base  je  mène  des  plans,  qui  décomposent  la  pyramide  en  pyra- 
mides triangulaires,  et  on  a 

SABC  = ABC X ^h, 

SACD  = ACD  X ^ A , 
SADE=ADEx^/<. 

Ajoutant  ces  égalités  membre  à membre,  il  vient 
SABCDE  = ABCDE  X ^ h = ABCDE  x h. 
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Corollaire  /.  — Deux  pyramides  de  même  hauteur  sont 
entre  elles  comme  leurs  bases,  et  deux  pyramides  qui  ont  des 
bases  équivalentes  sont  entre  elles  comme  leurs  hauteurs. 


432.  Corollaire  II.  — Deux  tétraèdres,  qui  ont  un  angle 
trièdre  égal,  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  arêtes  qui 
comprennent  cet  angle. 

Car,  si  deux  tétraèdres  ont  un  angle  trièdre  égal,  on  peut 
supposer  qu’ils  soient  placés  l’un  sur  l'autre 
de  manière  que  leurs  deux  angles  trièdres 
égaux  coïncident. 

Soient  donc  les  deux  tétraèdres  SABC,  SDEF, 
qui  ont  l'angle  trièdre  S commun,  et  menons 
le  plan  EAC.  Les  tétraèdres  SABC,  SAEC,  ont 
chacun  pour  sommet  le  point  A,  et  leurs  bases 
SBC,  SEC  sont  situées  sur  le  même  plan; 
donc  ils  ont  même  hauteur  et  sont  entre  eux 
comme  leurs  bases;  ainsi  on  a 


SABC  _ SBC 
SAEC  “ SEC  ’ 


D’ailleurs  les  triangles  SBC,  SEC  ont  chacun  pour  sommet 
le  pointC,  et  leurs  bases  sont  sur  une  même  ligne  droite;  donc 

SBC  SB 
SEC  — SE 

et,  par  suite, 

. SABC  _ SB 

(,)  SAEC”  SE' 


De  même,  en  considérant  les  tétraèdres  SAEC,  SDEF,  qui 
ont  pour  sommet  commun  le  point  E et  pour  bases  SAC,  SDF, 
on  aura 

SAEC  _ SAC 
SDEF  “SDF’ 

et,  comme  les  triangles  SAC,  SDF,  ont  un  angle  égal  ASC,  on 
a aussi  ( 190) 

SAEC  SAxSC 
(2)  SDEF  SD  X SF  ’ 

Multipliant  les  égalités  ( i ) et  (2),  membre  à membre,  et  sup- 
primant le  facteur  SAEC  commun  aux  deux  termes  du  premier 
produit,  il  vient 

SABC  SA  X SB  X SC  , ..  , 

SDEF  ~ SD  x SÊ  X SF 
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433.  Corollaire  III.  — Le  plan,  mené  par  deux  arêtes  op- 
posées SD,  SB,  d'une  pyramide  ayant  pour  base  un  trapèze 
ABCD,  divise  cette  pyramide  en  deux  pyramides  triangulaires 
qui  sont  entre  elles  comme  les  bases  AB,  DC, 
du  trapèze. 

Car  ces  deux  pyramides  ont  même  hau- 
teur; donc 

SABD  _ ABD 
SDBC  DBC* 

i 

8 D’ailleurs,  les  triangles  ABD,  DBC,  ayant 
pour  hauteur  commune  la  hauteur  du  trapèze,  sont  entre'eux 
comme  leurs  bases  AB,  DC  ; donc 

SABD  AB 
SDBC  ~ DC 


Théorème  III. 

434.  L n tronc  de  pyramide  a pour  mesure  le  tiers  de  sa 
hauteur,  multiplié  par  la  somme  de  ses  bases  et  d ‘une  moyenne 
proportionnelle  entre  ces  deux  bases. 

i”  Soit  le  tronc  de  pyramide  triangulaire  ABCDEF,  et  menons 
les  deux  plans  EAC,  EDC. 

Le  tronc  est  ainsi  décomposé  en  trois  py- 
ramides triangulaires  EABC,  EDFC,  EDAC, 
et  les  deux  premières  ont  pour  bases  ABC, 
DEF,  et  pour  hauteur  commune  celle  du 
tronc. 

Maintenant  les  pyramides  quadrangulaires 
CABEI),  EADFC,  ont  pour  bases  les  trapèzes 
ABED,  ADFC;  donc  on  a (433) 

CABE  _ AB 
CADË  ~ DE’ 

EDAC  _ AC 
EDFC-  DF ‘ 

D’ailleurs,  à cause  de  la  similitude  des  triangles  ABC,  DEF 
(414),  les  rapports  gg»  gg»  sont  égaux  ; donc 

CABE  EDAC 
CADE-  EDFC’ 

d’où  l’on  voit  que  la  troisième  pyramide  EDAC  est  moyenne 
proportionnelle  entre  les  deux  autres. 

Cela  posé,  désignons  par  B la  base  inférieure  ABC,  par  b la 
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base  supérieure  DEF,  par  h la  hauteur  du  trône,  et  par  P,  P', 
P”,  les  volumes  des  pyramides  EABC,  EDFC,  EDAC  ; on  aura 

p =3bx*. 

P 'sjixli. 

P"=  = = 

V 9 ^ 

Ajoutant  ces  égalités  membre  à membre  et  représentant  par 
V le  volume  du  tronc,  il  vient 

V=iA(B-HA-+-vB^xÂ). 

2°  Soit  le  tronc  de  pyramide  quelconque  ABCDE  nAcrfe. 

Sur  le  plan  dé  la  base  inférieure,  construisons  un  triangle 

FGA,  équivalent  à cette  base 
(194),  et  soit  une  pyramide 
S'FGH  de  môme  hauteur  que 
la  pyramide  SABCDE;  le  plan 
abc  prolongé  déterminera  dans 
la  seconde  pyramide  la  section 
fgh  qui  sera  équivalente  à la 
base  supérieure  abcde  (415). 

Maintenant  les  deux  pyra- 
mides totales  sont  équiva- 
lentes, comme  ayant  des  mesures  égales,  et,  par  une  raison 
semblable,  la  pyramide  partielle  S abcde  est  équivalente  à la 
pyramide  partielle  S 'fgh  ; donc  les  deux  troncs  de  pyramide 
sont  aussi  équivalents. 

Or,  le  tronc  FGH/gA  a pour  mesure  le  tiers  de  sa  hauteur, 
mdltiplié  par  la  somme  de  ses  bases  et  d’une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  ces  deux  bases  ; donc,  en  désignant  par  V le 
volume  du  tronc  ABCDEaAc</e,  par  B,  b,  ses  bases  et  par  h 
sa  hauteur,  on  aura  encore 

V = ^/i(B-t-A-t-  v/BxTÂ)-  [Note  67.] 

Tuêorèse  IV. 

435.  Un  tronc  de  prisme  triangulaire  ABCDEF  a pour  me- 
sure le  tiers  de  sa  base  ABC,  multiplié  par  la  somme  des  per- 
pendiculaires h,  h',  h ",  abaissées  sur  cette  base  des  sommets 
E,  D,  F de  la  section  DEF. 
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Menons  les  plans  EAC,  EDC.  Le  tronc  de  prisme  sera  dé- 
composé en  trois  pyramides  EABC , EADC, 
EDFC,  que  nous  désignerons  par  P,  P',  P". 

La  première  EABC  a pour  base  ABC  et  pour 
sommet  le  point  E;  donc  on  a 

P = | ABCx/i. 

La  seconde  EADC  est  équivalente  à la  pyramide  BADC  ; car 
ces  pyramides  ont  la  même  baseADCet  de  plus  elles  ont  des 
hauteurs  égales,  puisque  EB  parallèle  à DA  est  aussi  parallèle 
au  plan  ADC(  325).  O,  la  pyramide  BADC  peut  être  considérée 
comme  ayant  pour  sommet  le  point  D et  pour  base  ABC  ; donc 
on  a 

P'  = ^ ABC  X h'. 

Enfin  la  troisième  pyramide  EDFC  est  équivalente  à la  pyra- 
mide BAFC;  car  ces  pyramides  ont  même  hauteur  et,  de  plus, 
leurs  bases  sont  équivalentes,  puisque  les  triangles  DFC,  AFC, 
ont  un  côté  commun  FC  et  leurs  sommets  D,  A,  situés  sur  une 
parallèle  à FC.  Mais  la  pyramide  BAFC  peut  être  regardée 
comme  ayant  pour  sommet  le  point  F et  pour  base  ABC  ; donc 
on  a 

P'  = ^ ABC  X A". 

Ajoutant,  membre  à membre,  les  trois  égalités  précédentes, 
et  représentant  parV  le  volume  du  tronc  de  prisme,  il  vient 

V = i ABC  ( A -v-  A'  -+-  A"  ). 

Corollaire  I.  — Si  les  arêtes  EB,  DA,  FC,  étaient  perpendi- 
culaires au  plan  de  la  base  ABC,  on  aurait 

ABCDEF  = ^ ABC  ( EB  -+-  DA  -+-  FC ). 

Corollaire  II.  — Coupons  le  tronc  de  prisme  triangulaire 
ABCDEF  par  un  plan  GHK  perpendiculaire  à ses  arêtes,  et  dé- 
signons  par  V son  volume,  par  V',  V",  les  vo- 
lumes des  deux  troncs  de  prismes  partiels,  on 
aura 

V'=1gHK(EH4-DG  + FK), 
V*=lGHK(BH-t-AG+-CK  ). 
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et,  par  suite, 

V = i GHK  ( EB  -t-  DA  -t-  FC  ). 

ô 

Donc,  un  tronc  de  prisme  triangulaire  a aussi  pour  mesure 
le  tiers  du  produit  de  sa  section  droite  par  la  somme  de  ses 
arêtes  latérales.  [Notk68.] 

436.  Remarque  générale. — Pour  mesurer  un  polyèdre  quel- 
conque, on  le  décompose  en  parties  qu’on  sache  mesurer,  et 
on  ajoute  les  mesures  de  toutes  ces  parties. 

On  peut  le  décomposer,  par  exemple,  en  pyramides,  ayant 
toutes  pour  sommet  commun  le  sommet  d’un  angle  solide  et 
pour  bases  les  différentes  faces  du  polyèdre,  excepté  celles  qui 
forment  cet  angle  solide. 

On  pourrait  encore  décomposer  chacune  de  ces  pyramides, 
de  manière  à n’avoir  que  des  tétraèdres  à mesurer. 
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a 5-4 


CHAPITRE  III. 

DES  POLYÈDRES  SYMÉTRIQUES. 


Définitions. 

437.  Deux  points  A,  A',  sont  symétriques  par  rapport  à un 
k , plan  MN,  lorsque  ce  plan  est  perpendiculaire 

sur  le  milieu  a de  la  droite  qui  joint  ces 

«I — 7 deux  points.  On  dit  aussi  que  les  points  A. 

/ aj  / A'  sont  symétriquement  placés  par  rapport  au 
1 plan. 

Le  plan  MN  est  appelé  plan  de  symétrie. 


438.  Deux  figures  sont  symétriques  par  rapport  à un  plan, 
lorsque  tout  point  de  chacune  de  ces  figures  a son  symétrique 
sur  l’autre. 

439.  Dans  deux  polyèdres  symétriques  on  appelle  faces 
homologues,  angles  solides  homologues,  les  faces  et  les  an- 
gles solides  dont  les  sommets  sont  symétriques. 

Remarque.  — Les  théorèmes  relatifs  aux  polyèdres  symétri- 
ques dépendent  de  plusieurs  lemmes  que  nous  allons  d'abord 
démontrer. 

§ Ier.  — LEMMES. 


Lemme  I. 

440.  La  figure  symétrique  d’une  droite  AB,  par  rapport  à 
un  plan  MN,  est  une  ligne  droite. 

Du  point  A j'abaisse  sur  le  plan  de  symétrie  MN  la  perpen- 
diculaire A«  que  je  prolonge  d'une  longueur  «A'  égale  à a A 
B et  le  point  A'  sera  le  symétrique  du  point  A; 
je  détermine  de  même  le  point  B'  symétrique 
il  ‘ du  point  B,  et  je  dis  que  la  droite  A' B'  est  la 
j ligne  symétrique  de  AB. 

: N En  effet,  d’un  point  quelconque  C de  la 

droite  AB  abaissons  sur  le  plan  MN  la  per- 
■T~  pendiculaire  Ce  que  nous  prolongerons  jus- 
qu’à la  rencontre  de  A'B',  au  point  C',  et  faisons  tourner  le 
trapèze  ah BA  autour  de  ab  jusqu'à  ce  qu’il  s’applique  sur  le 
trapèze  ah  B' A';  011  verra  facilement  que  ces  deux  trapèzes 
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coïncideront  et  que  c C se  confondra  avec  cC.  Ainsi  le  plan  MX 
est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  CC'  et,  par  conséquent, 
tout  point  C de  la  droite  AB  a son  symétrique  sur  A' B';  donc 
AB  a pour  symétrique  la  droite  A'B'. 

Corollaire  /.  — La  distance  de  deux  points  A et  B est  égale 
il  celle  de  leurs  symétriques  A'  et  B'. 

Corollaire  II.  — Si  deux  droites  se  coupent,  leurs  symétri- 
ques se  coupent  aussi,  et  les  deux  points  d'intersection  sont 
symétriques  l'un  de  l'autre.  Car  le  point  d’intersection  des 
deux  premières  droites  doit  avoir  son  symétrique  situé  à la 
fois  sur  les  symétriques  de  ces  droites. 

Lemme  II. 

441.  L'angle  de  deux  droites  AB,  AC,  est  égal  à l’angle 
formé  par  leurs  symétriques  A'B',  A'C'. 

Car  les  trois  points  A,  B,  C ont  pour  sy- 
métriques trois  points  tels  que  A',  B',  C'; 
, , donc,  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C',  sont 

/ b-‘--zr  r ' c / équilatéraux  entre  eux  et,  par  conséquent, 

— ! 1— l’angle  BAC  = B'  A'C'. 

vî !_/  b 

i* 

Lemme  III. 

442.  l!n  plan  ABC  a pour  figure  symétrique  un  plan. 

Soient  A'B'  et  A'C'  les  deux  droites  symétriques  de  AB  et 

de  AC;  je  dis  que  le  plan  A'B'C'  est  la  figure  symétrique  du 
plan  ABC. 

En  effet,  par  un  point  quelconque  D du 
plan  ABC  menons  une  droite  qui  coupe  AB, 
AC,  aux  points  B,  C,  et  par  les  points  B',  C', 
symétriques  des  points  B,  C,  menons  la 
droite  B'C'.  Le  point  D aura  son  symétrique 
sur  la  droite  B'C'  et  par  conséquent  sur  le 
plan  A'B'C';  donc  le  plan  ABC  a pour  figure 
symétrique  le  plan  A'B'C'. 

Corollaire.  — Si  deux  plans  se  coupent,  leurs  symétriques 
se  coupent  aussi,  et  les  deux  droites  d'intersection  sont  symé- 
triques. 

Lemme  IV. 

443.  L’angle  dièdre  formé  par  deux  plans  ACB,  DCB,  est 
égal  à l’angle  formé  par  leurs  symétriques  A'C' B',  D'C'B'. 

Eléments.  1 5 
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En  effet,  soient  ACD  l'angle  qui  mesure  l’angle  dièdre  ABCD, 
C'  le  point  symétrique  de  C et  A'  C'  D' l’an- 
gle qui  mesure  l’angle  dièdre  A'B'C'D'. 
La  droite  symétrique  de  CA  doit  passer 
par  le  point  C',  être  située  dans  le  plan 
A'C'B'  et  faire  avec  C'B'  un  angle  droit; 
donc  elle  n’est  autre  que  C'A',  et  on  ver- 
rait de  même  que  C'D'  est  la  droite  sy- 
métrique de  CD;  donc  les  deux  angles 
plans  AGD,  A'C'  D',  sont  égaux  et  par  suite 
les  angles  dièdres  le  sont  pareillement. 

§ II.  — THÉORÈMES  RELATIFS  AUX  POLYÈDRES  SYMÉTRIQUES. 

Théorème  I. 

hhh.  Deux  polyèdres  ABCDEFGH,  A'  B'  C'  D' E'  F'  G'  H' , symé- 
triques par  rapport  à un  plan  MN , ont  leurs  faces  égales 
chacune  à chacune,  et  leurs  angles  solides  homologues  symé- 
triques. 

Car  une  face  EFGH  du  premier  polyè- 
dre a pour  figure  symétrique  une  face 
E'F'G'H'  du  second,  et  ces  deux  faces 
sont  égales  comme  ayant  leurs  côtés  et 
leurs  angles  égaux  chacun  à chacun. 

D’ailleurs  les  angles  plans  et  les  angles 
dièdres  des  angles  solides  E,  E',  par 
exemple,  sont  respectivement  égaux  et 
de  plus,  on  peut  faire  coïncider  l’angle 
solide  E'  avec  l’angle  solide  EA'F"H‘', 
qui  est  le  symétrique  de  l’angle  solide  E; 
donc  les  angles  solides  E,  E',  sont  symétriques. 

Corollaire  I.  — Un  polyèdre  n’a  qu'un  seul  symétrique. 
Car,  si  P'  et  P"  sont  deux  polyèdres  symétriques  du  polyèdre  P, 
construits  par  rapport  à des  plans  de  symétrie  différents,  les 
faces  de  P' et  de  P"  sont  égales  entre  elles,  comme  étant  res- 
pectivement égales  à celles  de  P,  et  de  plus,  leurs  angles  sol  ides 
sont  égaux,  comme  étant  symétriques  des  angles  solides  de  P. 
Donc  les  polyèdres  P'  et  P"  peuvent  se  superposer. 

Corollaire  II.  — Deux  polyèdres  symétriques  peuvent  être 
décomposés  en  un  même  nombre  de  tétraèdres  symétriques 
chacun  à chacun.  Car  on  peut  décomposer  l’un  des  deux  po- 
lyèdres en  tétraèdres,  ayant  tous  pour  sommet  commun  un  des 
sommets  de  ce  polyèdre  (436),  et  chacun  de  ces  tétraèdres 
aura  son  symétrique  dans  l’autre  polyèdre. 
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Remarque.  — Si  deux  polyèdres  P,  P',  ont  leurs  faces  égales 
chacune  à chacune  et  leurs  angles  solides  symétriques,  le  po- 
lyèdre P'  est  égal  au  symétrique  de  P,  construit  par  rapport  à 
un  plan  de  symétrie  quelconque,  et  on  dit  encore  que  les  po- 
lyèdres P et  P'  sont  symétriques,  quelle  que  soit  d’ailleurs  la 
position  qu’ils  aient  l’un  par  rapport  à l’autre. 

Théorème  II. 

4'»5.  Deux  polyèdres  symétriques  sont  équivalents. 

Car  deux  polyèdres  symétriques  peuvent  se  décomposer  en 
un  même  nombre  de  tétraèdres  symétriques 
chacun  à chacun;  donc  il  suffit  de  faire  voir 
que  deux  tétraèdres  symétriques  sont  équiva- 
lents. 

Or,  soit  un  tétraèdre  ABCD  et  construisons 
son  symétrique  A'BCD,  en  prenant  pour  plan 
de  symétrie  la  face  BCD,  par  exemple;  ces 
deux  tétraèdres  seront  équivalents,  comme 
ayant  même  base  BCD  et  des  hauteurs  égales 
A a,  A 'a. 

4VC.  Définitions.  — Dans  la  géométrie  de  l’espace,  comme 
dans  la  géométrie  plane  (128),  deux  points  sont  symétriques 
par  rapport  à un  troisième,  appelé  centre  de  symétrie,  lorsque 
ce  troisième  point  divise  en  deux  parties  égales  la  droite  qui 
joint  les  deux  premiers;  et  deux  figures  sont  symétriques  par 
rapport  à un  point,  lorsque  tout  point  de  chacune  de  ces  figures 
a son  symétrique  sur  l’autre. 

Dans  le  cinquième  livre  deux  angles  solides  opposés  au 
sommet  ont  été  appelés  symétriques  [ 382),  et  il  est  bonde 
remarquer  ici  que  ces  angles  sont  en  effet  des  figures  symé- 
triques par  rapport  au  sommet  commun. 

Remarque  générale.  — En  considérant  les  figures  symétri- 
ques par  rapport  à un  point,  il  est  facile  de  démontrer  les 
lemmes  et  les  théorèmes  qui  précèdent.  [Notes  69  et  70.] 
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2. *8 


CHAPITRE  IV. 

DES  POLYÈDRES  SEMBLABLES. 


Définitions. 

447.  On  appelle  polyèdres  semblables  ceux  qui  sont  com- 
pris sous  des  faces  semblables  chacune  à chacune  et  dont  les 
angles  solides  homologues  sont  égaux. 

On  entend  par  angles  solides  homologues  ceux  qui  sont 
formés  par  les  faces  semblables.  Les  sommets  de  ces  angles 
sont  des  sommets  homologues,  et  on  appelle  aussi  droites 
homologues  celles  qui  joignent  deux  sommets  homologues, 
faces  homologues  celles  qui  sont  semblables. 

Remarque.  — Puisque  les  angles  solides  homologues  de 
deux  polyèdres  semblables  sont  égaux,  il  est  évident  que 
leurs  angles  dièdres  sont  aussi  égaux  chacun  à chacun. 


s 1".  - TÉTRAÈDRES  SEMBLABLES. 


Tuéorèhe  I. 

448.  Si  on  coupe  un  tétraèdre  ABCD  par  un  plan  bed  paral- 
lèle à l'une  de  ses  faces  BCD,  on  détermine  un  second  té- 
traèdre A bed  semblable  au  premier. 

Car  les  côtés  BC,  bc , sont  parallèles,  comme 
intersections  de  deux  plans  parallèles  coupés 
par  un  troisième  ABC;  de  même  les  côtés  CD, 
DB,  sont  parallèles  aux  côtés  cd,  db.  Donc  les 
quatre  faces  ABC,  ACD,  ADB,  BCD,  du  pre- 
mier tétraèdre  sont  semblables  chacune  à cha- 
cune aux  quatre  faces \bc,  \cd,  \db,  bed,  du 
second. 

Maintenant,  à cause  de  la  similitude  de  ces  faces,  les  angles 
trièdres  B,  b,  ont  leurs  angles  plans  égaux  chacun  à chacun 
et,  de  plus,  ces  angles  plans  sont  semblablement  placés;  donc 
B = b (390  ),  et  on  a de  même  C = c,  D = d. 

Ainsi,  les  deux  tétraèdres  ont  leurs  faces  semblables  et  leurs 
angles  solides  homologues  égaux;  donc  ils  sont  semblables. 

Remarque  I.  — Il  est  facile  de  voir  que  deux  tétraèdres 


Digitized  by  Google 


TÉTRAÈDRES  SEMBLABLES.  2îf) 

temblables  ont  toutes  leurs  arêtes  homologues  proportion- 
nelles. 

. Réciproquement,  deux  tétraèdres  sont  semblables,  lorsque 
leurs  arêtes  sont  proportionnelles  et  semblablement  placées. 
Car  leurs  faces  sont  respectivement  semblables,  comme  ayant 
leurs  côtés  proportionnels,  et  leurs  angles  solides  homologues 
sont  égaux,  comme  ayant  leurs  angles  plans  égaux  chacun  à 
chacun  et  disposés  de  la  même  manière. 

Remarque  II.  — Si  on  divise  les  arêtes  AB,  AC,  AD,  d’un 
tétraèdre  ABCI>  dans  un  même  rapport,  aux  points  b,  c,  d 

, , . AB  AC  AD\ 

le  est-a-atre  de  telle  sorte  qu  on  ait  : ^ J , et 

qu’on  mène  les  droites  bc,  cd,  db,  le  tétraèdre  Abcd  sera  sem- 
blable au  premier. 

Car  bc  sera  parallèle  à BC,  cd'a  CD  (205);  donc  le  plan  bed 
sera  parallèle  à la  face  BCD  (373). 

Théorème  II. 

449.  Deux  tétraèdres  sont  semblables,  lorsqu’ils  ont  un 
angle  dièdre  égal,  compris  entre  deux  faces  semblables  cha- 
cune à chacune  et  semblablement  placées. 

Soient  les  tétraèdres  ABCD,  abcd,  dans  lesquels  l’angle  diè- 
dre AB  est  égal  à l’angle  dièdre  ab,  et  supposons  en  outre  que 

les  triangles  ABC,  ABD,  soient  sem- 
blables aux  triangles  abc,  abd;  je  dis 
que  ces  tétraèdres  sont  semblables. 

Prenons  sur  l’arête  AB  une  lon- 
gueur AE,  égale  à l’arête  ab,  et  me- 
nons par  le  point  E un  plan,  paral- 
lèle à la  face  BCD,  qui  détermine  la 
section  EFG.  Les  tétraèdres  ABCD, 
AEFG,  seront  semblables;  donc  les 
faces  AEF,  AEG,  sont  semblables  aux  faces  ABC,  ABD,  et  par 
suite  aux  faces  abc,  abd  : d'ailleurs  AE  = ab-,  donc  les  triangles 
AEF,  AEG,  sont  respectivement  égaux  aux  triangles  abc,  abd. 

Cela  posé,  portons  le  tétraèdre  abcd  sur  le  tétraèdre  AEFG 
de  manière  que  l’arête  ab  coïncide  avec  l'arête  AE  et  l’angle 
dièdre  ab  avec  son  égal  AE.  Les  deux  triangles  abc,  abd,  se 
confondront  avec  les  triangles  AEF,  AEG,  et  par  conséquent 
les  tétraèdres  abcd,  AEFG,  sont  égaux. 

Donc  le  tétraèdre  abcd  est  semblable  au  tétraèdre  ABCD. 

450.  Remarque.  — Étant  donnés  le  tétraèdre  ABCD  et  le 
triangle  bed  semblable  à la  face  BCD,  on  peut  construire  sur  ce 
triangle  un  tétraèdre  semblable  au  premier. 
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Menons  le  plan  bca  de  manière  que  l'angle  dièdre  abcd  soit 
égal  à l’angle  dièdre  BC,  puis  dans  ce  plan  faisons  l’angle  abc 
égal  à ABC  et  l’angle  acb  égal  à ACB;  le  tétraèdre  abcd  sera 
semblable  à ABCD. 

Car  ces  tétraèdres  ont  un  angle  dièdre  égal,  compris  entre 
deux  faces  semblables  et  semblablement  placées. 


Théorème  III. 

451.  Deux  tétraèdres  semblables  ABCD,  abcd,  sont  entre 

eux  comme  les  cubes  de  leurs 
arêtes  homologues. 

Puisque  les  deux  tétraèdres 
sont  semblables , leurs  angles 
trièdres  A,  a,  par  exemple,  sont 
égaux;  donc  ces  tétraèdres  sont 
entre  eux  comme  les  produits 
des  arêtes  qui  comprennent  ces 


/J 


\ 4 


\ 


angles  (432)  et  on  a 


ABCD  _ AB  x AC  X AD  AB  ^ AC  AD 

abcd  ab  X etc  X ad  ab  ^ ac  ad  ’ 


mais,  à cause  de  la  similitude  des  tétraèdres,  les  rapports 
AB  AC  AD  . 

~ab'  ~ac'  ~âd  sonl  e8aux>  donc  on  a aussi 


ABCD  _ AU 

abcd  ~ âbS  ’ 


Remarque.  — Supposons  qu’on  ait  AB  = a et  ab  = i , le  rap- 
port  de  ABCD  à abcd  sera  ou  8;  donc  le  volume  du  pre- 
mier tétraèdre  vaut  8 fois  celui  du  second. 

Si  les  côtés  AB  et  ab  contenaient  respectivement  5 et 
3 unités  de  longueur,  on  aurait 


ABCD 125 , 17 

abcd  27  ^27 


[Note  7t.] 


§ II.  - POLYÈDRES  SEMBLABLES. 

Théorème  1. 

452.  Un  polyèdre  ABCDEFGH  étant  donné,  on  peut  en 
construire  un  second,  tel  que  ces  deux  polyèdres  soient  com- 
posés d'un  même  nombre  de  tétraèdres  semblables  chacun  à 
chacun  et  semblablement  placés. 
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Je  décompose  le  polyèdre  donné  en  tétraèdres  EABI), 
EDBC,  ECBF, . . ayant  tous  pour  sommet  le  point  E,  et, 


après  avoir  pris  sur 
l'arèle  EA  un  point 
quelconque  A',  je 
détermine  les  sec- 
tions A'B'D',  D'B'C', 
C'B'F',...,  en  menant 
des  plans  respective- 
ment parallèles  aux 
plans  des  triangles 
ABD,  DBG,  CBF, . . 


alors  le  polyèdre  A'B'C'D'EF'G'H'  est  le  polyèdre  demandé. 

Car  les  tétraèdres  EA'B'D',  ED'B'C',  EC'B'F',. sont 
semblables  chacun  à chacun  aux  tétraèdres  EABD,  EDBC, 
ECBF,...  (448),  et  on  voit  de  plus  que  les  tétraèdres  sembla- 
bles, qui  composent  les  deux  polyèdres,  sont  semblablement 
placés. 


Remarque. — On  peut  construire  à part  un  polyèdre  abcdefgh 
qui  satisfasse  aux  conditions  demandées,  en  construisant  le 
tétraèdre  eabd  semblable  au  tétraèdre  EABD,  le  tétraèdre  edb< 
semblable  à EDBC,...,  et  en  faisant  en  sorte  que  les  tétra- 
èdres semblables,  qui  composent  les  deux  polyèdres,  soient 
semblablement  placés. 


Théorème  II. 

453.  Deux  polyèdres  ABCDEFGH,  abcdefgh,  sont  sembla- 
bles, lorsqu’ils  sont  composés  d’un  même  nombre  de  tétra- 
èdres semblables  chacun  à chacun  et  semblablement  disposés. 

D'abord,  en  vertu  de  la  similitude  des  tétraèdres  EABD  et 

eabd,  EDBC  et  edbc, .... 
les  angles  solides  des  deux 
polyèdres  sont  égaux  cha- 
cun à chacun,  soit  comme 
angles  trièdres  homologues 
de  deux  tétraèdres  sembla- 
bles, soit  parce  qu’ils  sont 
composés  d'un  même  nom- 
bre d'angles  trièdres,  res- 
pectivement égaux  et  disposés  de  la  même  manière. 

Maintenant  il  s’agit  de  faire  voir  que  les  faces  homologues 
des  deux  polyèdres  sont  semblables  chacune  à chacune. 

Or,  supposons,  par  exemple,  que  les  deux  triangles  ABD, 
DBC,  forment  une  face,  du  premier  polyèdre;  je  dis  que  les 
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triangles  semblables  abd,  dbc,  formeront  aussi  une  face  du 
second  polyèdre.  Car,  à cause  de  la  similitude  des  tétraèdres 
EABD  et  eabd,  EDBC  et  edbc,  les  angles  dièdres  EDBA,  edba, 
sont  égaux,  ainsi  que  les  angles  dièdres  EDBC,  edbc;  mais  la 
somme  des  angles  dièdres  EDBA,  EDBC,  est  égale  à deux 
angles  dièdres  droits;  donc  la  somme  edba  -4-  edbc  a la  même 
valeur  et  par  conséquent  les  triangles  abd,  dbc,  sont  sur  le 
même  plan  (363). 

Ainsi,  les  polygones  ABCD,  abcd,  sont  composés  d’un  même 
nombre  de  triangles  semblables  et  semblablement  disposés; 
donc  ils  sont  semblables.  On  verrait  de  même  que  les  autres 
faces  des  deux  polyèdres  sont  semblables  chacune  à chacune. 

Donc  les  polyèdres  proposés  sont  semblables. 

45i.  Remarque  I.  — Réciproquement,  deux  polyèdres  sem- 
blables ABCDEFGII,  abcdefgh,  peuvent  se  décomposer  en  un 
même  nombre  de  tétraèdres  semblables  chacun  à chacun  et 
semblablement  disposés. 

Supposons  que  les  faces  ABCD,  BCGF,. ..,  soient  respecti- 
vement semblables  aux  faces  abcd,  bcgf,. ..,  puis  décompo- 
sons le  premier  polyèdre  en  tétraèdres  EABD,  EDBC, 
ECBF,...,  qui  ont  pour  sommet  commun  le  point  E,  et  le 
second  polyèdre  en  tétraèdres  eabd,  edbc,  ecbf,...,  qui  ont 
pour  sommet  commun  le  pointe,  homologue  au  sommet  E. 

A cause  de  la  similitude  des  polyèdres,  l’angle  dièdre  AB 
est  égal  à l’angle  dièdre  ab  et  les  deux  triangles  ABE,  ABD, 
sont  semblables  à leurs  homologues  abe,  abd;  donc  déjà  les 
tétraèdres  EABD,  eabd,  sont  semblables. 

11  en  résulte  que  les  angles  dièdres  EDBA,  edba,  sont 
égaux;  donc  leurs  suppléments  EDBC,  edbc,  sont  égaux. 
D’ailleurs,  à cause  de  la  similitude  des  tétraèdres  EABD,  eabd, 
et  de  celle  des  polyèdres,  les  triangles  EI)B,  edb,  sont  sem- 
blables, ainsi  que  les  triangles  DBC,  dbc;  donc  les  tétraèdres 
EDBC,  edbc,  sont  aussi  semblables. 

De  là  on  conclut  l’égalité  des  angles  dièdres  EBCD,  ebcd, 
et  si  on  les  retranche  respectivement  des  angles  dièdres  FBCD, 
fbcd,  qui  sont  égaux  à cause  de  la  similitude  des  polyèdres, 
les  restes  EBCF,  ebcf,  seront  égaux.  D'ailleurs,  en  vertu  de  la 
similitude  des  tétraèdres  EDBC,  edbc,  et  de  celle  des  polyè- 
dres, les  triangles  EBC,  ebc,  sont  semblables,  ainsi  que  les 
triangles  BCF,  bcf;  donc  les  tétraèdres  EBCF,  ebcf,  sont  sem- 
blables, et  on  peut  continuer  ainsi,  quel  que  soit  le  nombre 
des  tétraèdres  qui  composent  les  deux  polyèdres. 

Remarque  II.  — Les  arêtes  homologues  de  deux  polyèdres 
semblables  sont  proportionnelles.  Car  les  côtés  de  deux 
faces  semblables  sont  proportionnels,  et  de  plus,  deux  côtés 
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homologues  de  ces  faces  sont  aussi  les  côtés  homologues  de 
deux  autres  faces  semblables,  adjacentes  aux  premières,  et 
ainsi  de  suite. 

Le  rapport  de  deux  arêtes  homologues  est  le  rapport  de  si- 
militude des  deux  polyèdres. 

Remarque  III. — A cause  de  la  similitude  des  tétraèdres 
EI)BC,  edbc,  le  rapport  de  la  diagonale  EC  à son  homologue  ec 
est  égal  au  rapport  de  l’arête  BC  à son  homologue  bc ; et, 
comme  la  décomposition  de  deux  polyèdres  semblables  en 
tétraèdres  semblables  peut  s’effectuer  en  parlant  de  deux 
sommets  homologues  quelconques,  il  s’ensuit  que  te  rapport 
de  deux  diagonales  homologues  de  deux  polyèdres  sembla- 
bles est  égal  au  rapport  de  similitude  de  e.es  polyèdres. 

Et,  si  on  rapproche  cette  remarque  de  la  précédente  et  de 
celle  qui  termine  le  n°  212,  il  s’ensuit  que  les  droites,  qui 
joignent  les  sommets  homologues  de  deux  polyèdres  sembla- 
bles, sont  proportionnelles. 

Remarque  IF.  — Si  on  coupe,  une  pyramide  quelconque 
SABCDE  par  un  plan  parallèle  à sa  base, 
la  pyramide  partielle  Sabcde  sera  sem- 
blable à la  pyramide  totale. 

Car  les  tétraèdres  SABC  et  S abc,  SACD 
et  S acd, . . . , sont  semblables,  et  de  plus, 
les  tétraèdres  semblables,  qui  composent 
les  deux  pyramides,  sont  semblablement 
placés. 

Théorème  III. 

455.  Si  deux  polyèdres  P,  p,  sont  semblables  et  qu'on  joigne 
respectivement  tes  sommets  de  deux  triangles  homologues  ABC, 
abc,  pris  dans  deux  faces  semblables  ABCDE,  abede,  aux  som- 
mets F,  G,  H,. . ., 
et  f,  g,  h,...,  situés 
hors  de  ces faces,  les 
tétraèdres  FABC, 
GABC,.. .,  et  fabc, 
gubc ... .,  formés 
dans  les  deux  po- 
lyèdres, seront  sem- 
blables chacun  à 
chacun. 

Car  les  tétraèdres  FABC  et  fabc  sont  semblables,  comme 
ayant  leurs  arêtes  proportionnelles  et  semblablement  placées 
(454,  Rem.  ///);  il  en  est  de  même  des  tétraèdres  GABC  et 
gabc, 
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456.  Remarque.  — Réciproquement,  si  les  tétraèdres  FABC, 
GABC, . . . , et  f abc,  gabc, . . . , formés  dans  deux  polyèdres  I’,  p, 
en  joignant  respectivement  les  sommets  de  deux  triangles 
homologues  ABC,  abc,  pris  dans  deux  faces  semblables  ABCDE. 
abcde,  aux  sommets  F,  G,  11, . . . , et  f,  g,  h, . . . , situés  hors  de 
ces  faces,  sont  semblables  chacun  à chacun,  les  deux  polyèdres 
seront  semblables. 

En  effet,  en  vertu  de  l'hypothèse,  les  triangles  FAB,  GAB, 
sont  respectivement  semblables  aux  triangles  fab,  gab,  et  de 
plus,  les  angles  dièdres  FABC,  GABC,  sont  égaux  aux  angles 
dièdres  fabc,  gabc,  chacun  à chacun;  donc  on  a 

dièdre  FABC  — dièdre  GABC  = dièdre fabc  — dièdre  gabc 
ou  dièdre  FABG  = dièdre  fabg. 


Donc,  les  deux  tétraèdres  FABG,  fabg,  sont  semblables, 
comme  ayant  un  angle  dièdre  égal,  compris  entre  deux  faces 
semblables  et  semblablement  disposées,  et  par  conséquent 
on  a 


FG  FA  _ AB 

fg  ~ fa  ~ ab' 


On  verrait  de  môme  que  chacun  des  rapports 
AB 


FH  GH 

Jh'W”" 

est  égal  au  rapport^”-  Donc,  le  triangle  FGH,  dont  les  côtés 

joignent  trois  sommets  du  premier  polyèdre,  est  semblable  au 
triangle  fgh,  dont  les  côtés  joignent  les  trois  sommets  homo- 
logues du  second  polyèdre;  par  la  même  raison,  les  triangles 
GHK,  ghh,  sont  semblables,  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  les  surfaces  des  polyèdres  P,  p,  sont  composées  d’un 
même  nombre  de  triangles  semblables  chacun  à chacun  et  sem- 
blablement placés. 

Or,  supposons,  par  exemple,  que  les  deux  triangles  GHF, 
GHK,  soient  dans  une  même  face  du  premier  polyèdre;  je  dis 
que  les  triangles  ghf,  ghh,  seront  aussi  dans  une  même  face 
du  second  polyèdre.  Car  les  triangles  GHF,  GHK,  étant  dans 
un  môme  plan,  on  a 


angle  FGK  = angle  FGH  angle  I1GK; 


mais  les  trois  angles  plans  FGK,  FGH,  HGK,  sont  respective- 
ment égaux  aux  angles  plans  fgh,  fgh,  hgh,  comine  angles 
homologues  de  triangles  semblables;  donc  on  aura  aussi 


angle/^/i-  = angle/g/i  -f-  angle  hgh, 

Cl,  par  conséquent,  les  triangles  ghf,  ghh,  sont  dans  un  même 
plan. 
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De  là  il  résulte  que  les  faces  des  deux  polyèdres  se  compo- 
sent respectivement  d’un  même  nombre  de  triangles  sembla- 
bles chacun  à chacun  et  semblablement  placés;  donc  elles 
sont  semblables. 

Enfin,  si  l'angle  solide  G du  premier  polyèdre  est  formé  par 
les  angles  plans  FGH,  HGK,...,  l'angle  solide  g sera  formé 

des  angles  plans  fgh,  hgk égaux  aux  premiers;  d’ailleurs 

les  angles  dièdres  GII,  gh,  par  exemple,  seront  égaux,  comme 
angles  dièdres  homologues  des  deux  angles  trièdres  égaux 
GFHK,  gfhk  (390);  donc,  les  angles  solides  G et  g sont 
égaux. 

Ainsi,  les  deux  polyèdres  P,  p,  ont  leurs  faces  semblables 
chacune  à chacune  et  leurs  angles  solides  homologues  égaux; 
donc  ils  sont  semblables. 

Théorème  IV. 

457.  Deux  polyèdres  semblables  sont  entre  eux  comme  les 
cubes  de  leurs  arêtes  homologues. 

Car  deux  polyèdres  semblables  peuvent  se  décomposer  en 
un  même  nombre  de  tétraèdres  semblables  chacun  à chacun. 

Soient  T,  T',  T",. . les  tétraèdres  qui  composent  le  pre- 
mier polyèdre,  t,  t',  l",. . .,  ceux  qjui  composent  le  second,  et 
désignons  par  A,  a,  deux  arêtes  homologues,  par  V,  v,  les 
volumes  des  deux  polyèdres.  On  aura 

T A5 

t ~ a1’ 

T'  A» 

/'  — a1  ’ 

T*  _ A* 


et,  à cause  du  rapport  commun  — 5 on  a la  suite  de  rapports 
égaux 

J Jl  JO 

t=zY~7r~~  " ’ 

d’où  l’on  tire 

T T'  -t-  T"  -K  • . _ T A* 

t -t-  f 4-  l"-h  . • ~ t ~~  a* 

V A* 

OU  — — “* 

v a* 

458.  Remarque . — Les  surfaces  S et  s de  deux  polyèdres  sem- 
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blables  sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  deux  arêtes  ho- 
mologues. 

Soient  F,  F',  F",. . les  faces  du  premier  polyèdre,  f,  f , 
f les  faces  homologues  du  second;  en  désignant  tou- 
jours par  A,  a,  deux  arêtes  homologues,  on  a 


F As 

f~  «*’ 


• , A ..  . 

et,  a cause  du  rapport  commun  — » il  vient 


d'où  l'on  tire 


ou 


F _ F _ F" 

f~f  ~r 


F + F'  + F"+...  _F_  A5 


A* 

a} 


[Notes  7a  et  73.] 
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CHAPITRE  Y. 

DES  POLYÈDRES  RÉGULIERS. 


Définition. 

459.  On  appelle  polyèdre  régulier,  celui  dont  toutes  les 
faces  sont  des  polygones  réguliers  égaux  et  dont  tous  les 
angles  solides  sont  égaux.  Ainsi,  le  cube  est  un  polyèdre  ré- 
gulier. 

Il  résulte  de  cette  définition  que  tous  les  côtés  d'un  po- 
lyèdre régulier  sont  égaux  entre  eux. 

Remarque.  — On  verra,  d'après  les  propositions  suivantes, 
qu’il  existe  cinq  polyèdres  réguliers  et  qu’il  n’en  peut  exister 
que  cinq.  Ces  polyèdres  sont:  le  tétraèdre,  Y hexaèdre,  Yoc- 
taèdre,  le  dodécaèdre  et  Y icosaèdre.  Le  premier,  le  troisième 
elle  cinquième  ont  pour  faces  des  triangles  équilatéraux;  le 
second  a pour  faces  des  carrés,  et  le  quatrième  des  pentagones 
réguliers. 

Problème  I. 

460.  Construire  un  tétraèdre  régulier,  qui  ail  pour  côté  une 
droite  donnée  AB. 

Construisons  le  triangle  équilatéral  ABC  et,  du  centre  O de 
ce  triangle,  élevons  sur  le  plan  ABC  la  perpendiculaire  OD  ; 

puis  déterminons  le  point  D de  telle  sorte  que 
la  distance  AD  soit  égale  à AB,  et  menons  les 
droites  DB,  DC;  alors  DABC  est  le  tétraèdre 
demandé. 

Car  les  obliques  DA,  DB,  DC,  qui  s’écartent 
également  du  pied  de  la  perpendiculaire  DO, 
sont  égales,  et  d’ailleurs  DA  = AB  ; donc  déjà 
les  quatre  faces  du  tétraèdre  sont  des  triangles 
équilatéraux  égaux  entre  eux.  De  plus,  les  angles  trièdres  A, 
B,  C,  D sont  égaux,  puisqu’ils  ont  leurs  angles  plans  respecti- 
vement égaux  ; donc  le  tétraèdre  DABC  est  régulier. 

Remarque.  — Deux  tétraèdres  réguliers  sont  des  polyèdres 
semblables.  Car  leurs  faces  sont  semblables,  chacune  à cha- 
cune, et  tous  leurs  angles  solides  sont  égaux,  comme  étant 
des  angles  trièdres  qui  ont  leurs  angles  plans  respectivement 
égaux. 
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Problème  II. 

461.  Construira  un  hexaèdre  régulier,  qui  ait  pour  côté  une 
droite  donnée  AB. 

Construisons  le  carré  ABCD  et  du  sommet  A élevons  sur  le 
plan  de  ce  carré  la  perpendiculaire  AE  égale  à AB;  achevons 
le  parallélipipède  ABCDEFGH,  et  ce  parallé- 
lipipèdc  sera  le  cube  ou  l’hexaèdre  régulier 
demandé. 

Car  les  six  faces  de  cet  hexaèdre  sont  des 
carrés  égaux,  et  ses  huit  angles  trièdres  sont 
formés  chacun  de  trois  angles  plans  qui  sont 
droits. 

— Deux  hexaèdres  réguliers  sont  semblables. 
Problème  III. 

462.  Construire  un  octaèdre  régulier,  qui  ait  pour  côté  une 
droite  donnée  AB. 

Sur  le  carré  ABCD,  comme  base,  construisons  au-dessus  et 
au-dessous  de  cette  base  deux  pyramides  régulières  EABCD, 
FABCD,  dont  les  hauteurs  OE,  OF,  soient 
chacune  égale  à OA.  Dans  les  douze  trian- 
gles rectangles,  qui  ont  pour  sommet  le 
point  0,  les  côtés  des  angles  droits  se- 
ront égaux  entre  eux  ; donc  les  douze 
hypoténuses  AB,  AE,  AF,...,  seront  aussi 
égales  entre  elles  et  par  conséquent  les 
faces  de  l’octaèdre  sont  des  triangles 
équilatéraux  égaux.  De  plus,  il  est  facile  de  voir  que  deux 
angles  solides  quelconques,  A et  E,  par  exemple,  peuvent  se 
superposer,  puisqu’ils  sont  les  angles  au  sommet  de  deux  py- 
ramides régulières  ABEDF,  EABCD,  qui  ont  des  bases  et  des 
hauteurs  égales. 

Remarque  l.  — Lorsque  trois  droites  égales  AC,  BD,  EF, 
se  coupent  deux  à deux  en  parties  égales  et  à angles  droits, 
leurs  extrémités  sont  les  sommets  d’un  octaèdre  régulier. 

Remarque  II. — Tous  les  angles  dièdres  d’un  octaèdre  régu- 
lier sont  égaux  entre  eux.  Ainsi  l’angle  dièdre  BE,  par  exem- 
ple, est  égal  à l’angle  dièdre  AE;  car  l’angle  trièdre  qui  a pour 
arêtes  BA,  BE,  BC,  et  l’angle  trièdre  qui  a pour  arêtes  AD,  AE, 
AB,  sont  égaux,  comme  ayant  leurs  angles  plans  égaux  cha- 
cun à chacun. 


n c 


» B 

Remarque. 
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Remarque  III.  — Deux  octaèdres  réguliers  sont  semblables. 
Gir  leurs  faces  sont  semblables  chacune  à chacune,  et  leurs 
angles  solides  sont  égaux,  comme  ayant  leurs  angles  plans 
respectivement  égaux  et  tous  leurs  angles  dièdres  égaux  entre 
eux. 

Problème  IV. 

463.  Construire  un  dodécaèdre  régulier,  qui  ait  pour  côté 
une  droite  donnée  AB. 

Construisons  le  pentagone  régulier  ABCDE  et  menons  d’un 
même  côté  du  plan  de  ce  pentagone  les  droites  AF,  B1I,  CK, 

DM,  EO,  de  manière 
ii.  à former  aux  sommets 

Z'  A,  B,  C,  D,  E,  des  an- 

E.  ^ I N v^i'  gles  trièdres  dont  lou- 

/ l i \ / tes  les  faces  soient 

\1/ R /‘  ° \y  H égales  à l’angle  EAB 

P u rr  G’  que  nous  désignerons 

par  a.  Tous  les  angles 
dièdres  de  ces  angles  trièdres  seront  aussi  égaux  entre  eux,  et 
par  conséquent  le  plan  FAB  n’est  autre  que  le  plan  ABU  ; donc 
dans  ce  plan  on  peut  former  le  pentagone  régulier  ABHGF 
égal  au  pentagone  ABCDE,  et  on  pourra  de  même,  dans  les 
plans  IIBCK,  KCDM,...,  construire  les  pentagones  réguliers 
BCK1H,  CDMLK 

On  obtiendra  ainsi  une  surface  composée  de  six  pentagones  - 
réguliers  égaux,  et,  si  on  remarque  que  l’angle  trièdre,  ayant 
pour  arêtes  FA,  FG,  FP,  est  égal  à l’angle  trièdre  qui  a pour 
arêtes  AF,  AB,  AE,  puisque  ces  angles  trièdres  ont  l’angle  diè- 
dre FA  commun,  compris  entre  des  faces  égales  chacune  à cha- 
cune, il  s’ensuivra  que  l’angle  PFG  est  égal  à l’angle  EAB  ou  a. 
Donc  la  surface  ABCDEFG. . . est  limitée  par  une  ligne  brisée 
FGH1K...  dont  tous  les  angles  FGH,  GUI,...,  alternative- 
ment saillants  et  rentrants  sont  égaux  à l’angle  a,  et  on  peut 
conclure  aussi  que  chacun  des  angles  trièdres  F,  H,  K,  M,  O, 
est  égal  à l’angle  trièdre  A. 

Maintenant,  soit  un  pentagone  régulier  A'B'C'D'E'  égal  au 
pentagone  ABCDE,  et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  ces 
deux  pentagones  soient  situés  sur  le  même  plan;  puis,  répé- 
tons sur  le  second  pentagone  les  constructions  qu’on  vient  de 
faire  sur  le  premier;  seulement,  si  les  droites  AF,  BI1,  CK, 
DM,  EO,  sont  situées  au-dessus  du  plan  ABCDE,  menons  les 
droites  A'P',  B'G',  C'I',  D'L',  E'N',  au-dessous  de  ce  plan.  On 
formera  une  nouvelle  surface  A'B'C'D'E' F F'. . .,  et,  si  en  la 
retournant,  on  la  plaçait  sur  la  première,  de  manière  que  le 
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point  B'  tombât  en  A,  le  point  A'  en  B et  le  point  E'  en  C,  les 
deux  surfaces  se  confondraient. 

Cela  posé,  sans  retourner  la  seconde  surface,  portons-la  sur 
la  première,  de  telle  sorte  que  l’angle  saillant  F'  coïncide  avec 
l’angle  rentrant  PFG  ; comme  on  a F'P'=-FP,  F'G'=FG,  le 
point  P'  tombera  sur  le  point  P et  le  point  G'  sur  le  point  G. 
Alors  les  trois  pentagones  FAEOP,  FABHG,  F'P'A'B'G',  for- 
meront ensemble  au  point  F un  angle  trièdre  égal  à l’angle 
trièdre  A;  d’où  il  résulte  que  l’angle  dièdre  FG,  compris  sous 
les  plans  AFG,  FGB',  sera  égal  à l’angle  dièdre  AB,  par  exem- 
ple, que  nous  représenterons  part/.  De  plus,  chacun  des  angles 
plans  FGB',  FGH  est  égala  a;  donc  l’angle  trièdre,  ayant  pour 
arêtes  GF,  GB',  GH  est  égal  à l’angle  trièdre  de  la  seconde 
figure,  qui  a pour  arêtes  G' F',  G' B',  G' H',  et  par  suite  l’arête 
G' IF  coïncidera  avec  l’arête  GH.  On  verrait  de  même  que 
l’angle  trièdre  HGBI  de  la  première  figure  est  égal  à l’angle 
trièdre  qui  aura  pour  arêtes  HG,HB,  Hl'  ; donc  H F coïncidera 
avec  III,  et  ainsi  de  suite. 

Donc  les  deux  surfaces  ABCDEFG ...  et  A'  B'  C'  D' E'  P'  F' . . . 
formeront  ensemble  une  seule  surface  composée  de  douze 
pentagones  réguliers  égaux  entre  eux,  et  dont  les  angles  solides 
seront  égaux;  donc  celte  surface  sera  le  dodécaèdre  réguliet 
demandé. 

Remarque.  — Deux  dodécaèdres  réguliers  sont  semblables. 

Problème  V. 

464.  Construire  un  icosaèdre  régulier,  qui  ait  pour  côté 
une  droite  donnée  AB. 

Sur  le  côté  MN,  égal  à AB,  je  construis  le  pentagone  régu- 
lier MNPQK  et  du  centre  0 de  ce  pentagone,  j’élève  sur  le 
plan  MNP  la  perpendiculaire  OS;  je  détermine  le  point  S de 
telle  sorte  que  la  distance  MS  soit  égale  à MN  et  je  mène  les 

v 

o 


H C' 

droites  SN,  SP,  SQ,  SR.  Je  forme  ainsi  une  pyramide  régulière 
dont  la  surface  latérale  se  compose  de  cinq  triangles  équilaté- 
raux égaux  entre  eux,  et,  comme  les  angles  trièdres  M,  N,  P, 
Q,  H,  sont  composés  chacun  de  deux  angles  de  triangles  équi- 


• - 


l\/\/ 


îN 


q 


Vf'V 


Digitized  by  Google 


POLYÈDRES  RÉGULIERS.  ï^\ 

latéraux  et  d'un  angle  de  pentagone  régulier,  il  s’ensuit  que 
les  angles  dièdres  SM,  SN,  SP,  SQ,  SR  sont  égaux  entre  eux. 
Désignons  l’un  de  ces  angles  dièdres  par  d. 

Maintenant,  soit  ABC  un  triangle  équilatéral,  dont  le  côté 
est  égal  à la  droite  donnée  AB,  et  construisons  d’un  même 
côté  du  plan  de  ce  triangle  les  trois  pyramides  CABDEF, 
ABCFGH,  BACD1H,  égales  chacune  à la  pyramide  S.  On  obtien- 
dra une  surface  composée  de  dix  triangles  équilatéraux  égaux 
entre  eux,  et  les  angles  solides  D,  E,  F,  G,  U,  I seront  alter- 
nativement égaux  à l’angle  solide  qui  a pour  arêtes  SM,  SP, 
SQ,  SR,  ou  à l’angle  trièdre  qui  a pour  arêtes  SM,  SP,  SN  ; 
donc  l'angle  IDE,  par  exemple,  est  égal  à l’angle  DEF,  puisque 
chacun  de  ces  angles  est  égal  à l’angle  MSP,  qui  lui-même 
est  égal  à l'angle  MNP,  à cause  de  l’égalité  des  triangles 
MPS,  MPN. 

Soit  de  même  A’B'C'  un  second  triangle  équilatéral  égal  au 
triangle  ABC,  et  supposons  que  ces  deux  triangles  soient  situés 
sur  le  même  plan;  puis  répétons  sur  le  second  triangle  les 
constructions  qu’on  a faites  sur  le  premier;  seulement,  si  les 
arêtes  CD,  CE,  CF,...,  sont  au-dessus  du  plan  ABC,  menons 
les  arêtes  C'I',  C'D',  C'E',. . .,  au-dessous  de  ce  plan.  On  for- 
mera ainsi  une  nouvelle  surface  égale  à la  première. 

Cela  posé,  portons  la  figure  C'A'BTD'...  sur  la  figure 
CABDE...,  de  manière  que  l'angle  E'D'I'  coïncide  avec  son 
égal  EDI  ; comme  on  a D'E'  = DE,  DT  = DI,  le  point  E'  tom- 
bera sur  le  point  E et  le  point  I'  sur  le  point  I.  Alors  les 
triangles  DEC,  DCB,  DBI,  DIC',  DC'E  formeront  ensemble  un 
angle  solide  D égal  à l’angle  solide  S;  d’où  il  résulte  que. 
l’angle  dièdre  compris  sous  les  faces  DEC,  DEC'  sera  égal  à d. 
Donc  les  triangles  équilatéraux  E'D' C',  E'C' A',  E' A'F'  de  la 
seconde  figure  se  réuniront  aux  triangles  EDC,  ECF  de  la  pre- 
mière, pour  former  une  pyramide  EDC'A'FC  égale  à la  pyra- 
mide S,  et,  par  conséquent,  l’arête  E'F'  coïncidera  avec  l’arête 
EF.  On  verrait  de  même  que  F' G'  coïnciderait  avec  FG,  et 
ainsi  de  suite. 

Donc  les  deux  surfaces  CABDE ...  et  C'  A'  BT  D' . . . forme- 
ront ensemble  une  surface  unique  composée  de  vingt  trian- 
gles équilatéraux  égaux  entre  eux  et  dont  les  angles  solides  1 
seront  égaux  ; donc  cette  surface  sera  l’icosaèdre  régulier  de- 
mandé. 

Remarque.  — Deux  icosaèdres  réguliers  sont  semblables. 
Car  leurs  faces  sont  semblables,  chacune  à chacune,  et  leurs 
angles  solides  sont  égaux,  comme  ayant  leurs  angles  plans 
respectivement  égaux  et  tous  leurs  angles  dièdres  égaux 
entre  eux. 

Éléments.  I G 
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Théorème. 

465.  Il  ne  peut  exister  que  cinq  espèces  de  polyèdres  régu- 
liers. 

En  effet,  on  obtient  trois  polyèdres  réguliers,  le  tétraèdre, 
l’octaèdre  et  l’icosaèdre,  en  assemblant  des  triangles  équilaté- 
raux trois  à trois,  quatre  à quatre,  cinq  à cinq,  et  on  en  forme 
deux  autres,  savoir  : l’hexaèdre,  avec  des  carrés  réunis  trois  à 
trois,  et  le  dodécaèdre,  avec  des  pentagones  réguliers  assem- 
blés aussi  trois  à trois. 

Mais  on  ne  saurait  construire  d’autres  polyèdres  réguliers 
en  assemblant  autour  d'un  point  plus  de  cinq  triangles  équila- 
téraux ; car  six  angles  de  ces  triangles  valent  quatre  droits  et 
ne  peuvent  former  un  angle  solide. 

On  verrait  de  même  qu’on  ne  peut  pas  obtenir  un  angle  so- 
lide en  réunissant  autour  d’un  point  plus  de  trois  carrés  ou 
plus  de  trois  pentagones  réguliers,  ou  enfin  un  nombre  quel- 
conque de  polygones  réguliers,  ayant  plus  de  cinq  côtés. 
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DU  CYLINDRE,  DU  CONE  ET  DU  TRONC  DE  CONE.  — 
DE  LA  SPHÈRE  f). 


CHAPITRE  I. 

DU  CYLINDRE,  DU  CONE  ET  DU  TRONC  DE  CONE. 


§ I".  - DÉFINITIONS.  — LEMMF.S  PRÉLIMINAIRES. 


, Définitions. 

466.  On  appelle  cylindre  le  solide  engendré  par  la  révolu- 
tion d'un  rectangle  ABCD,  tournant  autour  du  côté  AB,  qu’on 

suppose  fixe  et  qui  est  l'axe  du  cylindre. 

Dans  ce  mouvement,  les  côtés  AD,  BC,  res- 
tant constamment  perpendiculaires  à AB,  dé- 
crivent des  cercles  égaux  (314)  qui  sont  les 
bases  du  cylindre,  et  la  droite  DC,  appelée 
génératrice,  en  décrit  la  surface  latérale. 

La  distance  AB  des  deux  bases  est  la  hau- 
teur du  cylindre. 

Toute  section  GIIKL,  faite  dans  le  cylindre  par  un  plan  qui 
passe  par  Taxe  AB,  est  un  rectangle  double  du  rectangle  gé- 
nérateur ABCD. 

Toute  section  MNP,  faite  par  un  plan  perpendiculaire  à l’axe, 
est  un  cercle  égal  à chacune  des  bases;  car  cette  section  11’est 
autre  que  le  cercle  décrit  par  la  droite  OP  perpendiculaire  à AB 
et  égale  à BC,  lorsque  le  rectangle  ABCD  tourne  autour  de  AB. 

467.  Si,  dans  le  cercle  qui  sert  de  base  à un  cylindre,  on 
inscrit  un  polygone  ABCDE  et  que  l’on  con- 
struise sur  ce  polygone  un  prisme  droit  de 
même  hauteur  que  le  cylindre,  le  prisme  est 
dit  inscrit  dans  le  cylindre,  ou  le  cylindre 
circonscrit  au  prisme. 

Puisque  le  prisme  est  droit,  les  arêtes  AF, 
BG,  CH,...  seront  comprises  dans  la  surface 
latérale  du  cylindre. 


(*)  Le  cylindre,  le  cône  et  la  aphère  sont  connu»  sou»  le  nom  de»  trois 
corps  ronds. 

iG. 
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468.  Pareillement,  si  un  polygone  ABCD  est  circonscrit  à la 
base  d’un  cylindre  et  que  l'on  construise  sur 
ce  polygone  un  prisme  droit  de  même  hau- 
teur que  le  cylindre,  le  prisme  est  dit  cir- 
conscrit au  cylindre,  ou  le  cylindre  inscrit 
dans  le  prisme. 

Les  perpendiculaires  KL,  MN,...,  éle- 
vées des  points  de  contact  K,  M,...,  sur 
le  plan  de  la  base,  seront  situées  à la  fois 
dans  la  surface  latérale  du  cylindre  et  dans 
celle  du  prisme  circonscrit.  Ces  droites  sont  les  lignes  de  con- 
tact des  deux  surfaces. 

469.  Deux  cylindres  sont  semblables,  lorsqu’ils  sont  engen- 
drés par  des  rectangles  semblables,  tournant  autour  de  deux 
côtés  homologues,  ou,  en  d’autres  termes,  lorsque  leurs  hau- 
teurs sont  entre  elles  comme  les  rayons  de  leurs  bases. 

470.  On  appelle  cône  le  solide  engendré  par  la  révolution 
„ d'un  triangle  rectangle  SAB,  tournant  autour  de 

SA,  l’un  des  côtés  de  l’angle  droit. 

Dans  ce  mouvement,  le  côté  AB  décrit  un 
cercle  qui  est  la  base  du  cône,  et  l’hypoténuseSB 
en  décrit  la  surface  latérale. 

Le  côté  fixe  SA  est  l 'axe  ou  la  hauteur  du 
B cône;  le  point  S en  est  le  sommet,  et  l’hypoté- 
nuse SB  en  est  le  côté,  ou  l’apothème. 

Toute  section  SÜE,  faite  dans  le  cône  par  un  plan  qui  passe 
par  l'axe  SA,  est  un  triangle  isocèle  double  du  triangle  géné- 
rateur SAB. 

Toute  section  FGHK,  faite  par  un  plan  perpendiculaire  à 
l’axe,  est  un  cercle  dont  le  plan  est  parallèle  à celui  de  la 
base. 

471.  Si  dans  la  base  d’un  cône  on  inscrit  un  polygone  ABCDE 
et  que  l’on  construise  sur  ce  polygone  une  py- 
ramide dont  le  sommet  coïncide  avec  celui  du 
cône,  la  pyramide  est  inscrite  dans  le  cône,  ou 
le  cône  circonscrit  à la  pyramide. 

Les  arêtes  SA,  SB,  SC,...,  sont  comprises  dans 
la  surface  latérale  du  cône. 


472.  Une  pyramide  est  circonscrite  à un  cône,  lorsque  son 
sommet  coïncide  avec  celui  du  cône  et  que  sa  base  est  cir- 
conscrite à celle  du  cône.  Le  cône  est  inscrit  dans  ta  pyramide. 


n 
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473.  Deux  cônes  sont  semblables , lorsqu’ils  sont  engendres 
par  des  triangles  semblables,  tournant  autour  de  deux  côtés 
homologues,  ou,  en  d'autres  termes,  lorsque  leurs  hauteurs 
sont  proportionnelles  aux  rayons  de  leurs  bases. 

474.  Si  l’on  coupe  un  cône  SOB  par  un  plan  parallèle  à sa 
base  et  qu’on  retranche  du  cône  total  le  cône  partiel  SO'l),  le 

solide  qui  reste  s’appelle  tronc  de  cône  ou  cône 
tronqué. 

On  peut  regarder  ce  tronc  de  cône  comme  en- 
gendré par  la  révolution  du  trapèze  OBDO',  tour- 
nant autour  du  côté  00'.  Ce  côté  immobile . 
perpendiculaire  aux  deux  bases  du  trapèze  géné- 
rateur, est  Y axe  ou  la  hauteur  du  tronc  ; les  cer- 
cles OB,  O'D  en  sont  les  bases,  et  DB  en  est  le 
côté  ou  l’apothème. 

Les  deux  triangles  rectangles  SOB,  SO'D  étant  semblables, 
le  cône  total  et  le  cône  partiel  le  sont  pareillement. 

475.  Une  surface  courbe  est  dite  convexe,  lorsqu’on  peut 
mener  par  chacun  de  ses  points  un  plan  qui  laisse  la  surface 
tout  entière  d’un  même  côté. 

De  là  il  résulte  que  les  surfaces  latérales  du  cylindre  et  du 
cône  sont  convexes.  Car,  par  l’un  quelconque  des  points  de  la 
surface  latérale  d’un  cylindre,  on  peut  tracer  une  génératrice 
et  mener  par  l’une  de  ses  extrémités  une  tangente  à l une  des 
bases  du  cylindre;  alors  le  plan  passant  par  ces  deux  droites 
laissera  la  surface  latérale  du  cylindre  tout  entière  d’un  même 
côté. 

On  démontrerait  d’une  manière  analogue  que  la  surface  la- 
térale d’un  cône  est  convexe. 

Remarque.  — On  dit  indifféremment  : la  surface  latérale  ou 
la  surface  convexe  d’un  cylindre,  la  surface  latérale  ou  la  sur- 
face convexe  d’un  cône  ou  d’un  tronc  de  cône. 


Lcmmes  préliminaires. 

Lemme  I. 

476.  Une  surface  plane  ABC!)  est  plus  petite  que  toute  autre 
r.  surface  EABCD,  terminée  au  même  contour 

y ABCD. 

[,-f Nous  regarderons  celle  proposition  comme 

|C  évidente. 


Leiieb  II. 

477.  Une  surface  convexe  EABCD  est  plus  petite  que  toute 
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autre  surface  qui  l'enveloppe  et  se  termine  au  même  con- 
tour ABCD. 

En  effet,  si  on  considère  à la  fois  la  surface  EABCD  et  toutes 
celles  qui  peuvent  l'envelopper  en  s'appuyant  sur  le  même 


F 

ruk 


contour,  il  est  évident  que  parmi  ces  surfaces 
il  y en  a au  moins  une  cpii  n’en  admet  pas  de 
plus  petite  qu'elle. 


lue  pa 
qui  n’i 


W 


I 

A ; 


A* 

:1 


L 


le 


Or,  l’une  quelconque  des  surfaces  envelop- 
pantes, FABCD  par  exemple,  ne  saurait  jouir 
de  celte  propriété;  car,  par  un  point  E de  la 
surface  convexe  EABCD,  on  peut  mener  un 
plan  qui  laisse  cette  surface  tout  entière  d’un 
même  côté  et  qui  coupe  la  surface  FABCD 
suivant  la  ligne  GHKL,  et  alors  la  surface  enveloppante 
GHKLABCD  sera  moindre  que  FABCD.  Donc  la  surface  EABCD 
est  plus  petite  que  toutes  celles  qui  l'enveloppent  et  se  ter- 
minent au  même  contour. 


F;V- 

/? 


il 


Remarque. — On  démontrerait  de  même:  i°que  toute  sur- 
face convexe  est  plus  petite  que  toute  autre  surface  qui  l’en- 
veloppe de  toutes  parts,  soit  que  ces  deux 
surfaces  aient  des  points  communs  ou  qu’elles 
n’en  aient  pas,  soit  qu’elles  aient  des  lignes 
ou  des  parties  communes;  a°  qu'une  surface 
convexe  terminée  par  les  deux  contours 
ABCD,  EFGH  est  moindre  que  toute  autre 
surface  qui  l’envelopperait  et  serait  terminée 
aux  deux  mêmes  contours. 

Donc,  la  surface  totale  d’un  cylindre  est  toujours  comprise 
entre  les  surfaces  totales  de  deux  prismes,  l'un  inscrit  et  l’autre 
circonscrit  à ce  cylindre. 


§ II.  — MESURE  DES  SURFACES  LATERALES  DU  CYLINDRE, 
DU  CONE  ET  DU  TRONC  DE  CONE. 


Mesure  de  la  surface  latérale  du  cylindre. 
Lemmb  I. 


478.  La  surface  latérale  d’un  prisme  droit  ABCDEF...  a 


pour  mesure  le  périmètre  de  sa  base  multiplié 
par  sa  hauteur. 

Car  cette  surface  se  compose  des  rectangles 
ABGF,  BCHG,...,  qui  ont  chacun  pour  hau- 
teur la  hauteur  AF  du  prisme;  donc 


ABGF -+- BCHG  + . . . = ( AB  4- BC -H. X AF. 
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Remarque.  — En  désignant  par  S,  P,  II  ia  surface  latérale, 
le  périmètre  de  la  base  et  la  hauteur  d’un  prisme  droit,  on  a 

S = P X H. 

Lemmk  II. 

479.  La  surface  latérale  d’un  cylindre  est  la  limite  vers  la- 
quelle tend  la  surface  latérale  d'un  prisme  inscrit  dans  te  cy- 
lindre et  ayant  pour  base  un  polygone  régulier,  lorsque  le 
nombre  des  côtés  de  ce  polygone  double  indéfiniment. 

En  effet,  concevons  deux  polygones  réguliers  de  n côtés, 
l’un  inscrit  et  l’autre  circonscrit  à la  base  d’un  cylindre,  puis 
les  polygones  réguliers  inscrits  et  circonscrits  de  2 n,  4 n, 
8 n,...  côtés,  et  imaginons  des  prismes  droits  ayant  pour 
bases  ces  polygones  et  pour  hauteur  celle  du  cylindre;  en 
désignant  par  p,  P,  r,  R les  périmètres  et  les  apothèmes  des 
polygones  semblables  qu’on  obtient  successivement,  par  s, 
S les  surfaces  totales  des  prismes  droits  qui  ont  pour  bases 
ces  polygones,  et  par  II  la  hauteur  du  cylindre,  on  aura  con- 
stamment 

S = PII  + PR, 
s = p II  -H  pr, 

et,  par  suite, 

S — r = ( P — /j)H+  PR  — pr. 

Or,  à mesure  que  le  nombre  des  côtés  des  polygones  aug- 
mente, les  deux  produits  PR  et  pr  tendent  chacun  vers  la 
limite  cire.  RxR  (287),  et,  par  conséquent,  leur  différence 
PR  — pr  tend  vers  la  limite  zéro,  et,  comme  (P  — />)H  tend 
aussi  vers  cette  dernière  limite,  il  s’ensuit  que  la  différence 
S — s peut  devenir  aussi  petite  qu’on  voudra.  Mais  la  surface 
totale  du  cylindre  est  comprise  entre  S et  a;  donc  ces  deux 
surfaces  ont  pour  limite  commune  la  surface  totale  du  cylindre. 
Ainsi  on  a 

surface  totale  du  cylindre  = lim.  s, 

= lim. //Il  -H- lim.  pr, 

= lim./>H-+-circ.Rx  R; 

d’ailleurs,  la  somme  des  bases  du  cylindre  est  égale  à 
cire.  R X R ; donc  la  surface  latérale  du  cylindre  est  égale  à In 
limite  de  />1I  ou  à la  limite  vers  laquelle  tend  la  surface  laté- 
rale du  prisme  inscrit,  lorsque  le  nombre  des  côtés  de  sa  base 
double  indéfiniment 


Digitized  by  Google 


248 


GÉOMÉTRIE  DANS  é’eSPACE.  LIVRE  TII. 


Théorème. 

480.  La  surface  latérale  d’un  cylindre  a pour  mesure  lu 
circonférence  de  sa  base  multipliée  par  sa  hauteur. 

Dans  la  base  du  cylindre,  engendré  par  le  rectangle  AOO'  A', 
inscrivons  un  polygone  régulier  quelconque, 
le  carré  ABCD  par  exemple,  puis  les  poly- 
gones réguliers  de  8,  16,  3a,...  côtés,  et 
imaginons  des  prismes  droits,  ayant  pour 
bases  ces  polygones  et  pour  hauteur  celle  du 
cylindre  ; en  désignant  par  S la  surface  laté- 
rale de  chacun  de  ces  prismes,  par  P le  péri- 
mètre de  sa  base,  par  H sa  hauteur,  on  aura 
constamment  l’égalité 

S = P X H , 

dans  laquelle  S et  P sont  des  quantités  variables. 

Donc,  en  vertu  du  principe  des  limites  (282),  on  aura  aussi 

lim.S  = lim.P  X H, 
ou 

surface  latérale  du  cyl.  = cire. OA  X H. 

Remarque  I.  — En  représentant  le  rayon  OA  par  R,  il  vient 
surf.lat.  cyl.  = a-RII. 

Remarque  II.  — Les  surfaces  latérales  S,  s,  de  deux  cylin- 
dres semblables  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  hau- 
teurs H,  h de  ces  cylindres,  ou  comme  les  carrés  des  rayons  R, 
r de  leurs  bases.  Car  on  a 

S = 2— RH, 
s — ir.rh, 

vît,  si  on  divise  la  première  égalité  par  la  seconde,  il  vient 
S R H 

- = - X -t  ; 
s r h 

d’ailleurs,  à cause  de  la  similitude  des  cylindres,  les  rapports 

RH. 

— et  y;  sont  égaux;  donc 

S _ H’  R’ 
s ~ h*  ~ /•' 
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Mesure  des  surfaces  latérales  du  cône  et  du  tronc  de  cône. 

Lkmhe  1. 

481.  La  surface  latérale  d’une  pyramide  régulière 
SABCD  { 407)  a pour  mesure  le  périmètre  de  sa 
base  multiplié  par  la  moitié  de  son  apothème 
SE.  (On  appelle  apothème  d’une  pyramide  ré- 
gulière la  perpendiculaire  abaissée  de  son 
sommet  sur  l'un  des  côtés  de  sa  base.) 

Car  celte  surface  se  compose  des  triangles 
isocèles  égaux  SAB,  SBC, ...  ; donc 

SE 

SAB  -+-  SBC  -h  - ..  = ( AB -+-BC-+-. ..)><—• 

Remarque.  — En  désignant  par  S,  P,  a,  la  surface  latérale, 
le  périmètre  de  la  base  et  l’apothème  d’une  pyramide  régu- 
lière, on  a 

S = P X - a. 
a 

Lemmk  II. 

482.  L'apothème  SA  d’un  cône  est  la  limite  vers  laquelle 
tend  l'apothème  SE  d'une  pyramide  régulière  SABCD  inscrite 
dans  le  cône,  lorsque  le  nombre  des  côtés  de  la  base  de  la  py- 
ramide double  indéfiniment. 

Car,  dans  le  triangle  SAE,  on  a 

SA— SE<AE. 

Or,  si  l’on  suppose  que  le  nombre  des 
côtés  du  polygone  régulier  ABC1)  double  indé- 
finiment, le  demi-côté  AE  de  ce  polygone 
tendra  vers  la  limite  zéro;  donc,  l’apothème 
SE  a pour  limite  l’arête  SA  ou  l’apothème  du  cône. 

Lehme  III. 

483.  La  surface  latérale  d’un  cône  est  la  limite  vers  la- 
quelle tend  la  surface  latérale  d'une  pyramide  régulière,  in- 
scrite dans  le  cône,  lorsque  le  nombre,  des  côtés  de  sa  base 
double  indéfiniment. 

En  effet,  concevons  deux  polygones  réguliers  de  «côtés,  l'un 
inscrit  et  l’autre  circonscrit  à la  base  d’un  cône,  puis  les  poly- 
gones réguliers  inscrits  et  circonscrits  de  an,  4«,  8/1,. . . côtés, 
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et  imaginons  des  pyramides  ayant  pour  bases  ces  polygones 
et  pour  sommet  celui  du  cône;  en  désignant  par  p,  P,  r,  R, 
les  périmètres  et  les  apothèmes  des  polygones  semblables 
qu’on  obtient  successivement,  par  s,  S,  les  surfaces  totales 
des  pyramides  qui  ont  pour  bases  ces  polygones,  et  par  a , A, 
leurs  apothèmes,  on  aura  constamment 

S = Px-A+Px-R, 

a 2 

*=pxl-a+px^r, 

et,  par  suite, 

S-s—^{PK—pn)-h^[VR—pr). 

Or,  à mesure  que  le  nombre  des  côtés  des  polygones  aug- 
mente, les  deux  produits  PR  et  pr  tendent  chacun  vers  la 
limite  cire. R x R,  et,  par  conséquent,  leur  demi-différence 

tend  vers  la  limite  zéro,  et,  comme  ^ ( PA  — pa)  tend  aussi 

vers  celle  dernière  limite,  il  s’ensuit  que  la  différence  S — s 
peut  devenir  aussi  petite  qu’on  voudra.  Mais  la  surface  totale 
du  cône  est  comprise  entre  S et  a;  donc  ces  deux  surfaces 
ont  pour  limite  commune  la  surface  totale  du  cône.  Ainsi, 
on  a 

surface  totale  du  cône  = lim.  s, 

= lim.  -pa-h  lim.  ^ pr, 

= lim.  ~ + “ cire.  R X R ; 

te 

d'ailleurs,  la  base  du  cône  est  égale  à ^ cire.  R X R;  donc,  la 

surface  latérale  du  cône  est  égale  à la  limite  de  ^ pa  ou  à la  li- 
mite vers  laquelle  tend  la  surface  latérale  de  la  pyramide  in- 
scrite, lorsque  le  nombre  des  côtés  de  sa  base  double  indéli- 
niment. 

Théorème  I. 

481.  La  surface  latérale  d'un  cône  a pour  mesure  la  cir- 
conférence de  sa  base  multipliée  par  la  moitié  de  son  apo- 
thème. 

Dans  la  base  du  cône  engendré  par  le  triangle  SOA,  inscri- 
vons un  polygone  régulier  quelconque,  le  carré  ABCD  par 
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exemple,  puis  les  polygones  réguliers  de  8,  16,  3a,. . . côtés, 
et  imaginons  des  pyramides  ayant  pour  bases 
* ces  polygones  et  pour  sommet  celui  du  cône;  en 
désignant  par  S la  surface  latérale  de  chacune  de 
ces  pyramides,  par  P le  périmètre  de  sa  base, 
par  a son  apothème,  on  aura  constamment  l'éga- 
lité 

S = P X - a, 

2 

dans  laquelle  S,  P et  « sont  des  quantités  variables. 

Donc,  en  vertu  du  principe  des  limites,  on  aura  aussi 


lim.  S=  lim.  P X - lim. a 
2 

ou 

surface  latérale  du  cône  = cire.  OA  X - SA . 

2 i 

Remarque  I.  — En  représentant  le  rayon  OA  par  R,  et 
l’apothème  SA  par  A,  il  vient 

/ 

surf.  lat.  cône  =jkRx-A  = xRA. 

2 

Remarque  II.  — Les  surfaces  latérales  de  deux  cônes  sem- 
blables sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  hauteurs  de  ces 
cônes  ou  comme  les  carrés  des  rayons  de  leurs  bases.  ( L oir  le 
n"  480.) 

Théorème  11. 


485.  La  surface  latérale  d’un  tronc  de  cône  ABCD  a pour 
mesure  son  apothème  BD  multiplié  par  la  demi-somme  des 
circonférences  de  ses  bases. 

Du  point  B élevons  sur  BS  la  perpendiculaire  BE,  égale  à la 
circonférence  OB,  menons  la  droite  SE  et  soit  DF  parallèle  à 


S 


elles  comme  leurs  rayons  (289)  ; 
égaux 


BE  ; je  dis  d'abord  que  la 
droite  DF  est  égale  à la  cir- 
. conférence  O'D. 

Car  les  triangles  SBE,  SDF 
sont  semblables,  ainsi  que 
les  triangles  SBO,  SDO',  et 
de  plus  on  sait  que  deux 
circonférences  sont  entre 
donc  on  a la  suite  de  rapports 


BE  _ SB  _ OB  _ cire.  OB 
DF  - SD  — O'D- cire. O'D- 
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Or  BE  = cire.  OB  par  construction  ; donc  DF  = cire.  O'  D. 
Cela  posé,  la  surface  latérale  du  cône  SOB,  qui  a pour  me- 
sure cire.  OB  X - SB,  est  équivalente  à la  surface  du  triangle 
a 

SBE,  qui  a pour  mesure  BEx  ^SB,  et,  par  une  raison  sem- 
blable, la  surface  latérale  du  cône  SO'  D et  la  surface  du  triangle 
SDF  sont  équivalentes  ; donc  la  surface  latérale  du  tronc  de 
cône  est  équivalente  à la  surface  du  trapèze  BEFD  et,  par  con- 
séquent, elle  a pour  mesure 


BD  X 


BE  + DF 


cire.  OB -t-circ.  O'D 
ou  BD  X 

a 


Remarque  /.  — Si  l’on  désigne  par  S la  surface  latérale  du 
tronc  de  cône,  par  A son  apothème,  par  R et  r les  rayons  des 
deux  bases,  on  aura 


S = A X 


277  R 4-  21tr 


3 


OU 


S = irA(R4-r). 


Remarque  II.  — Si  par  le  point  G,  milieu  de  l’apothème  BD, 
on  mène  un  plan  GH  parallèle  aux  bases  du  tronc  de  cône  et 
une  droite  GK  parallèle  à BE,  on  verra,  comme  ci-dessus,  que 
la  droite  GK  est  égale  à cire.  O'G.  Mais  le  trapèze  BEFD  a pour 
mesure  BD  X GK;  donc  la  surface  latérale  du  tronc  de  cône  a 
pour  mesure  son  apothème  multiplié  par  la  circonférence  de 
la  section  faite  à égale  distance  des  deux  bases. 


Remarque  III.  — Les  mesures  des  surfaces  latérales  du  cy- 
lindre, du  cône  et  du  tronc  de  cône,  jointes  à la  mesure  du 
cercle,  conduisent  à cette  proposition  générale  : 

Lorsqu’un  axe  xy  et  une  droite  AB  sont  situés  dans  le  même 
plan  et  qu'on  fait  tourner  ce  plan  autour  de  l'axe,  ta  surface 
engendrée  par  la  droite  a pour  mesure  la  droite  génératrice 
multipliée  par  la  circonférence,  qui  a pour  rayon  la  perpen- 
diculaire MM'  abaissée  du  milieu  de  la  droite  sur  l’axe.  (On 
sous-entend,  comme  nous  le  ferons  ordinairement,  que  la 
ligne  génératrice  doit  être  située  tout  entière  d’un  môme 
côté  de  l’axe.) 

* * * En  effet,  i°  supposons  que  la  droite  AB 

soit  parallèle  à l’axe  et  abaissons  sur  rr 
— - A.  — — u.~y  les  perpendiculaires  AA',  BB';  la  surface 
décrite  par  AB  sera  la  surface  latérale  du 
cylindre  engendré  par  le  rectangle  ABB'A'  et,  en  désignant 


Digitized  by  Google 


u53 


MESURE  DES  SURFACES  LATÉRALES  DU  CYLINDRE,  ETC. 

cetie  surface  par  surf.  AB,  on  aura  ( 480) 

surf.  AB  = 27:  AA'  X AB, 

= AB  X 2 t: MM'. 

20  Soit  la  droite  AB,  qui  n’est  pas  perpendiculaire  à l’axe  et 
qui  le  rencontre  au  point  A,  et  abaissons  sur  xy  la  perpendi- 
culaire BB';  la  surface  décrite  par  AB  sera  la  surface  latérale 
du  cône  engendré  par  le  triangle  ABB'  et 
on  aura  ( 484  ) 

surf.  AB  = t:BB'  X AB 

= AB  X 2 T:  MM'. 


3”  Soit  la  droite  AB,  qui  n’est  ni  parallèle,  ni  perpendicu- 
B laire  à l’axe  et  qui  ne  le  rencontre  pas,  et 
>i  abaissons  sur  xy  les  perpendiculaires 

V""]  ; AA',  BB' ; la  surface  décrite  par  AB  sera 

i L 1 la  surface  latérale  du  tronc  de  cône  en- 

^ A’  U’  B‘  V « 

gendré  par  le  trapeze  ABB' A'  et  on 

aura  immédiatement 

surf.  AB  = ABXarMM'. 


4°  Soit  la  droite  AB,  qui  est  perpendiculaire  à l’axe  et  qui 
le  rencontre  au  point  A ; la  surface  engendrée  par  AB  est  celle 
bt-  d’un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  A et 

pour  rayon  la  droite  AB;  donc  on  a 


Ut 

surf.  AB  = ttAB 


= AB  X zttMA. 


5°  Soit  la  droite  AB,  qui  est  perpendiculaire  à l’axe  et  qui 
ne  le  rencontre  pas,  et  prolongeons  BA  jus- 
qu’à la  rencontre  de  «yen  M';  la  surface  en- 
m gendrée  par  AB  est  la  différence  de  deux  cer- 

cles ayant  pour  centre  commun  le  point  M' 
et  pour  rayons  les  droites  M'B,  M'A;  donc 
* *'  y on  a 

surf.  AB  = ttM'B  — îtM'A 
= 7r(M7B  — ArX’) 

= tt(M'B-4-  M'A)(M'B  — M'A). 

Mais 

M'B  + M'A  = MM'-i-MB-i-M'A  = 2MM'  et  M'B— M'A=AB; 

donc  surf.  AB  = ABx  as  MM'.  [Note  74*] 
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§ III.  - MESURE  DES  VOLUMES  DU  CYLINDRE,  DU  CONE 
ET  DU  TRONC  DE  CONE. 

Mesure  du  volume  du  cylindre. 

Lemme. 

486.  Le  volume  d'un  cylindre  est  la  limite  vers  laquelle  tend 
le  volume  d’un  prisme  inscrit  dans  le  cylindre  et  ayant  pour 
base  un  polygone  régulier,  lorsque  te  nombre  des  côtés  de  ce 
polygone  double  indéjiniment. 

En  effet,  concevons  deux  polygones  réguliers  de  n côtés, 
l’un  inscrit  et  l’autre  circonscrit  à la  base  d’un  cylindre,  puis 
les  polygones  réguliers  inscrits  et  circonscrits  de  2R,4n,8n,... 
côtés,  et  imaginons  des  prismes  droits  ayant  pour  bases  ces 
polygones  et  pour  hauteur  celle  du  cylindre  ; en  désignant 
par  i,  S les  surfaces  des  polygones  semblables  qu’on  obtient 
successivement,  par  e,  V les  volumes  des  prismes  droits  qui 
ont  pour  bases  ces  polygones,  et  par  H la  hauteur  du  cylindre, 
on  aura  constamment 

V = S x H, 
v — 4 X H, 

et,  par  suite,  V — v — (S  — 4)H. 

Or,  à mesure  que  le  nombre  des  côtés  des  polygones  aug- 
mente, le  second  membre  (S  — 4)  H et  par  conséquent  le  pre- 
mier V — e tendent  vers  la  limite  zéro.  Mais  le  volume  du  cy- 
lindre est  compris  entre  V etc;  donc  ces  deux  volumes  ont 
pour  limite  commune  le  volume  du  cylindre. 

Ainsi,  le  lemme  est  démontré. 


Théorème. 

487.  Ln  cylindre  a pour  mesure  le  produit  de  sa  base  par 
sa  hauteur. 

Dans  la  base  du  cylindre,  engendré  par  le  rectangle  AOO'À, 
inscrivons  un  polygone  régulier  quelconque,  le  carré  ABCD 
par  exemple,  puis  les  polygones  réguliers  de  8, 
16,  3a,...  côtés,  et  imaginons  des  prismes 
droits,  ayant  pour  bases  ces  polygones  et  pour 
hauteur  celle  du  cylindre;  en  désignant  par  V 
le  volume  de  chacun  de  ces  prismes,  par  B sa 
base,  par  H sa  hauteur,  on  aura  l’égalité 

V = B x H, 

dans  laquelle  Y et  B sont  des  quantités  variables. 
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Donc  on  aura  aussi 

lim.  V = lim.  B x II 

ou  vol.  du  cyl.  = cercle  OA  X H. 

Remarque  /.  — En  représentant  le  rayon  OA  par  R,  il  vient 
vol.  cyl.  = ttR’H. 

Remarque  II.  — Les  volumes  V,  v de  deux  cylindres  sem- 
blables sont  entre  eux  comme  les  cubes  des  hauteurs  II,  A de  ces 
cylindres,  ou  comme  les  cubes  des  rayons  de  leurs  bases.  Car  on  a 

V = rR!H, 
v=.Ttr'  h, 

et,  si  on  divise  la  première  égalité  par  la  seconde,  il  vient 

y _ r>  h 

v r*  h ’ 

d’ailleurs,  à cause  de  la  similitude  des  cylindres,  les  rapports 

RH, 

— et  sont  égaux  ; donc 

V _ H»  _ R > 

v h‘  r’ 

Mesure  des  volumes  du  cône  et  du  tronc  de  cône. 

Lemhe. 

488.  Le  volume  d'un  cône  est  la  limite  vers  laquelle  tend  le 
volume  d'une  pyramide  régulière,  inscrite  dans  le  cône,  lorsque 
le  nombre  des  côtés  de  sa  base  double  indéfiniment. 

Démonstration  analogue  à celle  du  n"  48(i. 

Théorème  I. 

489.  Un  cône  a pour  mesure  le  tiers  du  produit  de  sa  base 
par  sa  hauteur. 

Dans  la  base  du  cône  SOA,  inscrivons  un  polygone  régulier 
quelconque,  le  carré  ABCD  par  exemple,  puis  les  polygones 
réguliers  de  8,  16,  32,...  côtés,  et  imaginons 
des  pyramides  ayant  pour  bases  ces  polygones  et 
pour  sommet  celui  du  cône;  en  désignant  par  V 
le  volume  de  chacune  de  ces  pyramides,  par  B sa 
base,  par  H sa  hauteur,  on  aura  l’égalité 

V = iBxH, 
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et,  par  suite,  lim.  V = ^ lim.  B X H 

ou  vol.  cône  = ^ cercle  OA  X H. 

Remarque  I. — Si  l’on  représente  le  rayon  OA  par  R,  il  vient 
vol.  cône  = - -R’H  ; 

d’où  l'on  voit  qu’un  cône  est  le  tiers  d'un  cylindre  de  même 
base  et  de  même  hauteur. 

Remarque  II.  — Deux  cônes  semblables  sont  entre  eux 
comme  tes  cubes  de  leurs  hauteurs  ou  comme  les  cubes  des 
rayons  de  leurs  bases. 

Théorème  II. 

490.  Un  tronc  de  cône  ABCD  a pour  mesure  le  tiers  de  sa 
hauteur  00'  multiplié  par  la  somme  de  ses  bases  et  d’une 
moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux  bases. 

En  effet,  soit  un  triangle  EFG,  situé  sur  le  plan  de  la  base 
OB  et  équivalent  à celte  base,  et  construisons  une  pyramide 

S' EFG  dont  la  hauteur  soit  égale 
à SO  ; le  plan  de  la  base  O'D  dé- 
terminera dans  la  pyramide  la 
section  HKL,  et  je  dis  d’abord 
que  cette  section  est  équivalente 
à la  base  O'D. 

Car  les  cercles  OB,  O'D  sont 
entre  eux  comme  les  carrés  de 
leurs  rayons  OB,  O'D  (289),  ou  comme  les  carrés  des  hauteurs 
SO,  SO',  et  les  triangles  EFG,  HKL  sont  entre  eux  comme 
les  carrés  de  ces  mêmes  hauteurs  (415);  donc  on  a 

cercle  OB EFG 

cercle  O'D- HKL- 

Or,  le  triangle  EFG  est  équivalent  au  cercle  OB  ; donc  le 
triangle  HKL  est  aussi  équivalent  au  cercle  O'D. 

Cela  posé,  le  cône  SOB,  qui  a pour  mesure  cercle  OB  x ^ SO, 
est  équivalent  à la  pyramide  S' EFG  qui  a pour  mesure 
EFG  X - SO,  et,  par  une  raison  semblable,  le  cône  SO'D  est 
équivalent  à la  pyramide  S' HKL;  donc  le  volume  du  tronc  de 
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cône  est  équivalent  à celui  du  tronc  de  pyramide  et,  par  con- 
séquent, il  a pour  mesure  ( i3l) 

^ 00'  ( EFG  -+-  HKL4-  \ ÈFG  X IlkL) 

OU 

^ 00'  (cercle OB  4-  cercle  0'  D 4-  ycercleOB  x cercle  O U). 

Remarque.  — Si  l’on  désigne  par  V le  volume  du  tronc  de 
cône,  par  II  sa  hauteur  et  par  R,  r les  rayons  de  ses  bases, 
on  a 

V = ^H(rR»4-Br*-+-rRr) 

ou  Y = ^ r.  II  (R’ 4-  r’  4-  Rr).  [Notes  et  76.] 


Élément!. 
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LIVRE  VII. 


CHAPITRE  IL 

DE  LA  SPHÈRE. 


Définitions. 

491.  La  sphère  est  un  solide  limite  par  une  surface  courbe, 
dont  tous  les  points  sont  également  distants  d’un  point  inté- 
rieur qu’on  appelle  centre.  (Par  sphère,  on 
entend  aussi  quelquefois  la  surface  de  la 
sphère.  ) 

On  peut  regarder  la  sphère  OACBD 
comme  un  solide  engendré  par  la  révolu- 
tion d’un  demi-cercle  OACB  tournant  au- 
tour du  diamètre  AB.  Car  la  surface  décrite 
par  la  demi-circonférence  ACB  a tous  ses 
points  également  distants  du  point  O. 

492.  On  appelle  rayon  d’une  sphère  toute  droite  OA  menée 
de  son  centre  à un  point  de  sa  surface,  et  diamètre  toute 
droite  AB  passant  par  le  centre  et  terminée  de  part  et  d’autre 
à la  surface. 

Tous  tes  rayons  sont  égaux;  et  tous  les  diamètres  sont  aussi 
égaux,  comme  étant  doubles  du  rayon. 

493.  Un  plan  est  tangent  à la  sphère,  lorsqu’il  n’a  qu’un 
point  commun  avec  sa  surface.  La  perpendiculaire  élevée  sur 
le  plan  tangent,  au  point  de  contact,  est  une  normale  à la 
sphère. 

494.  Deux  sphères  sont  tangentes,  lorsque  leurs  surfaces 
n’ont  qu'un  point  commun. 

s Ier.  - SECTIONS  PLANES  ET  PLAN  TANGENT.  - INTERSECTION 
ET  POSITIONS  RELATIVES  DE  DEUX  SPHÈRES. 

Théorème  I. 

495.  Toute  section  de  la  sphère,  faite  par  un  plan  ABCD,  est 
un  cercle. 

Du  centre  O de  la  sphère,  abaissons  sur  le  plan  ABCD  la  per- 
pendiculaire 00'  et  menons  les  rayons  OA,  OB,  OC,...,  à diffé- 
rents points  de  la  ligne  qui  termine  la  section.  Ces  rayons  se- 


Digitized  by 


SECTIONS  PLANES  ET  PLAN  TANGENT. 


25g 

ront  des  obliques  qui,  étant  égales,  s’écarteront  également  du 
pied  de  la  perpendiculaire  00';  donc 

0'  A = 0'  B = 0'  C = . . ., 

et,  par  conséquent,  la  section  ABCD  est  un 
cercle  qui  a pour  centre  le  point  0'. 

Remarque  /.  — Si  le  plan  sécant  passe  par 
le  centre,  la  section  est  un  cercle  dont  le  rayon  est  celui  de  la 
sphère.  Cette  section  est  un  grand  cercle  cl  toute  autre  sec- 
tion plane  est  un  petit  cercle. 

Ainsi,  tous  les  grands  cercles  d'une  même  sphère  ou  de 
sphères  égales  sont  égaux  entre  eux. 

Remarque  II.  — Deux  grands  cercles  se  coupent  mutuel- 
lement en  deux  parties  égales.  Car  leur  intersection  est  un 
diamètre  de  la  sphère,  qui  est  en  même  temps  un  diamètre 
commun  à ces  deux  cercles. 

Remarque  III.  — Tout  grand  cercle  divise  la  sphère  et  sa 
surface  en  deux  parties  égales.  Car,  en  séparant  les  deux  hé- 
misphères et  en  les  appliquant  l’un  contre  l’autre  de  manière 
que  les  deux  grands  cercles  coïncident,  les  deux  portions  de 
la  surface  de  la  sphère  coïncideront  pareillement,  sans  quoi 
quelques-uns  de  leurs  points  seraient  inégalement  éloignés 
du  centre. 

Remarque  IF.  — Par  deux  points,  donnés  sur  la  surface 
d’une  sphère,  on  peut  faire  passer  un  arc  de  grand  cercle  et,  en 
générai,  on  nen  peut  faire  passer  qu'un.  Car  ces  deux  points 
et  le  centre  déterminent  la  position  d’un  plan. 

Cependant,  si  les  points  donnés  étaient  les  extrémités  d’un 
même  diamètre,  ces  points  et  le  centre  étant  en  ligne  droite, 
on  pourrait  faire  passer  par  ces  deux  points  une  infinité  de 
circonférences  de  grands  cercles. 

Remarque  F.  — Le  centre  0'  d’un  petit  cercle  et  le  centre 
0 de  la  sphère  sont  sur  une  même  droite  perpendiculaire  au 
plan  du  petit  cercle. 

Remarque  FI. — L es  petits  cercles  sont  d'autant  plus  petits 
qu’ils  sont  plus  éloignés  du  centre  de  la  sphère.  Car  en  me- 
nant par  la  droite  00'  un  plan  quelconque  ACM,  ce  plan  cou- 
pera le  plan  ABCD  suivant  une  droite  AC,  qui  sera  une  corde 
du  grand  cercle  ACM  et  en  même  temps  un  diamètre  du  petit 
cercle  0'  ; or,  la  corde  AC  sera  d’autant  plus  petite  que  la  dis- 
tance 00'  sera  plus  grande. 
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Tuêorème  II. 

496.  Tout  plan  MN,  perpendiculaire  à l'extrémité  du  rayon 
OA,  est  tangent  à la  sphère. 

Car  la  perpendiculaire  OA  est  plus  courte  que  toute  oblique 
OB  ; donc  le  point  B est  situé  hors  de  la  sphère. 
Ainsi,  le  plan  MN  n'a  que  le  point  A commun 

* 1 — . avec  la  sphère;  donc  il  est  tangent. 

/ A*1  / 

' pV  X”  Remarque.  — Réciproquement,  tout  plan 
\ tangent  à la  sphère  au  point  A est  perpendi- 
o J culaire  au  rayon  mené  au  point  de  contact. 

Car  tous  les  points  du  plan,  autres  que  le 
point  A,  étant  extérieurs  à la  sphère,  le  rayon 
OA  est  la  plus  petite  droite  qu’on  puisse  mener  du  point  O 
au  plan  MN  ; donc  OA  est  perpendiculaire  à MN. 

Corollaire  I.  — Par  un  point  d'une  sphère  on  peut  mener 
un  plan  tangent  à celte  sphère  et  on  n'en  peut  mener  qu'un. 

Corollaire  II.  — La  surface  de  ta  sphère  est  convexe  (475). 

Corollaire  III.  — Toute  normale  AN'  à une  sphère  passe 
par  son  centre. 

Définition.  — Une  droite  est  tangente  à une  sphère,  lors- 
qu’elle n’a  qu’un  point  commun  avec  sa  surface.  Ainsi,  toutes 
les  droites  menées  dans  le  plan  tangent  MN,  par  le  point  de 
contact,  sont  tangentes  à la  sphère  OA. 

Tiiéorëme  111. 

497.  L’intersection  des  surfaces  de  deux  sphères  0,  0'  est 
une  circonférence  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à la  ligne 
des  centres  et  dont  le  centre  est  situé  sur  cette  même  ligne. 

Par  la  droite  00'  menons  un  plan;  ce  plan  coupera  les 
deux  sphères  suivant  deux  grands  cercles  dont  les  circonfc- 

_ rences  se  rencontreront  aux  points 

P — -v  A,  B,  et  la  ligne  des  centres  sera 

( i \ perpendiculaire  sur  le  milieu  C de 

E\  o FK/dÔ'  1<T  la  corde  commune  AB. 

Maintenant,  faisons  tourner  le 
plan  00' A autour  de  00';  les  deux 
demi-circonférences  DAE,  FAG  engendreront  les  surfaces 
des  deux  sphères  et  le  point  A décrira  leur  ligne  d’inter- 
section. 

Or,  dans  ce  mouvement,  la  droite  CA  reste  constamment 
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perpendiculaire  à la  ligne  des  centres,  et,  de  plus,  elle  ne 
change  pas  de  longueur;  donc  celte  droite  se  meut  dans  un 
plan  perpendiculaire  à 00'  (314)  et  le  point  A décrit  une  cir- 
conférence qui  a pour  centre  le  point  C.  Par  conséquent  le; 
théorème  est  démontré. 

Remarque  I.  — La  droite  00'  est  l’axe  de  la  circonférence 
CA  (323);  donc  l’intersection  des  surfaces  de  deux  sphères  est 
une  circonférence  qui  a pour  axe  la  ligne  des  centres. 

Remarque  II.  — Par  la  ligne  des  centres  de  deux  sphères 
quelconques,  concevons  qu’on  mène  un  plan  ; çe  plan  cou- 
pera les  surfaces  des  sphères  suivant  deux  circonférences  dont 
les  centres  et  les  rayons  seront  ceux  des  sphères  elles-mêmes. 
Alors  il  est  clair  que  les  deux  circonférences  et  les  deux 
sphères  seront  à la  fois  ou  tangentes  extérieurement,  ou  exté- 
rieures l’une  à l’autre,  ou  tangentes  intérieurement,  ou  inté- 
rieures l’une  à l’autre,  ou  sécantes.  Donc  les  relations  qui 
• ont  lieu  entre  la  distance  des  centres  et  les  deux  rayons,  pour 
les  différentes  positions  relatives  des  deux  circonférences, 
auront  encore  lieu  pour  les  positions  correspondantes  des 
deux  sphères. 

$ H.  — POLES  D’UN  CERCLE.  — TROUVER  LE  RAYON 
D’UNE  SPHÈRE  DONNÉE. 

Définition. 

498.  Les  pôles  d’un  cercle  de  la  sphère  sont  les  extrémités 
du  diamètre  de  la  sphère,  perpendiculaire  au  plan  de  ce  cercle. 

Donc  deux  cercles  parallèles  ont  les  mêmes  pôles. 

Tuêorèxe. 

499.  Tous  les  points  de  la  circonférence  ABCD  d'un  cercle 
de  la  sphère  sont  également  distants  de  chacun  des  pôles  P,  P' 
de  ce  cercle. 

Car  les  obliques  PA,  PB,  PC,...  sont  égales,  comme 
s’écartant  également  du  pied  de  la  per- 
pendiculaire PO'. 

Corollaire  I.  — Les  arcs  de  grands  cer- 
cles PA,  PB,  PC,...  sont  aussi  égaux, 
comme  étant  sous-tendus  par  des  cordes 
égales. 

Corollaire  II.  — Si  on  considère  la 
circonférence  de  grand  cercle  EFG  H qui  a pour  pôle  le  point  P, 
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on  voit  de  même  que  les  obliques  PE,  PF,  PG,...  sont  égales 
ci  que  les  arcs  PAE,  PBF,  PCG,. . . sont  égaux.  De  plus,  les 
angles  droits  POE,  POF,  POG,. . . étant  des  angles  au  centre 
dans  les  cercles  PEP',  PFP',. . .,  il  s’ensuit  que  les  arcs  PE, 
PF,..  . sont  des  quadrants. 

Remarque.  — Les  propriétés  des  pôles  permettent  de  tracer 
sur  la  surface  de  la  sphère  des  arcs  de  cercle  avec  la  même 
facilité  que  sur  un  plan. 

On  emploie  à cet  effet  un  compas  particulier,  appelé  compas 
sphérique,  dont  les  branches  sont  un  peu  recourbées  pour 
qu’on  ne  soit  pas  gêné  par  la  convexité  de  la  sphère.  Par 
exemple,  si  on  place  une  des  pointes  de  ce  compas  au  point  P 
et  l’autre  au  point  A,  et  qu’on  fasse  tourner  ce  compas  au- 
tour du  point  P,  il  est  évident  que  l’extrémité  A décrira  le 
cercle  ABCD. 

Pour  décrire  du  point  P,  comme  pôle,  une  circonférence 
de  grand  cercle,  il  faut  que  la  distance  des  deux  pointes  du 
compas  soit  égale  à la  corde  d'un  quadrant.  Si  celle  distance 
est  inconnue,  on  la  détermine  en  cherchant  d’abord  le  rayon 
de  la  sphère. 

Problème  1. 

500.  Trouver  le  rayon  d’une  sphère  donnée. 

Du  point  A comme  pôle,  avec  une  ouverture  de  compas 
quelconque,  décrivons  sur  la  sphère 
A un  cercle  BCD;  prenons  sur  la  cir- 
conférence  de  ce  cercle  trois  points 
B,  C,  D,  et  construisons  sur  un  plan 
î • un  triangle  qui  ait  pour  côtés  les 
distances  BC,  BD,  CD;  le  rayon  du 
cercle  circonscrit  à ce  triangle  sera 
le  rayon  O'B  du  cercle  BCD. 

Maintenant,  concevons  qu’on  mène  le  diamètre  AO'E  de  la 
sphère  et  les  droites  AB,  BE.  On  pourra  d’abord  construire  un 
triangle  A'B'O"  égal  au  triangle  ABO'  dont  on  connaît  l’hypo- 
ténuse AB  et  le  côté  O'B  (151);  ensuite,  si  on  élève  B'E'  per- 
pendiculaire à A'B',  jusqu’à  la  rencontre  de  A'O"  prolongé, 
le  triangle  A'B'E'  sera  égal  au  triangle  ABE  et  par  conséquent 
A'E'  sera  égal  au  diamètre  AE  de  la  sphère.  Ainsi,  en  prenant 
la  moitié  de  A'E',  on  aura  le  rayon  cherché. 

Problème  11. 

501.  Décrire  sur  une  sphère  un  grand  cercle  passant  par 
deux  points  donnés  A et  B. 

Des  points  A et  B comme  pôles,  avec  une  distance  égale  à 
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la  corde  d'un  quadrant,  décrivons  deux  arcs  de  grands  cercles 
qui  se  coupent  en  P.  Le  point  P sera  l'un 
des  pôles  du  grand  cercle  AB  { 499  ),  et  il  ser- 
vira à décrire  ce  cercle. 

Remarque.  — Si  les  points  A et  B étaient 
les  extrémités  d’un  même  diamètre  de  la 
sphère,  les  circonférences  de  grands  cer- 
cles, décrites  des  points  A et  B comme  pôles,  se  confon- 
draient et  on  pourrait  faire  passer  par  les  deux  points  donnés 
une  infinité  de  grands  cercles,  ce  qui  est  conforme  à une 
remarque  faite  précédemment  (495). 


§ lit.  — POLYÈDRES  INSCRITS  ET  POLYÈDRES  CIRCONSCRITS 
A LA  SPIIÈRE. 

Définitions. 

502.  Un  polyèdre  est  inscrit  dans  une  sphère,  lorsque  tous 
ses  sommets  sont  situés  sur  la  surface  de  la  sphère.  La  sphère 
est  circonscrite  au  polyèdre. 

503.  Un  polyèdre  est  circonscrit  à une  sphère,  lorsque 
toutes  ses  faces  sont  tangentes  à la  sphère.  La  sphère  est 
inscrite  dans  le  polyèdre. 


Thêorèue  I. 


504.  Tout  tétraèdre  SABC  peut  être  inscrit  dans  une  sphère. 

Soient  O,  O'  les  centres  des  cercles  circonscrits  aux  trian- 
gles ABC,  ABS,  et  Ox,  O' y,  les  axes  de  ces  cercles  (323);  puis 
par  le  point  D,  milieu  de  AB,  menons  le  plan 
EDF  perpendiculaire  à AB.  Ce  plan  passera 
d'abord  par  les  points  O,  O',  qui  sont  égale- 
ment distants  des  points  A et  B (319);  de  plus 
ce  même  plan,  étant  perpendiculaire  à AB, 
sera  aussi  perpendiculaire  aux  deux  faces  ABC, 
ABS  (356),  et  par  suite  il  contiendra  les  deux 
axes  0.r,  0'^-(360).  Donc  ces  axes,  qui  sont 
respectivement  perpendiculaires  aux  côtés  DF, 
DE,  de  l’angle  EDF,  se  rencontreront  en  un  point  O'  (83)  et 
ce  point  sera  également  distant  des  quatre  sommets  A,  B, 
C,  S;  donc  la  sphère  décrite  du  point  O"  comme  centre,  avec 
le  rayon  O'A,  sera  circonscrite  au  tétraèdre  SABC. 


Remarque  I.  — Tout  point  également  distant  des  quatre 
sommets  A,  B,  C,  S doit  se  trouver  à la  fois  sur  O*  et  sur 
Ü'y(323);  donc  la  sphère  qui  a pour  centre  O'  et  pour 
rayon  0"A  est  la  seule  qu’on  puisse  circonscrire  au  tétraèdre. 
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Remarque  II.  — Le  point  O"  appartient  à chacun  des  plans 
menés  perpendiculairement  sur  les  milieux  des  six  arêtes; 
donc  tous  ces  plans  se  coupent  en  un  même  point.  Pour  déter- 
miner ce  point,  il  suffit  de  mener  trois  de  ces  plans,  pourvu 
toutefois  qu’ils  ne  soient  pas  perpendiculaires  aux  trois  côtés 
d’une  même  face. 

Corollaire.  — Par  quatre  points  A,  B,  C,  S,  non  situés  dans 
le  même  plan,  on  peut  faire  passer  une  sphère  et  on  n’en  peut 
faire  passer  qu'une. 

Théorème  II. 


505.  Tout  tétraèdre  SABC  peut  être  circonscrit  à une  sphère. 

Soient  ABO,  ACO,  BCO  les  plans  bissecteurs  des  angles 
dièdres  AB,  AC,  BC,  adjacents  à une  même  face  ABC.  Les 
deux  plans  ABO,  ACO  se  couperont  suivant 
une  droite  Ax,  et  le  troisième  plan  BCO  cou- 
pera Ax  en  un  point  O ; or  le  point  O,  appar- 
tenant au  plan  bissecteur  ABO,  est  égale- 
ment distant  des  deux  faces  ABC,  ABS,  et 
on  voit  de  même  que  ce  point  est  égale- 
ment distant  des  faces  ABC,  ACS,  puis  des 
faces  ABC,  BCS. 

Si  donc  du  point  O on  abaisse  sur  la  face 
ABC  la  perpendiculaire  OD,  la  sphère  décrite  du  point  O 
comme  centre,  avec  OD  pour  rayon,  sera  tangente  aux  quatre 
faces  du  tétraèdre  SABC,  et  par  conséquent  le  tétraèdre  sera 
circonscrit  à la  sphère. 


Remarque  I.  — Tout  point  également  distant  des  quatre 
faces  du  tétraèdre  doit  se  trouver  à la  fois  sur  les  trois  plans 
bissecteurs  ABO,  ACO,  BCO;  donc  la  sphère,  qui  a pour  centre 
le  point  O et  pour  rayon  OD,  est  la  seule  qu'on  puisse  inscrire 
dans  le  tétraèdre. 


Remarque  II.  — Le  point  O appartient  à chacun  des  plans 
bissecteurs  des  six  angles  dièdres  du  tétraèdre  SABC;  donc 
tous  ces  plans  se  coupent  en  un  même  point.  Pour  déterminer 
ce  point,  il  suffit  de  mener  trois  de  ces  plans,  pourvu  qu’ils  ne 
soient  pas  les  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  d’un  même 
angle  trièdre. 

Remarque  III.  — On  peut  décomposer  un  polyèdie,  circon- 
scrit à une  sphère,  en  pyramides  ayant  chacune  pour  sommet 
le  centre  de  la  sphère,  pour  base  l’une  des  faces  du  polyèdre 
et  pour  hauteur  le  rayon  de  la  sphère.  Donc  tout  poly  èdre  cir- 
conscrit a pour  mesure  le  tiers  du  produit  de  sa  surface  par  le 
rayon  de  la  sphère  inscrite  dans  ce  polyèdre. 
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Remarque  IP.  — Les  volumes  V,  V'  de  deux  polyèdres, 
circonscrits  à la  même  sphère  K.  sont  entre  eux  comme  les 
surfaces  S,  S'  de  ces  polyèdres.  Car  on  a 

V = S X 3 R, 


et,  par  suite, 


V'  = S'X  ^ R, 

V _ S 
V'  — S'  ■ 


Théorème  III. 

506.  Tout  polyèdre  régulier  peut  être  inscrit  dans  la  sphère 
et  peut  lui  être  circonscrit. 

Soient  AB  un  côté  du  polyèdre,  CD  et  C'D  les  apothèmes  des 
deux  faces  adjacentes  à AB,  Cx  et  C'y  les  axes  des  cercles  cir- 
conscrits à ces  mêmes  faces,  et  par  le  point  D, 
\ milieu  de  AB,  menons  un  plan  perpendiculaire 

- — ; à AB.  Ce  plan  passera  d'abord  par  les  points  C, 

t/ iy'  / C',  qui  sont  également  distants  des  points  A 

X j / et  B;  de  plus  ce  même  plan,  étant  perpendi- 

-J/  culaire  à AB,  sera  aussi  perpendiculaire  aux 

deux  faces  adjacentes  à AB,  et  par  suite  il  con- 
*'  tiendra  les  deux  axes  Cx,  C'y.  Donc  ces  axes, 

qui  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  côtés  DC,  DC'  de 
l’angle  CDC',  se  rencontreront  en  un  point  O,  et  ce  point  sera 
également  distant  de  tous  les  sommets  des  deux  faces  ABC, 
ABC'. 

Maintenant,  concevons  un  second  côté  AE  commun  a la 
face  ABC  et  à une  troisième  face  du  polyèdre,  puis  désignons 
parC"  le  centre  de  celte  face,  par  C z l’axe  du  cercle  C"A,  par 
O'  le  point  d’intersection  de  C"a  avec  Cx,  et  enfin  par  F le  mi- 
lieu de  AE;  alors  il  est  facile  de  voir  que  les  deux  quadrila- 
tères CDC' O,  CFC" O'  sont  égaux,  et  par  suite  que  CO'  =CO. 
Donc  le  point  O est  également  distant  de  tous  les  sommets 
des  trois  faces  ABC,  ABC',  AEC",  et  ainsi  de  suite;  donc,  si 
du  point  O comme  centre,  avec  le  rayon  OA,  on  décrit  une 
sphère,  elle  sera  circonscrite  au  polyèdre. 

En  second  lieu,  tous  les  triangles  rectangles  tels  que  OCA, 
OC'A,  OC" A,. ..  sont  égaux,  comme  ayant  l’hypoténuse  égale 
et  un  côté  égal  ; donc 

OC  = OC'  = OC'  = .... 

Donc  la  sphère  décrite  du  point  O comme  centre,  avec  le  rayon 
OC,  sera  inscrite  dans  le  polyèdre. 
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Remarque  I.  — On  ne  peut  circonscrire  qu'une  seule  sphère 
à un  polyèdre  régulier.  Car  par  quaire  points,  non  situes  dans 
le  même  plan,  on  ne  peut  faire  passer  qu’une  seule  sphère. 

De  même,  on  ne  peut  inscrire  qu'une  seule  sphère  dans  un 
polyèdre  régulier.  Car  le  centre  de  toute  sphère  inscrite  dans 
le  polyèdre,  qui  a pour  côté  AB,  doit  être  un  point  également 
distant  de  toutes  les  faces,  et  par  conséquent  il  doit  être  situé 
à la  fois  sur  les  plans  bissecteurs  de  tous  les  angles  dièdres 
du  polyèdre.  Or  tous  ces  plans  bissecteurs  doivent  passer  par 
le  point  O;  donc  la  sphère  qui  a pour  centre  le  point  O et  pour 
rayon  OC  est  la  seule  qu’on  puisse  inscrire  dans  le  polyèdre. 

Remarque  II.  — On  appelle  centre  d'un  polyèdre  régulier 
le  centre  commun  de  la  sphère  circonscrite  et  de  la  sphère 
inscrite.  On  dit  aussi  que  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite  et 
celui  de  la  sphère  inscrite  sont,  l’un  le  rayon,  et  l’autre  l’ apo- 
thème du  polyèdre.  [Note  77.] 

§ IV.  - MESURE  DE  LA  SURFACE  ET  DU  VOLUME  DE  LA  SPHÈRE. 

Définitions. 

507.  Une  zone  sphérique  est  une  portion  de  la  surface  de  la 
sphère,  comprise  entre  deux  plans  parallèles.  Les  cercles 

déterminés  par  ces  plans  sont  les  bases  de  la 
zone.  L’un  des  plans  peut  être  tangent  à la 
sphère;  alors  la  zone  n’a  qu’une  base  et  ou 
l’appelle  quelquefois  calotte  sphérique. 

Si  l’on  fait  tourner  une  demi-circonférence 
ACDB  autour  du  diamètre  AB,  l'arc  CD  engen- 
drera une  zone  dont  les  bases  auront  respecti- 
vement pour  rayons  les  perpendiculaires  CC',  DD',  abaissées 
des  points  C et  D sur  le  diamètre  AB. 

La  hauteur  d’une  zone  est  la  distance  C'D'  de  ses  deux  bases. 

508.  Lorsqu’on  fait  tourner  un  demi-cercle  OACDB  autour 
du  diamètre  AB,  le  secteur  circulaire 
OCD  engendre  un  solide  appelé  secteur 
sphérique.  Ce  secteur  sphérique  a pour 
base  la  zone  décrite  par  l’arc  CD. 

509.  Un  segment  sphérique  est  une  portion  du  volume  de 
la  sphère,  comprise  entre  deux  plans  parallèles.  Les  cercles 
déterminés  par  ces  plans  sont  les  bases  du  segment  sphérique. 
Le  segment  n’a  qu’une  base,  si  l’un  des  plans  parallèles  est 
tangent  à la  sphère. 

La  hauteur  d’un  segment  sphérique  est  la  distance  de  scs 
deux  bases. 
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510.  Un  cylindre  est  inscrit  dans  une  sphère,  lorsque  ses 
bases  sont  des  cercles  de  la  sphère.  La  sphère 

g est  circonscrite  au  cylindre. 

Soit  un  cercle  O et  EFGII  le  carré  circon- 
e scril  dont  les  côtés  sont  tangents  aux  points 
A,  B,  C,  D ; le  demi-cercle  BCD  et  le  demi-carré 
r BFGD,  en  tournant  autour  du  diamètre  BD, 
engendreront  la  sphère  OA  et  le  cylindre  cir- 
conscrit à la  sphère. 

Remarque.  — Concevons  qu’un  polygone  soit  circonscrit  au 
cercle  BF  et  que  l’on  construise  sur  ce  polygone  un  prisme  droit 
ayant  pour  hauteur  le  diamètre  BD;  ce  prisme  sera  circonscrit 
à la  sphère  OC.  Car  ses  bases  seront  d'abord  tangentes  à la 
sphère  aux  points  B et  D,  et  de  plus  la  distance  de  chacune  de 
ses  faces  latérales  au  point  B ou  au  point  O sera  égale  à BF  ou 
a OC. 

511.  Un  cône  est  inscrit  dans  une  sphère,  lorsque  sa  base 
est  un  cercle  de  la  sphère  et  que  son  sommet  est  situé  sur  la 

surface  de  la  sphère.  La  sphère  est  circonscrite 
au  cône. 

Soit  un  cercle  O et  un  triangle  isocèle  SAB 
circonscrit,  dont  les  côtés  sont  tangents  aux 
points  C,  D,  E;  le  demi-cercle  CDF  et  le 
demi-triangle  SCB,  en  tournant  autour  de  SC, 
engendreront  la  sphère  OC  et  un  cône  SCB  cir- 
conscrit à cette  sphère. 

Le  cône  circonscrit  à la  sphère  est  dit  équilatéral,  lorsque 
le  triangle  SAB  est  équilatéral. 


Mesure  de  la  surface  de  la  sphère. 


Lemhe  I. 


512.  Lorsqu'un  axe  xy  et  une  droite  AB  sont  situés  dans 
le  même  plan  et  qu'on  fait  tourner  ce  plan  autour  de  l ’axe, 
la  surface  engendrée  par  la  droite  a pour  mesure  la  projection 
A'B'  de  la  droite  sur  l'axe,  multipliée  par  la  circonférence 
qui  a pour  rayon  la  perpendiculaire  MO  élevée  sur  le  milieu 
de  la  droite  et  prolongée  jusqu'à  la  rencontre  de  l’axe. 

1"  Supposons  que  la  droite  AB  soit  pa- 
i ? S rallèle  à xy,  on  aura  (485) 


surf.  AB  = AB  X a -MO, 


= A'B'  X a -MO. 


a°  Soit  la  droite  AB  qui  rencontre  l’axe  au  point  A ; en 
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abaissant  MM'  perpendiculaire  à xy,  on  aura 
(i)  surf.  AB  = AB  x a TT  MM'. 


Mais  les  triangles  ABB',  MOM'  sont  semblables,  comme  ayant 
b.  leurs  côtés  perpendiculaires  chacun  à cha- 
„ cun;  donc 


J M O B'  V 

d'où  l’on  tire 


AB 

MO 


AB' 


MM' 

AB  x MM'=  AB'  X MO. 


Remplaçant  dans  l'égalité  ( i ) le  produit  ABxMM'  par 
AB'  X MO,  il  vient 

surf.  AB  = AB'  X 2ttMO. 


3°  Soit  la  droite  AB  qui  n’est  pas  parallèle  à l’axe  et  qui  ne 
b le  rencontre  pas  : en  abaissant  MM'  perpen- 
M diculaire  à xy,  on  a 


j. 


surf.  AB  =AB  X aîrMM'. 


z k M u “ ÿ Mais,  si  l'on  mène  AC  parallèle  à xy,  les 
triangles  ABC,  MOM'  ont  leurs  côtés  respectivement  perpen- 
diculaires, et  d’ailleurs  AC=A'B';  donc 


AB  _ AC  _ A' B' 

MO  ~ MM7  ~ MM'’ 

d’où  l’on  tire  AB  X MM'  = A'  B'  x MO  ; 
donc  surf.  AB  = A' B' X a s MO. 

Observation.  — Il  n’y  a pas  lieu  do  supposer  la  droite  AB  perpendicu- 
laire à l’axe;  car  dans  ce  cas  la  projection  de  AB  sur  xy  est  nulle,  et  la 
perpendiculaire  MO  est  parallèle  à xy.  D’ailleurs  nous  n’aurons  {mis  à 
considérer  ce  cas  particulier. 

Lemme  II. 

513.  La  surface  engendrée  par  une  ligne  brisée  régulière 
ARCD,  tournant  autour  d'un  diamètre  EF  du  cercle  circon- 
scrit, a pour  mesure  la  projection  de  la  ligne  brisée  sur  le  dia- 
mètre, multipliée  par  la  circonférence  OM  du  cercle  inscrit 
dans  la  ligne  brisée. 

Car,  en  abaissant  sur  l'axe  xy  les  perpendiculaires  AA',  BB', 
CC',DD',on  a,  d’après  le  leinme  précédent, 

surf.  AB  = A'B'  X 2t:OM, 
surf.  BC  = B'  C'  X ajrOM, 
surf.  CD=C'D’X2ttOM. 
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Ajouiant  ces  égalités  membre  à membre  et  mettant  2j:0M 
en  facteur  commun,  il  vient 

surf.  \BCD  = A'D'  x arOM. 

Remarque.  — Si  les  extrémités  de  la  ligne  brisée  aboutis- 
saient à l’axe,  celte  ligne  serait  la  moitié  du  périmètre  d’un 
polygone  régulier  d’un  nombre  pair  de  côtés,  et  la  surface  en- 
gendrée aurait  pour  mesure  EFxarOM  ou  le  diamètre  du 
cercle  circonscrit  à la  ligne  brisée,  multiplié  par  la  circonfé- 
rence du  cercle  inscrit  dans  cette  ligne. 

Défait  ion.  — La  projection  de  la  ligne  brisée  ABCD  sur  le 
diamètre  EF  est  la  hauteur  de  la  surface  engendrée  par  cette 
ligne  brisée. 

Lemme  111. 


514.  Lorsqu'on  fait  tourner,  autour  d’un  diamètre  CI),  un 
arc  AB  et  deux  lignes  brisées  régulières  semblables,  l ’ une 
inscrite  et  l'autre  circonscrite  à cet  arc,  la  zone  engendrée  par 
l’arc  est  comprise  entre  les  surfaces  engendrées  par  les  deux 
lignes  brisées. 

En  effet,  la  surface  convexe  décrite  par  la  ligne  brisée  AEB 
est  terminée  par  les  deux  circonférences  qui  ont  pour  rayons 

les  perpendiculaires  AA',  BB', 
abaissées  surxy;  donc  cette  sur- 
face est  plus  petite  que  la  zone 
qui  l’enveloppe  et  qui  est  termi- 
née aux  deux  mêmes  contours  , 
ainsi  on  a déjà 


* crus  u uni-  y 


surf.  AEB  < zone  AB. 


En  second  lieu,  si  par  les  points  A et  B on  mène  les  tan- 
gentes AK,  BL,  on  aura,  par  une  raison  semblable, 

zone  AB  < surf.  AKGLB  ; 


et,  par  conséquent,  il  suffit  maintenant  de  démontrer  que  la 
surface  décrite  par  AKGLB  est  moindre  que  la  surface  décrite 
par  FGH. 

ür,  ces  deux  surfaces  ont  une  partie  commune  engendrée 
par  la  ligne  KGL;  d’ailleurs  on  a (485) 

surf.  AK  =^AK  (AA'-f-  KK'), 
surf.  FK  = t.  FK  ( FF'  -+-  KK'  ), 


et,  si  on  compare  ces  deux  mesures,  on  voit  que  AK  perpen- 
diculaire à OF  est  moindre  que  l’oblique  F'K  et  qu’on  a aussi 
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AA'<FF';  donc  surf.  AK  est  moindre  que  surf.  FK  : on  ver- 
rait de  même  que  surf.  BLesl  moindre  que  surf.  HL.  Donc  on  a 

surf.  AKGLB  < surf.  FGH, 
et,  par  suite,  zone  AB  O surf.  FGH. 

Remarque.  — Supposons  que  le  nombre  des  côtés  des  deux 
lignes  brisées  semblables  double  indéfiniment,  les  surfaces 
engendrées  par  les  lignes  brisées  inscrites  auront  pour  hau- 
teur constante  A' B':  au  contraire,  la  hauteur  des  surfaces  en- 
gendrées par  les  lignes  brisées  circonscrites  sera  variable  et 
elle  aura  pour  limite  A' B'.  Car  la  droite  AF  est  plus  grande 
que  sa  projection  A' F';  mais  AF,  qui  est  la  différence  des 
rayons  OF,  OA,  a pour  limite  zéro  (286);  donc  A' F'  tend  aussi 
vers  cette  limite  et  il  en  est  de  même  de  B' II'.  Donc  F' II'  a 
pour  limite  A'  B'  ou  la  hauteur  de  la  zone  AB. 

Lemhe  IV. 

515.  Lorquon  fait  tourner  autour  d’un  diamètre  un  arc 
et  une  ligne  brisée  régulière  inscrite  dans  cet  arc,  la  zone  en- 
gendrée par  l'arc  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  surface 
décrite  par  la  ligne  brisée,  lorsque  le  nombre  des  côtés  de  celte 
ligne  double  indéfiniment. 

En  effet,  concevons  deux  lignes  brisées  régulières  de  n 
côtés,  l’une  inscrite  et  l’autre  circonscrite  à l’arc  qui  engendre 
la  zone,  puis  les  lignes  brisées  inscrites  et  circonscrites  de 
an,  4n>  8n,...  côtés,  et  soient  r,  R les  apothèmes  des  li- 
gnes brisées  semblables  qu’on  obtient  successivement,  s , 
S les  surfaces  décrites  par  ces  lignes  brisées,  /1,  H les  hau- 
teurs de  ces  surfaces;  on  aura  constamment 

S = 2rRH, 

s = 2 tt  rh, 

et,  par  suite,  S — $ = 2jt(RH — rh). 

Or,  à mesure  que  le  nombre  des  côtés  des  lignes  brisées 
augmente,  les  deux  produits  RII  et  rh  tendent  chacun  vers  la 
limite  RA  ; donc  le  second  membre  27r(RII  — rh)  et  par  con- 
séquent le  premiers  — 5 tendent  vers  la  limite  zéro.  Mais  la 
zone  est  comprise  entre  S et  s ; donc  ces  deux  surfaces  ont  la 
zone  pour  limite  commune. 

Ainsi  le  lemme  est  démontré. 

Théorème. 

516.  Une  zone  a pour  mesure  sa  hauteur  multipliée  par  la 
circonférence  d 'un  grand  cercle. 
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Considérons  la  zone  engendrée  par  l’arc  AB,  en  tournant  au- 
tour du  diamètre  EF,  et  dont  la  hauteur  est  V B',  et  inscrivons 
dans  l’arc  AB  une  ligne  brisée  régu- 
lière quelconque,  ACB  par  exemple, 
puis  les  lignes  brisées  régulières  de 
4,  8,  16,.  . . côtés  ; en  désignant  par  S 
la  surface  engendrée  par  chacune  de 
ces  lignes,  en  tournant  autour  de  EF, 
par  r l’apothème  correspondant,  on  aura  l'égalité 

S = A' B'  X arcr, 

dans  laquelle  S et  r sont  des  quantités  variables. 

Donc  on  a aussi 


lim.  S = A'  B'  x lim.  stït, 
ou  zone  AB  = A'  B'  x 27rOE. 

Corollaire.  — La  surface  de  la  sphère  peut  être  considérée 
comme  une  zone  dont  la  hauteur  est  le  diamètre  EF.  Donc 

La  surface  de  la  sphère  a pour  mesure  son  diamètre  multi- 
plié par  la  circonférence  d 'un  grand  cercle. 

Et,  comme  l’aire  d’un  grand  cercle  est  égale  au  produit  de 
sa  circonférence  par  la  moitié  de  son  rayon  ou  par  le  quart  de 
son  diamètre,  on  peut  dire  aussi  que  la  surface  de  la  sphère 
est  égale  à quatre  fois  celle  d’un  grand  cercle. 

Remarque.  — Soient  Z l’aire  d'une  zone,  H sa  hauteur,  H le 
rayon  de  la  sphère  ; on  aura  les  formules 

Z = a z RH, 
surf.  sph.  =4~R*. 

De  la  première  il  résulte  que  sur  la  même  sphère  ou  sur  des 
sphères  égales  deux  zones  sont  entre  elles  comme  leurs  hau- 
teurs, et  de  la  seconde,  que  les  surfaces  de  deux  sphères  sont 
entre  elles  comme  les  carrés  de  leurs  rayons. 

Mesure  du  volume  de  la  sphère. 

Lemme  I. 

517.  Le  volume  engendré  par  un  triangle  ABC,  tournant 
autour  d’un  axe  xy  mené,  dans  son  plan  et  par  un  de  ses 
sommets  A,  a pour  mesure  la  surface  engendrée  par  le  côté  BC 
opposé  à ce  sommet,  multipliée  par  le  tiers  de  la  hauteur  AD 
qui  correspond  au  même  côté. 
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Nous  distinguerons  trois  cas  : 

i°  Supposons  que  le  côté  AC  coïncide 
avec  l'axe  ou  que  le  triangle  tourne  au- 
tour de  ce  côté,  et  abaissons  sur  xy  la 
perpendiculaire  BE.  Le  volume  engendré 
par  le  triangle  ABC  est  la  somme  des 
cônes  engendrés  par  les  triangles  rectan- 
gles AEB,  CEB,  et  on  a successivement 


t c y 


volume  ABC  = vol.  AEB  -4-  vol.  CEB , 


= 4 *EB!  X AE  -I-  ^ web’  X EC, 

J « 


= i-Elt’(AE+  ECJ, 
= i rËB1  X AC. 


Mais  EB  X AC  exprime  le  double  de  la  surface  du  trian- 
gle ABC,  et  il  en  est  de  même  du  produit  BC  X AD;  donc  on 
peut  remplacer  le  premier  produit  par  le  second  et  il  vient 


vol.  ABC  = g - EB  X BC  X AD. 


D'ailleurs -EB  X BC  est  la  mesure  de  la  surface  latérale  du 
cône  engendré  par  CEB;  donc 

vol.  ABC  = surf.  BC  X ^ AD. 

2Ü  Supposons  que  le  côté  AC  ne  coïncide  pas  avec  l’axe  et 


n 


que  le  côté  BC  prolongé  rencontre  xy  au  point  E;  on  aura 
vol.  ABC  = vol.  ABE  — vol.  ACE, 

= surf.  BE  X ^ AD  — surf.  CE  X g AD , 

= ( surf.  BE  — surf.  CE)  X ^ AD > 

= surf.  BC  X ^ AD. 
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3°  Supposons  que  le  côté  BC  soit  parallèle  à l’axe  et  abais- 

« 

b n c 

x e a r 'J 

sons  sur  xy  les  perpendiculaires  BE,  CF;  on  aura 
vol.  ABC  = vol.  EBCF  — vol.  AEB  — vol.  AFC, 

= ttEB’  x EF  — ^ -ËBJ  X AE  — ^ rËÜ’  X AF, 

= rËB’^EF  — ^ AE — 5 AFj» 

= -ëbx|ef, 

= »t:EB  xEFxJ  EB. 

Ma  is  anEBxEF  est  la  mesure  de  la  surface  latérale  du 
cylindre  engendré  par  le  rectangle  EBCF,  et,  déplus,  EB  = AD; 
donc 

vol.  ABC  = surf.  BC  X ^ AD. 


Observation.  — Dans  le  premier  cas,  si  l'angle  C ou  l’angle  A du  trian- 
gle ABC  est  obtus,  la  perpendiculaire  BE  tombe  sur  le  prolongement  du 
côté  AC  et  le  volume  engendré  par  ABC  est  la  différence  de  deux  cônes  ; 
si  l'un  des  angles  C ou  A était  droit,  le  volume  engendré  par  ABC  serait 
un  cône. 

Dans  le  troisième  cas,  si  la  perpendiculaire  AD  tombe  sur  le  prolon- 
s c gement  de  BC,  le  volume  engendré  par  ABC 

— — est  égal  à la  somme  du  cône  et  du  cylindre 
/ ! engendrés  respectivement  par  le  triangle  AEB 

et  par  le  rectangle  EBCK,  diminuée  du  cône  en- 

* A E 1 >J  gendre  par  le  triangle  ACF. 

Ces  différents  cas  particuliers  ne  présentent  pas  de  difficulté;  du  reste, 
il  est  inutile  de  les  considérer  pour  ce  qui  suit.  [Note  78.] 


Lemme  II. 

518.  Le  volume  engendré  par  un  secteur  polygonal  régtt- 
r • lier  OABCD,  tournant  autour  d'un 

5-'“'  n diamètre  EF  du  cercle  circonscrit,  a 

4/ u ' / \ pour  mesure  la  surface  engendrée  par 

/ la  ligne  brisée  ABCD,  multipliée  par 

f v le  tiers  de  l'apothème  OM. 

Car,  en  menant  les  rayons  OB,  OC,  on  a,  d’après  le  lemme 

Éléments.  1 S 
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précèdent, 

vol.  OAB  = surf.  AB  X ^ OM, 
vol.  OBC  = surf.  BC  X ^ OM,  • 
vol.  OCD  = surf.  CD  X ^ OM. 

Ajoutant  ces  égalités  membre  à membre  et  mettant  ^ OM 
en  facteur  commun,  il  vient 

vol.  OABCD  = surf.  ABCD  x ^ OM. 

Lemme  III. 

519.  Lorsqu’on  fait  tourner  autour  d'un  diamètre  un  sec- 
teur circulaire  et  un  secteur  polygonal  régulier  dont  la  base 
est  inscrite  dans  l’arc  du  secteur  circulaire,  le  volume  en- 
gendré par  le  secteur  circulaire  est  la  limite  vers  laquelle 
tend  le  volume  engendré  par  le  secteur  polygonal,  lorsque  le 
nombre  des  côtés  de  la  base  de  ce  secteur  double  indéfini- 
ment. 

En  effet,  concevons  deux  lignes  brisées  régulières  de 
n côtés,  l’une  inscrite  et  l’autre  circonscrite  à l’arc  du  secteur 
circulaire,  puis  les  lignes  brisées  inscrites  et  circonscrites 
de  in,  4 n,  8n,...  côtés,  et  soient  r,  R les  apothèmes  des 
lignes  brisées  semblables  qu’on  obtient  successivement,  s,  S 
les  surfaces  décrites  par  ces  lignes  brisées,  v,  V les  volumes 
engendrés  par  les  secteurs  qui  ont  pour  bases  ces  mêmes  li- 
gnes brisées;  on  aura  constamment 

V = SXjR, 

‘'=,xr- 

et,  par  suite,  V — c=^(SR — sr). 

Or,  à mesure  que  le  nombre  des  côtés  des  lignes  brisées 
augmente,  les  deux  produits  SR  et  sr  tendent  chacun  vers  la 
limite  Z X R,  en  représentant  par  Z la  zone  engendrée  par 
l’arc  du  secteur  circulaire;  donc,  le  second  membre 

^ (SR  — sr)  et  par  conséquent  le  premier  V — v tendent  vers 

la  limite  zéro.  Mais  le  secteur  sphérique  est  compris  entre  V 
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et  p;  donc  ces  deux  volumes  ont  le  secteur  sphérique  pour 
limite  commune. 

Ainsi  le  lemme  est  démontré. 

Théorème  I. 

520,  Un  secteur  sphérique  a pour  mesure  lu  zone  qui  lui  sert 
de  base,  multipliée  par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère. 

Considérons  le  secteur  sphérique  engendré  par  le  secteur 
circulaire  OAB,  tournant  autour  du  diamètre  EF,  et  inscrivons 
dans  l'arc  AB  une  ligne  brisée  régu- 
lière quelconque,  ACB  par  exemple, 
puis  les  lignes  brisées  régulières  de 
4,  8,  16,...  côtés;  enfin,  soient  V 
le  volume  engendré  par  chaque  sec- 
teur polygonal  ainsi  obtenu,  en  tour- 
nant autour  de  EF,  S la  surface  décrite  par  la  ligne  brisée 
correspondante,  r l’apothème  de  celte  ligne  brisée;  on  aura 
légalité 

V = S X ^ r , 

dans  laquelle  V,  S et  r sont  des  quantités  variables. 

Donc  on  a aussi 

lim.  V = lim.Sx  lim.ir, 

« 

ou  sect.  sph.  OAB  = zone  AB  X ^ OA. 

Corollaire.  — La  sphère  peut  être  considérée  comme  un 
secteur  sphérique  engendré  par  le  demi-cercle  OECF.  Donc 
Le  volume  de  la  sphère  a pour  mesure  sa  surface  multipliée 
par  le  tiers  de  son  rayon. 

Remarque.  — Soient  H la  hauteur  de  la  zone  qui  sert  de 
base  au  secteur  sphérique,  R le  rayon  de  la  sphère;  on  aura 

sect. sph.  = 2t:RU  X R = ^ "R’H, 

vol.  sph.  = ^ -R*. 

De  celte  dernière  formule  il  résulte  que  les  volumes  de 
deux  sphères  sont  entre  eux  comme  les  cubes  de  leurs  rayons. 
De  plus,  si  on  représente  par  D le  diamètre  de  la  sphère, 

18. 


Digitized  by  Google 


GÉOMÉTRIE  DANS  L’ESP  VCF.  — LIVRE  VU. 


276 
on  a 

donc  le  volume  de  la  sphère  est  aussi  donné  par  la  formule 
vol.  sph.  = ^ jtD5. 


r = ? 

2 


et 


" 8 ’ 


Théorème  II. 


521.  Le  volume  engendré  par  un  segment  circulaire  AMB, 
tournant  autour  d’un  diamètre  EF,  a pour  mesure  la  sixième 
M partie  du  cercle  qui  aurait  pour  rayon 

' , ~~  _u  la  corde. AB  du  segment,  multipliée 

V-T  ; /'î\  par  lu  projection  A' B'  de  cette  conte 

j sur  le  diamètre. 

* E*  ® B’  e v Menons  les  rayons  OA,  OB,  et  abais- 
sons sur  la  corde  AB  la  perpendiculaire  OC;  on  aura 

vol  AMB  = vol.  OAMB  — vol.  OAB , 


= zone  AB  x ^ OA  — surf.  AB  x ^ OC , 

= ^ rrÔÂ1  X A'  B'  — | -OC’  X A'  B', 

= |îrA'B'(ÔÂI  — ÔC> 

Mais  OA  — OC  - AC  = 

4 

donc  vol.  AMB  = ^ îtÂb’  X A'  B'. 

Observation.  — Ce  théorème  peut  être  regardé  comme  un  lemme  qui 
doit  servir  pour  la  démonstration  du  théorème  suivant. 


Théorème  III. 

522.  I n segment  sphérique  a pour  mesure  sa  hauteur  mul- 
tipliée par  la  demi-somme  de  ses  bases,  plus  le  volume  de  la 
sphère  qui  aurait  pour  diamètre  cette  même  hauteur. 

Soit  un  demi-cercle  EM  F.  et  des  ex- 
trémités de  l’arc  AB  abaissons  sur  le 
diamètre  EF  les  perpendiculaires  AA', 
BB'.  La  ligure  AMBB'A',  en  tournant 
autour  de  EF,  engendrera  un  segment 
sphérique  dont  les  bases  ont  pour  rayons  les  perpendiculaires 


■A 


f y 
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AA',  BB',  et  dont  la  hauteur  est  A'B',  et,  en  désignant  les 
droites  BB',  AA',  A'B'  par  m,  n,  A,  il  s'agit  de  démontrer 
qu'on  a 


vol.  AMBB' A'  = A x 


jt m*  -t-  r.n' 
1 


1 

ü 


-h*. 


Or,  si  l’on  mène  la  corde  AB,  on  voit  que  le  segment  sphé- 
rique est  la  somme  du  tronc  de  cène  engendré  par  le  tra- 
pèze ABB'A'  et  du  solide  engendré  par  le  segment  circu- 
laire AMB;  donc 

vol.  AMBB' A'  = vol.  ABB'  A'  4-  vol.  AMB, 

= ^ jt A( «’ -4-  n*  4-  mn ) 4-  i it AB  X A , 

3 0 

I I > 

= jt  7r /*(  ani’  4-2/1’  -t-  2wm)  4-  AB  X A , 

0 o 

= i T:h[im2  4-  an’+  2 mn  4-  AB  )• 


Mais,  en  menant  AC  parallèle  à EF,  on  a 

Ali  =BC’  + ÂC\ 

= (m  — n)’4-  A1, 

= /n’  4-  — 2 mn  -t-  A*. 

Mettant  cette  valeur  à la  place  de  AB  dans  l’expression  du 
segment  sphérique  et  effectuant  les  réductions,  il  vient 


vol.  AMBB' A'  = g jrA(3m’4-  3/i*  4- A3), 

= g r.  A(3m’  4-  3n’)  4-  g r.h  X A’, 


= A X 


r.~h\ 


Remarque.  — Le  volume  engendré  par  EMBB'  est  un  seg- 
ment sphérique  à une  seule  base,  et  il  a pour  mesure 

EB'  X BB  4-  £ -EB'3.  [Note  79.] 

2 O 
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Cylindre  et  cône  équilatéral  circonscrits  à la  sphère. 
Théorème  1. 

523.  I.e  volume  du  cylindre  circonscrit  à la  sphère  est  au 
volume  de  la  sphère  comme  3 est  à i,  et  la  surface  totale  de 
ce  cylindre  est  à la  surface  de  la  sphère  dans  le  même  rapport. 
Car,  en  désignant  le  rayon  de  la  sphère  par  R,  on  aura 

vol.  cyl.  = ttR’  X 2.R  = arR\ 


Maintenant  on  a aussi 


surf,  totale  du  cyl.  = îrRXîR+  îjrR1  = 6rR!, 
surf.  sph.  = 4~R!; 


donc 


surf.  tôt.  cyl.  _ 6 _ 3 
surf.  sph.  4 ~ 3 


Remarque  I.  — La  surface  latérale  du  cylindre  est  égale  à 
2*ltX  îR  ou  à 4“R’;  donc  elle  est  égale  à la  surface  de  la 
sphère. 


Remarque  II.  — Concevons  un  polyèdre  circonscrit  à la 
sphère  OA  et  désignons  son  volume  par  V,  sa  surface  par  S;  on 
aura  (505) 

V = S X ^ R, 

mais  vol.  sph.  = surf.  sph.  X ^ R ; 


donc 


V = _ S 
vol.  sph.  surf.  sph. 


Ainsi,  le  volume  d'un  polyèdre  circonscrit  à la  sphère  est 
au  volume  de  la  sphère  comme  la  surface  du  polyèdre  est  à la 
surface  de  la  sphère. 

De  cette  proposition  on  peut  déduire,  comme  cas  particu- 
lier, que  le  volume  du  cylindre  circonscrit  à la  sphère  est  au 
volume  de  la  sphère  comme  la  surface  totale  du  cylindre  esta 
la  surface  de  la  sphère.  Pour  cela  il  sulfil  de  remarquer  que 
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le  volume  et  la  surface  totale  du  cylindre  sont  les  limites  vers 
lesquelles  tendent  les  volumes  et  les  surfaces  totales  des 
prismes  droits  circonscrits  à la  sphère  et  ayant  respectivement 
pour  bases  un  premier  polygone  régulier,  le  carré  par  exem- 
ple, puis  les  polygones  réguliers  de  8,  16,  32,. . . côtés. 


Observation.  — Ce  théorème,  dû  à Archimède,  comme  ta  plupart  de 
ceux  qui  se  trouvent  dans  le  Livre  VII,  est  surtout  remarquable  par  sa 
simplicité.  La  figure  qui  s’y  rapporte  fut  gravée  sur  le  tombeau  de  ce 
grand  géomètre. 

ThEorème  U. 


est  ait 


Le  volume  du  cône  équilatéral  circonscrit  à la  sphère 
volume  de  la  sphère  comme  g est  à 4,  et  la  surface  to- 
tale du  cône  est  A la  surface  de  la  sphère 
dans  le  même  rapport. 

Car  on  sait  que  le  côté  AB  du  triangle 
équilatéral  circonscrit  au  cercle  OC  est  le 
double  du  côté  du  triangle  équilatéral  in- 
scrit, et  que  sa  hauteur  SC  est  le  triple  de 
OC  ('275);  donc,  en  désignant  le  rayon  OC 


par  R,  on  aura 


vol.  cône  = ^ -CB  X SC, 


= rR!x3R, 
= 3t:R:. 


D'ailleurs, 

donc 


i • 

vol.  sph.  = Tj  kR5: 

vol.  cône  _ 3 g 

vol.  sph.  — 4 4 

3 


Maintenant  on  a aussi 

surf,  totale  du  cône  = 2-R  \/3  X R v^3  -+-  3rR’  = 9îtR’, 


donc 


surf.  sph.  = 4~RJ; 
surf.  lot.  cône  o 

____ __ __ — te.  . 

surf.  sph.  4 


Remarque.  — Soit  R le  rayon  d'une  sphère  ; on  aura 


vol.  cône  équil.  cire.  = 37tR\ 
vol.  cyl.  cire.  = 2irR* ; 

donc  le  volume  du  cône  équilatéral  circonscrit  à une  sphère 
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est  au  volume  du  cylindre  circonscrit  à la  même  sphère  comme 
3 est  à 2.  On  verrait  de  même  que  la  surface  totale  du  cône 
équilatéral  circonscrit  à une  sphère  est  à la  surface  totale  du 
cylindre  circonscrit  à la  même  sphère  dans  le  rapport  de  3 ù a. 

Ainsi,  le  volume  du  cylindre  circonscrit  <1  une  sphère  est 
moyen  proportionnel  entre  le  volume  du  cône  équilatéral  cir- 
conscrit et  le  volume  de  la  sphère  ; et  la  surface  totale  du  cy- 
lindre circonscrit  ù une  sphère  est  aussi  moyenne  proportion- 
nelle entre  la  surface  totale  du  cône  éauilatéral  circonscrit 
et  la  surface  de  la  sphère 
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LIVRE  HUITIÈME. 

DES  FIGURES  TRACÉES  SUR  LA  SPHÈRE. 


CHAPITRE  I. 

PLUS  COURT  CHEMIN  D’UN  POINT  A UN  AUTRE,  SUR  LA  SURFACE 
DE  LA  SPHÈRE.  - DES  POSITIONS  RELATIVES  DE  DEUX  PETITS 
CERCLES. 


$ Ier.  — PLUS  COURT  CHEMIN  DT  N POINT  A UN  AUTRE, 
SUR  LA  SURFACE  DE  LA  SPHÈRE. 


THÉORÈME. 

525.  Le  plus  court  chemin  d'un  point  à un  autre,  sur  la 
surface  de  la  sphère,  est  l'arc  de  grand  cercle,  moindre  qu'une 
demi-circonférence,  qui  joint  ces  deux  points. 

Pour  le  démontrer,  nous  établirons  d’abord  les  deux  lemmes 
suivants. 

Lemme  I. 


Si  deux  arcs  de  grands  cercles  AB,  AC  sont  égaux,  les  plus 
courts  chemins  entre  leurs  extrémités  seront  aussi  égaux. 

Car  on  peut  regarder  les  arcs  AB,  AC  comme 
étant  situés  sur  deux  sphères  égales  et  super- 
posées, puis  faire  tourner  ta  seconde  autour 
du  diamètre  AD,  jusqu’à  ce  que  l'arc  AC  coïn- 
cide avec  l’arc  AB;  alors  il  est  clair  que  les 
deux  plus  courts  chemins  en  question  sont 
égaux,  sans  quoi  il  y aurait,  du  point  A au 
point  R,  deux  plus  courts  chemins  inégaux, 
ce  qui  est  impossible. 

Lemme  IL 


Si  un  arc  de  grand  cercle  AB,  moindre  qu'une  demi-circon- 
férence, est  plus  grand  qu'un  autre  arc  de  grand  cercle  AC,  le 
plus  court  chemin  entre  les  extrémités  du  premier  arc  sera 
plus  grand  que  le  plus  court  chemin  entre  les  extrémités  du 
second. 

Car  on  peut  encore  regarder  les  deux  arcs  AB,  AC  comme 
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étant  situés  sur  des  sphères  égales  et  superposées,  puis  faire 
tourner  la  seconde  autour  du  diamètre  AD, 
jusqu’à  ce  que  l’arc  AC  ait  repris  sa  position 
primitive.  Le  point  C décrira  \ine  circonfé- 
rence (499)  qui  coupera  évidemment  l’are 
AB  en  un  point  E,  ainsi  que  le  plus  court 
chemin  de  A en  B,  quel  qu’il  soit,  AHGB 
par  exemple,  en  un  point  G,  et  menons  l’are 
de  grand  cercle  AG. 

L’arc  AG  sera  égal  à l’arc  AC  et,  par  conséquent,  le  plus 
court  chemin  du  point  A au  point  G est  égal  au  plus  court  che- 
min du  point  A au  point  C.  Donc  le  plus  court  chemin  du 
point  A au  point  B est  plus  grand  que  le  plus  court  chemin  du 
point  A au  point  C. 

Ces  lemmes  étant  démontrés,  je  dis  que  l'arc  de  grand 
cercle  AB,  moindre  qu’une  demi-circonférence,  est  le  plus 
court  chemin  du  point  A au  point  B. 

En  effet,  supposons,  s’il  est  possible,  que  le  plus  court  che- 
min entre  ,A  et  B passe  par  le  point  C,  situé 
hors  de  l'arc  AB;  alors  je  mène  les  arcs  de 
grands  cercles  AC,  BC,  et  les  rayons  OA,  OB, 
OC.  Je  forme  ainsi  un  angle  trièdre  OABC, 
dans  lequel  l’angle  plan  AOB  est  moindre  que 
la  somme  des  deux  autres  (383);  mais  chacun 
de  ces  angles  plans  a pour  mesure  l'arc  com- 
pris entre  ses  cèles  ; donc  on  a aussi 

AB  < AC -f- CB, 

et,  si  l'on  prend  sur  AB  l’arc  AD  égal  à l’arc  AC,  on  aura 
DB  < CB. 


Maintenant,  puisque  l’arc  AD  = AC,  le  plus  court  chemin 
du  point  A au  point  D est  égal  au  plus  court  chemin  du  point  A 
au  point  C;  d'ailleurs,  on  a supposé  que  le  plus  court  chemin 
du  point  A au  point  B passait  par  le  point  C;  donc  il  s’ensui- 
vrait que  le  plus  court  chemin  du  point  C au  point  B serait 
moindre  que  le  plus  court  chemin  du  point  D au  point  B, 
ce  qui  est  impossihle  d’après  le  second  des  lemmes  précé- 
dents, et,  par  conséquent,  il  est  pareillement  impossible  que 
le  plus  court  chemin  du  point  A au  point  B passe  par  le  point  C. 
Donc  l’arc  de  grand  cercle  AB  est  ce  plus  court  chemin. 

Remarque  1.  — On  a supposé  dans  cette  démonstration  que 
l’arc  AB  était  plus  grand  que  l’arc  AC;  car,  si  l’on  avait  AB<  AC, 
le  plus  court  chemin  de  A en  B serait  moindre  que  le  plus 
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court  chemin  de  A en  C ; donc  C ne  saurait  appartenir  au  plus 
court  chemin  de  A en  B. 

Remarque  II.  — Si  les  points  A et  B étaient  les  extrémités 
d'un  même  diamètre,  on  pourrait  les  joindre  par  une  infinité 
de  demi-circonférences  de  grands  cercles  qui  seraient  autant 
de  plus  courts  chemins  égaux  entre  eux. 

526.  Définitions.  — L’arc  de  grand  cercle  AB,  moindre 
qu’une  demi-circonférence,  est  la  distance  des  points  A et  B 
sur  la  surface  de  la  sphère. 

Les  distances  d’un  point  d'un  petit  cercle  aux  deux  pôles  de 
ce  cercle  sont  l’une  plus  petite  et  l’autre  plus  grande  qu’un 
quadrant;  la  première  est  la  distance  polaire  du  petit  cercle, 
et  le  pôle  auquel  se  rapporte  cette  distance  est  appelé  spécia- 
lement le  pôle  de  ce  petit  cercle. 

La  distance  polaire  d’un  grand  cercle  est  un  quadrant. 

Conséquence.  — Si  la  distance  de  deux  points,  sur  la  sur- 
face de  la  sphère,  est  égale  à la  distance  de  deux  autres 
points,  la  distance  rectiligne  des  deux  premiers  points  sera 
égale  à la  distance  rectiligne  des  deux  autres  ; et  réciproque- 
ment. Car,  dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux, 
les  arcs  égaux  sont  sous-tendus  par  des  cordes  égales,  et  réci- 
proquement. 

§ II.  — DES  POSITIONS  RELATIVES  DE  DEUX  PETITS  CERCLES 
SUR  LA  SURFACE  l)E  LA  SPHÈRE. 

Définitions. 

527.  Deux  circonférences  tracées  sur  une  sphère  sont  tan- 
gentes, lorsqu’elles  n'ont  qu’un  point  commun. 

Un  point  pris  sur  une  sphère  est  intérieur  ou  extérieur 
à un  petit  cercle  de  cette  sphère,  suivant  qu’il  est  situé  sur 
la  plus  petite  ou  sur  la  plus  grande  des  deux  zones  détermi- 
nées par  ce  petit  cercle. 

Remarque.  — Sur  une  sphère,  deux  petits  cercles  ne  peu- 
vent avoir  que  cinq  positions  relatives  qui  sont  tout  à fait 
analogues  à celles  de  deux  cercles  décrits  sur  un  même 
plan  (36),  et  nous  allons  voir  quelles  relations  il  doit  exister 
entre  la  distance  des  pôles  et  les  distances  polaires  des  deux 
petits  cercles  pour  que  ces  cercles  occupent,  l’un  par  rapport 
à l'autre,  telle  ou  telle  position. 

Théorème  I. 

528.  Deux  petits  cercles  sont  tangents  extérieurement,  lors- 
que la  distance  de  leurs  pôles  est  égale  à la  somme  de  leurs 
distances  polaires. 
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Soient  les  cercles  P,  P',  et  supposons  que  la  distance  PP'  de 
leurs  pôles  soit  égale  à la  somme  de  leurs 
distances  polaires  PA,  P'A  ; je  dis  que  ces 
cercles  sont  tangents  extérieurement. 

D’abord  le  point  A est  commun  aux  deux 
cercles.  De  plus,  si  on  joint  le  pôle  P à un 
point  quelconque  B du  cercle  P'  par  un  arc 
de  grand  cercle  et  qu’on  mène  la  distance 
polaire  P'B,  l'arc  de  grand  cercle  PP'  étant 
le  plus  court  chemin  entre  les  points  P,  P',  on  aura 

PP'  < PB  -+-  P'B, 

et,  par  suite,  PA  < PB. 

Donc  le  point  B est  situé  hors  du  cercle  P,  et,  par  consé- 
quent, les  cercles  P,  P'  sont  tangents  extérieurement. 

Théorème  II. 

529.  Deux  petits  cercles  sont  extérieurs  l’un  à l'autre,  lors- 
que la  distance  de  leurs  pôles  est  plus  grande  que  la  somme 
de  leurs  distances  polaires. 

Soient  les  cercles  P,  P',  et  supposons  que  la  distance  PP', 
de  leurs  pôles  soit  plus  grande  que  la  somme  de  leurs  dis- 
tances polaires  PA,  P'  B ; je  dis  que  ces  cercles  sont  extérieurs 
l’un  à l’autre. 

D’abord  le  point  B est  extérieur  au  cercle  P. 
De  plus,  si  l’on  joint  le  pôle  P à un  point  quel- 
conque C du  cercle  P'  par  un  arc  de  grand  cercle 
et  qu’on  mène  la  distance  polaire  P'C,  on  aura 

PP' < PC  -h  P C, 
et,  par  suite,  PB  < PC. 

Donc  le  point  C est  situé  hors  du  cercle  P,  et,  par  consé- 
quent, les  cercles  P,  P’  sont  extérieurs  l’un  à l’autre. 

Théorème  III. 

530.  Deux  petits  cercles  sont  tangents  intérieurement,  lors- 
que la  distance  de  leurs  pôles  est  égale  à la  différence  de 
leurs  distances  polaires. 

Soient  les  cercles  P,  P',  et  supposons  que  la  distance  PP'  de 
leurs  pôles  soit  égale  à la  différence  de  leurs 
distances  polaires  PA,  P'A;  je  dis  que  ces 
cercles  sont  tangents  intérieurement. 

D’abord  le  point  A est  commun  aux  deux 
cercles.  De  plus,  si  on  joint  le  pôle  P à un 
point  quelconque  B du  cercle  P'  par  un  arc 
de  grand  cercle  et  qu’on  mène  la  distance  po- 
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taire  P' B,  on  aura 

PB  < PP'  + PB, 

ou  PB  < PP'  -+-  P' A, 

et,  par  suite,  PB<PA. 

Donc  le  point  B est  situé  clans  l’intérieur  du  cercle  P,  et, 
par  conséquent,  les  cercles  P,  P'  sont  tangents  intérieure- 
ment. 

Théorème  IV. 

531.  Deux  petits  cercles  sont  intérieurs  l'un  à l'autre,  lors- 
que la  distance  de  leurs  pôles  est  plus  petite  que  la  différence 
île  leurs  distances  polaires. 

Soient  les  cercles  P,  P',  et  supposons  que  la  distance  PP'  de 
^ leurs  pôles  soit  plus  petite  que  la  différence 
/ - i;  de  leurs  distances  polaires  PA,  P' B;  je  dis  que 

[ i f ) , ces  cercles  sont  intérieurs  l’un  à l’autre. 

V?-''  D’abord  le  point  B est  situé  dans  l’intérieur 
\ du  cercle  P.  De  plus,  si  l’on  joint  le  pôle  P à un 

point  quelconque  C du  cercle  P'  par  un  arc  de 
grand  cercle  et  qu’on  mène  la  distance  polaire  P'C,  on  aura 

PC<PP'-t-P'C, 

PC  < PP'  -h  P'  B, 

PC  < PB. 

Donc  le  point  C est  situé  dans  l’intérieur  du  cercle  P.  et, 
par  conséquent,  les  cercles  P,  P'  sont  intérieurs  l’un  à l’autre. 


ou 

et,  par  suite. 


Théorème  V. 


532.  Deux  petits  cercles  se  coupent,  lorsque  la  distance  de 
leurs  pôles  est  plus  petite  que  la  somme  de  leurs  distances  po- 
laires et  en  même  temps  plus  grande  que  leur  différence. 

Soit  PA  la  distance  polaire  du  premier  cercle,  que  nous  sup- 
poserons plus  grande  que  celle  du  second  ou  qui  lui  est  au 


moins  égale.  Prolongeons  PA  et  prenons 
sur  cet  arc,  de  part  et  d’autre  du  point  A, 
deux  arcs  AB,  AC,  égaux  chacun  à la  dis- 
tance polaire  du  second  cercle;  l’arc  PB 
sera  la  somme  des  distances  polaires  des 
deux  cercles,  PC  sera  leur  différence,  et  il 
s’agit  de  faire  voir  qu’en  prenant  pour  pôle 
du  second  cercle  un  point  de  BC,  situé 


entre  B et  C,  et  qu’en  décrivant  de  ce  point  un  cercle,  avec  la 


distance  polaire  AB,  ce  cercle  coupera  le  premier. 


Digitized  by  Google 


286  GÉOMÉTRIE  DANS  L'ESPACE.  — LIVRE  VIII. 

Or,  si  l’on  prend  pour  pôle  du  second  cercle  le  point  A,  mi- 
lieu de  BC,  ce  cercle  passera  par  les  points  B et  C ; donc  il 
coupera  évidemment  le  cercle  P,  puisqu’il  aura  un  point  dans 
l’intérieur  de  ce  cercle  et  un  point  à l’extérieur. 

En  second  Heu,  si  l’on  prend  pour  pôle  un  point  P’,  situé 
entre  les  points  A et  B,  il  est  clair  que  le  cercle  décrit  avec  la 
distance  polaire  AB  coupera  Bx  en  un  point  et  l’arc  AC  en  un 
autre  point;  donc  le  second  cercle  coupera  le  premier. 

Enfin,  si  l’on  prenait  pour  pôle  un  point  situé  entre  les  points 
A et  C,  il  est  facile  de  reconnaître  que  le  second  cercle  cou- 
perait encore  le  cercle  P. 

Donc  le  théorème  est  démontré. 

Remarque  I.  — Les  réciproques  des  cinq  propositions  pré- 
cédentes sont  vraies. 

Par  exemple,  si  deux  petits  cercles  sont  tangents  extérieu- 
rement et  qu’on  représente  par  D,  H,  r la  distance  des  centres 
et  les  deux  distances  polaires,  je  dis  qu’on  aura 

D = R -f-  r. 

Car,  si  cette  relation  n’avait  pas  lieu,  on  aurait 
I)  > R -f-  r, 

D = R — r, 

D < R — r, 
j I>  <_  H r, 

| D>R  — r. 

Alors  il  s’ensuivrait  que  les  deux  petits  cercles  seraient  ex- 
térieurs l’un  à l’autre,  ou  tangents  intérieurement,  ou  inté- 
rieurs l’un  à l’autre,  ou  qu’ils  se  couperaient,  ce  qui  est  contre 
i’hypothèse.  [Note  8o.] 

533.  Remarque  II.  — Connaissant  les  conditions  d’intersec- 
tion de  deux  petits  cercles,  on  peut  résoudre  d’une  manière 
très-simple  ce  problème;  (rouverte  rayon  d'une  sphère  donnée. 

Prenons  sur  la  surface  de  la  sphère  deux  points  queleon- 
, — ^ ques  A,  B,  et  déterminons  sur  cette  surface 

//(■  y\  trois  autres  points  C,  D,  E,  également  dis- 

i j d tants  des  deux  premiers.  Les  trois  points  C, 

I o / D,  E,  ainsi  que  le  centre  O de  la  sphère , se- 

* v V‘k  JJ  ronl  s'lui‘s  d®05  un  même  plan,  perpendicu- 

laire sur  le  milieu  de  la  droite  AB  (319);  donc 
C,  D,  E sont  des  points  d'une  circonférence  de  grand  cercle. 

Si  donc  on  construit  sur  un  plan  un  triangle  égal  au  triangle 
CDE  dont  on  connaît  les  trois  côtés,  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit à ce  triangle  sera  le  rayon  de  la  sphère. 


ou 

ou 

ou  a la  fois 
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Remarque  III.  — Tracer  sur  la  surface  de  la  sphère  un  petit 
cercle  passant  par  trois  points  donnés  A,  B,  C. 

Pour  cela  on  détermine  deux  points  D,  E,  également  distants 
des  deux  points  A et  B ; alors  le  plan  mené 
par  les  deux  points  1),  E et  par  le  centre  O de 
la  sphère  est  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  la  droite  AB  (319),  et,  par  conséquent,  ce 
plan  doit  contenir  les  pôles  de  la  circonfé- 
rence qu’il  s’agit  de  décrire  ; donc,  en  faisant 
passer  une  circonférence  de  grand  cercle  par 
les  deux  points  D et  E,  cette  circonférence  devra  passer  par  ces 
mêmes  pôles.  De  même,  si  on  détermine  deux  points  F,  G, 
également  distants  des  points  B,  C,  et  qu’on  fasse  passer  par 
les  deux  points  F et  G une  circonférence  de  grand  cercle,  cette 
circonférence  passera  aussi  par  les  pôles  du  cercle  ABC.  Donc 
les  points  P,  P',  où  les  deux  circonférences  de  grands  cercles 
se  couperont,  seront  les  pôles  du  cercle  ABC,  et  au  moyen  de 
l’un  de  ces  pôles  on  décrira  la  circonférence  demandée. 
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CHAPITRE  II. 

UES  POSITIONS  RELATIVES  DE  DEUX  ARCS  DE  GRANDS  CERCLES. 
- TRIANGLES  ET  POLYGONES  SPHÉRIQUES. 


§ I".  - ANGLE  DE  DEUX  ARCS  DE  GRANDS  CERCLES  ET  ARCS 
DE  GRANDS  CERCLES  PERPENDICULAIRES  ENTRE  EUX 

Définitions. 

534.  L'angle  üe  deux  arcs  de  grands  cercles  AB,  AC  est 
l'angle  dièdre  formé  par  les  plans  OA  B , 
OAC  de  ces  arcs.  Les  arcs  AB,  AC  sont  les 
côtés  de  l’angle,  et  leur  point  de  rencontre  A 
en  est  le  sommet. 

Deux  arcs  de  grands  cercles  sont  perpen- 
/ diculaires,  lorsque  leurs  plans  forment  un 
1 angle  dièdre  droit.  Dans  le  cas  contraire, 
les  deux  arcs  sont  obliques  entre  eux. 

Remarque  I.  — Si  par  le  sommet  A on  mène  les  droites  AD, 
AE,  tangentes  aux  arcs  AB,  AC,  ces  droites  seront  chacune 
perpendiculaires  au  rayon  AO,  et  par  conséquent  l’angle  DAE 
sera  la  mesure  de  l'angle  dièdre  BAOC  ou  de  l'angle  BAC. 

Donc  on  peut  dire  aussi  : que  l 'angle  de  deux  arcs  de  grands 
cercles  est  l'angle  formé  par  les  tangentes  à ces  arcs,  menées 
par  leur  point  de  rencontre. 

Remarque  II.  — Plus  généralement,  on  appelle  angle  de 
deux  arcs  de  cercle  quelconques,  tracés  sur  une  sphère, 
l’angle  que  forment  les  tangentes  menées  à ces  arcs  par  leur 
point  de  rencontre. 

Théorème  I. 

535.  L'angle  BAC  de  deux  arcs  de  grands  cercles  a pour 
mesure  l'arc  de  grand  cercle  BC,  décrit  de  son  sommet  comme 

pôle  et  compris  entre  ses  côtés  AB,  AC. 

En  effet,  les  arcs  AB,  AC  étant  des  qua- 
drants, si  on  mène  les  rayons  OB,  OC,  les 
angles  AOB,  AOC  seront  droits;  donc  BOC 
est  l'angle  plan  qui  correspond  à l’angle 
dièdre  BAOC.  Or,  l’angle  au  centre  BOC  a 
pour  mesure  l’arc  BC;  donc  cet  arc  est 
aussi  la  mesure  de  l’angle  dièdre  BAOC  ou  de  i’nngle  BAC. 
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Corollaire.  — Ce  théorème  donne  le  moyen  de  mener  par 
le  point  A un  are  AC,  faisant  avec  l'arc  AB  un  angle  donné. 

Remarque.  — Les  deux  angles  opposés  au  sommet  BAC, 
B' AC',  sont  égaux;  cl  on  voit  aussi  que  les  angles  adjacents 
Il  AC,  CAB',  sont  supplémentaires.  [Note  81.] 

Théorème  11. 

536.  Tout  arc  de  grand  cercle  PB,  mené  du  / tôle  I*  il' nu 
grand  cercle  à un  point  quelconque  B de  sa  circon  férence,  est 
perpendiculaire  sur  cette  circonférence. 

Car,  le  rayon  PO  étant  perpendiculaire  au  plan  ABC,  le  plan 
PBO  est  aussi  perpendiculaire  à ce  plan 
(35'»),  et  par  suite  l’arc  PB  est  perpendicu- 
laire à la  circonférence  ABC. 

Corollaire.  — Par  un  point  donné  1). 
mener  un  arc  de  grand  cercle  perpendicu- 
laire ù une  circonférence  de  grand  cercle 
ABC. 

Du  point  I)  comme  pôle,  avec  une  distance  égale  à la  corde 
d'un  quadrant,  je  décris  un  arc  qui  coupe  la  circonférence 
ABC,  au  point  E;  puis  du  point  E comme  pôle,  avec  la  distance 
El),  je  décris  l’arc  DB,  qui  sera  perpendiculaire  à la  circonfé- 
rence ABC. 

Remarque.  — Si  on  prolonge  l’arc  BD  jusqu'à  ce  qu’il  ren- 
contre de  nouveau  la  circonférence  ABC,  au  point  B’,  cet  arc 
passera  par  le  pôle  P du  cercle  ABC,  et  l’arc  DPB'  sera  encore 
perpendiculaire  à la  circonférence  ABC.  L’arc  I)B  sera  plus 
petit  et  l’arc  DB'  sera  plus  grand  qu'un  quadrant. 

Si  le  point  D se  confondait  avec  le  pôle  P,  on  pourrait  du 
point  1)  abaisser  sur  la  circonférence  ABC  une  infinité  d’arcs 
perpendiculaires. 

Théorème  III. 

537.  Si,  d'un  point  A de  la  surface  de  la  sphère,  on  abaisse 
sur  une  circonférence  de  grand  cercle  EBE'  un  arc  de  grand 
cercle  AB  perpendiculaire  et  moindre  qu’un  quadrant,  puis 
différents  arcs  obliques  AC,  AD,  AE, 

i”  l.’arc  perpendiculaire  est  plus  court  que  tout  arc 
oblique  ; 

2°  Deux  arcs  obliques  AC,  Al),  qui  s'écartent  également  du 
pied  de  l'arc  perpendiculaire,  sont  égaux. 

3"  De  deux  aies  obliques  AC,  AE,  qui  s’écartent  inégaie- 

Êliments.  I g 
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nient  du  pied  de  l'arc  perpendiculaire,  celui  qui  s'en  écarte  te 
plus  est  le  plus  grand. 

Du  point  A abaissons  la  droite  AF  perpendiculaire  sur  le 
plan  EBE'.  Le  pied  F de  cette  perpendiculaire  tombera  sur  le 
p rayon  BO(360I,  et  si  on  mène  les  droites 

FC,  FD,  FE,  on  aura  117) 

FB  < FC, 

FC=  FD, 

FC  < FE. 

Maintenant  : 

1”  Puisqu’on  a FB  FC,  la  corde  AB 
est  plus  petite  que  la  corde  AC  (321  ),  et  par  conséquent  l’arc 
AB  est  plus  petit  que  l’arc  AC. 

2"  Puisque  FC  = FD,  la  corde  AC  est  égale  à la  corde  AD  et 
par  suite  les  arcs  AC,  AD.  sont  égaux. 

3»  Puisqu’on  a FE>  FC,  la  corde  AEest  plus  grande  que  la 
corde  AC,  et  par  conséquent  l’arc  AE  est  plus  grand  que  l’arc  AC. 


Remarque  /.  — Si  on  prolongeait  les  arcs  BA,  CA,  DA,  EA, 
jusqu’à  la  rencontre  de  la  circonférence  EBE',  aux  points  B',  C', 
l)',  E',  les  arcs  AB',  AC',  AD',  AE',  seraient  respectivement 
les  suppléments  des  premiers  et  on  aurait 


AB  > AC', 
AC'=AD\ 
AE'  < AC'. 


Remarque  II.. — Dans  ce  qui  précède  il  est  bien  entendu 
que  le  point  A ne  doit  pas  se  confondre  avec  le  pôle  P du 
cercle  EBE'. 

Définition. — L’arc  AB  est  la  distance  du  point  A à la  cir- 
conférence EBE',  sur  la  surface  de  la  sphère. 


5 II.  _ TRIANGLES  ET  POLYGONES  SPHÉRIQUES. 


Définitions. 


538.  On  appelle 
face  de  la  sphère, 


v 


»■ 


triangle  sphérique  une  portion  de  la  sur- 
tellc  que  ABC,  comprise  entre  trois  arcs  de 
grands  cercles. 

Ces  arcs  sont  les  côtés  du  triangle  et  les 
angles  formés  par  ces  arcs  en  sont  les 
angles. 

Un  triangle  sphérique  est  isocèle,  éqni/u- 
téral,  rectangle  dans  les  mêmes  cas  qu’un 
triangle  rectiligne. 
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Remarque  I.  — On  supposera  toujours  dans  la  suite  que 
chacun  des  côtés  d'un  triangle  sphérique  est  moindre  qu’une 
demi-circonférence.  Ainsi,  par  triangle  sphérique,  il  ne  faudra 
pas  entendre  une  portion  de  la  surface  de  la  sphère,  telle  que 
ABC'B'C  comprise  entre  les  trois  arcs  AB,  AC  et  BC'B'C. 

On  voit  aussi  que  les  trois  arcs  AB,  AC,  BC,  moindres  chacun 
qu’une  demi-circonférence,  décomposent  la  surface  de  la 
sphère  en  deux  parties  dont  l’une  ABC  est  tout  entière  d’un 
même  côté  du  plan  de  chacun  des  arcs  AB,  AC,  BC,  et  dont 
l’autre  ne  jouit  pas  de  cette  propriété.  Mais,  lorsqu’on  parlera 
du  triangle  sphérique  ABC,  il  est  clair  qu’il  s'agira  de  la  pre- 
mière de  ces  deux  parties. 


539.  Remarque  //.  — Si  on  joint  les  trois  sommets  A,  B,  C, 
au  centre  de  la  sphère,  on  déterminera  un  angle  trièdre  OABC, 
dont  les  angles  plans  auront  pour  mesures  respectives  les 
côtés  du  triangle  ABC  et  dont  les  angles  dièdres  ne  seront  au- 
tres que  les  angles  de  ce  même  triangle;  d’où  il  suit  qu’à 
chaque  propriété  de  l’angle  trièdre  correspond  une  propriété 
analogue  du  triangle. 


540.  Soit  un  triangle  sphérique  ABC  ; prolongeons  les  rayons 
AO,  BO,  CO,  jusqu’à  ce  qu’ils  rencontrent  de  nouveau  la 
surface  de  la  sphère  en  A',  B',  C',  et  menons 
les  arcs  de  grands  cercles  A'C',  A'B',  C'B'. 
Les  angles  trièdres  OABC,  OA'B'C',  seront 
sf'\  ) symétriques  (382),  et  par  conséquent  les 
-•*5 triangles  ABC,  A'B'C',  auront  tous  leurs  élé- 
ments égaux  chacun  à chacun. 

De  plus,  le  triangle  A’B'C'  ne  pourra  pas,  en  général,  coïn- 
cider avec  le  triangle  ABC.  Car,  si  on  fait  glisser  le  triangle  A'  B'C' 
sur  la  surface  de  la  sphère  jusqu’à  ce  que  l’angle  B'  s’applique 
sur  son  égal  B,  le  côté  B'C'  se  placera  sur  le  côtéBA,  qui  n’est 
pas  son  égal. 

Les  deux  triangles  ABC,  A'B'C',  sont  dits  symétriques , 
quelles  que  soient  d’ailleurs  les  positions  respectives  de  ces 
triangles  sur  la  surface  de  la  sphère. 


Remarque  I.  — De  ce  que  les  angles  trièdres  OABC,  OA'B'C', 
sont  syméli  iques,  on  aurait  pu  conclure  immédiatement  qu’en 
général  les  triangles  ABC,  A'B'C',  ne  pouvaient  pas  coïncider. 
Car,  si  les  triangles  ABC,  A'B'C',  pouvaient  coïncider,  les  deux 
angles  trièdres  coïncideraient  pareillement,  ce  qui  est  impos- 
sible. 

Remarque  II.  — Lorsque  le  triangle  ABC  est  isocèle  et 
qu’on  a,  par  exemple,  AB  = BC,  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C', 
peuvent  se  superposer. 

“> 
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541.  Un  polygone  sphérique  est  une  porlion  ABCD  de  la  sur- 
face de  la  sphère,  comprise  entre  plusieurs  arcs  de  grands 
cercles.  Ainsi  le  triangle  sphérique  est  un 
polygone  sphérique  de  trois  côtés. 

Si  on  prolonge  les  rayons  AO,  BO,  CO, 
1)0,  jusqu’à  ce  qu'ils  rencontrent  de  nou- 
veau la  surface  de  la  sphère  en  A',  B',  C',  !>', 
et  qu’on  mène  les  arcs  de  grands  cercles 
A'B\  B'C',  C'D',  D'A',  les  polygones  ABC1), 
A'B'C'D',  seront  symétriques. 


Remarque.  — Nous  ne  considérerons  que  des  polygones 
sphériques  convexes,  c’est-à-dire  tels,  qu’ils  soient  situés  tout 
entiers  d’un  même  côté  du  plan  de  chacun  des  aies  qui  for- 
ment le  contour  du  polygone. 


Des  côtés  et  des  angles  d'un  triangle  sphérique. 

Théorème  1. 

542.  Un  côté  quelconque  d’un  triangle  sphérique  ABC  est 
plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres. 

Car  l’arc  de  grand  cercle  AC,  par  exemple,  est  le  [dus  court 
chemin  du  point  A au  point  C,  sur  la  sur- 
face de  la  sphère  (525);  donc  on  a 

AC<  AB-t-BC. 

Corollaire.  — Un  côté  quelconque  d’un 
triangle  sphérique  est  plus  grand  que  la  différence  des  deux • 
autres. 

Remarque.  — On  peut  démontrer  ce  théorème,  en  joignant 
les  sommets  A,  B,  C,  au  centre  O de  la  sphère.  On  forme  ainsi 
un  angle  trièdre  OABC  et  on  a 

AOC  < AOB  -+-  BOC  : 

mais  les  angles  au  centre  AOC,  AOB,  BOC,  ont  pour  mesures 
les  arcs  AC,  AB,  BC;  donc  on  a aussi 

AC  < AB  -4-  BC . 


Théorème  11. 

543.  La  somme  des  trois  côtés  d'un  triangle  sphérique  ABC 
est  moindre  qu’une  circonférence  de  grand  cercle. 

Prolongeons  les  côtés  AB,  AC,  jusqu'à  ce  qu'ils  se  rencon- 
trent de  nouveau  au  point  1).  Dans  le  triangle  BCD.  on  aura 

BC  < BD  -h CD, 
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et,  si  on  ajoute  de  part  et  d’autre  AB  4-  AC,  il  vient 

* AB  4-  AC  4-  BC  < AB  4-  AC  4-  BD  -4  CD 

/Y7^  < ABD  4-  A CD. 

,/  / j \ 

|\  '-.;0  \ Or,  les  arcs  ABD,  ACD,  sont  des  dcmi-cir- 

IM/’;  conférences  de  grands  cercles;  donc  on  a 

^ AB  + AC  4-  BC  < une  circonférence 

de  grand  cercle. 

Remarque.  — On  peut  démontrer  ce  théorème,  en  joignant 
les  sommets  A,  B,  C,  au  centre  de  la  sphère  O.  On  formera  un 
angle  trièdre  et  on  aura  ( 38i  ) 


et,  par  suite. 


AOB  4-  AOC  4-  BOC  < 4 d roits , 


AB  4- AC  4 BC<  une  circonférence  de  grand  cercle. 


Théorème  III. 

514.  Si  îles  trois,  sommets  d'un  triangle  sphérique  ABC, 
comme  pôles,  on  décrit  trois  arcs  de  grands  cercles  qui  forment 
un  second  triangle  A'B'C',  les  sommets  de 
«•  ce  second  triangle  seront  les  pôles  des  côtés 

/ » \ du  premier. 

/ / \ Car,  le  point  A étant  le  pôle  de  l’arc  B'C\ 

( / \ la  distance  AB'  est  un  quadrant;  de  même, 

j i _ \ \ le  point  C étant  le  pôle  de  l’arc  A'B',  la  dis- 

6-  c tance  CB'  est  un  quadrant.  Ainsi  le  sommet 

B'  est  distant  des  points  A et  C d’un  qua- 
drant; donc  il  est  le  pôle  de  l’arc  AC. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que  les  sommets  A' 
et  C'  sont  les  pôles  de  BC  et  de  AB. 

Remarque  /.  — Les  trois  circonférences  de  grands  cercles 
décrites  des  points  A,  B,  C,  comme  pôles  déterminent  huit 
triangles  A'B'C',  A'C'B',  A'B'C',  A'C'B', 
A'B’C',  A'C'B',  A'B'C",  A"C"B\  et  les 
/ X \ sommets  de  chacun  de  ces  triangles  sont 

c':~-  -L/i  V respectivement  les  pôles  des  côtés  du  pre- 

Ij.  ' -c/c'  mier  triangle  ABC.  Mais  le  triangle  A'B'C' 

\ B\  ; 7 ~~ y peut  se  distinguer  des  autres  en  ce  que  les 

sommets  A et  A'  sont  situés  du  même  côté 
de  l’arc  BC,  B et  B'  du  même  côté  de  AC, 
C et  C'  du  même  côté  de  AB. 

Le  triangle  A'B'C'  est  appelé  le  triangle  polaire  du  triangle 
ABC. 
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Remarque  II.  — Puisque  le  point  A'  est  le  pôle  de  l’arc  BC 
et  que  les  deux  sommets  A',  A,  sont  du  môme  côté  de  BC,  il 
s’ensuit  que  la  distance  A'A  est  moindre  qu’un  quadrant,  et  il 
en  est  de  même  des  distances  B' B,  C'C.  Donc,  en  remarquant 
que  le  point  A est  le  pôle  de  l’arc  B'C',  on  pourra  conclure  que 
les  sommets  A',  A,  sont  situés  du  même  côté  de  l’arc  B'C',  et 
on  verrait  de  môme  que  les  sommets  B',  B,  sont  du  môme 
côté  de  A'C',  et  que  C\  C,  sont  du  même  côté  de  A' B';  donc 
réciproquement  le  triangle  ABC  est  le  triangle  polaire  du 
triangle  A' B'C'. 

On  dit  aussi  que  les  triangles  ABC,  A'B'C',  sont  supplémen- 
taires l’un  de  l’autre. 

Remarque  III.  — Les  deux  angles  trièdres  ÜABC,  OA'B'C', 
sont  supplémentaires  (385).  Car,  le  point  A'  étant  le  pôle  de 
l’arc  BC  et  la  distance  AA'  étant  moindre  qu’un  quadrant,  on 
voit  que  la  droite  OA'  est  perpendiculaire  au  plan  BOC,  et 
qu’elle  fait  un  angle  aigu  avec  l’arôte  OA,  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  les  côtés  du  triangle  A'B'C'  sont  les  suppléments  des 
angles  du  triangle  ABC  et  les  côtés  du  triangle  ABC  sont  les 
suppléments  des  angles  du  triangle  A'B'C'. 

515.  Remarque  IF. — Il  est  facile  de  démontrer  directement 
que  chacun  des  angles  d’un  triangle  sphérique  a pour  mesure 
une  demi-circonférence,  moins  le  côté ■ op- 
posé de  son  triangle  polaire. 

Soient  les  deux  triangles  polaires  ABC, 
A'B'C',  et  prolongeons  les  côtés  AB,  AC, 
par  exemple,  jusqu’à  la  rencontre  de  B'C* 
aux  points  D,  E.  Les  arcs  AD,  AE,  seront 
des  quadrants,  et,  par  conséquent,  l’angle 
A aura  pour  mesure  l’arc  DE  (535). 

D’ailleurs,  on  a 

DE  = B'E-t-C'D  — B'C', 

et,  comme  B'E  est  un  quadrant,  ainsi  que  C'D,  il  vient 
DE  = - circonf.  — B'C'  ; 

i 

donc,  l’angle  A a pour  mesure  une  demi-circonférence,  moins 
le  côté  B'C',  qui  lui  est  opposé  dans  le  triangle  polaire. 

On  aurait  pareillement  : 

Mesure  de  A'  = FG , 

= BG  + CF  — BC, 

= - circonf.  — BC . 
a 
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TiUorKm!  IV. 

546.  Dans  loul  triangle  sphérique , la  somme  des  trois 
angles  est  comprise  entre  2 droits  et  6 droits;  et  le  plus  petit 
angle  augmenté  de  1 droits  est  plus  grand  que  ta  somme  des 
deux  autres. 

Car,  en  joignant  les  trois  sommets  d'un  triangle  sphérique 
au  centre  de  la  sphère,  on  déterminera  un  angle  irièdre  dont 
les  angles  dièdres  ne  seront  autres  que  les  angles  du  triangle; 
or,  on  sait  que  dans  tout  angle  trièdre  la  somme  des  trois 
angles  dièdres  est  comprise  entre  2 droits  et  6 droits,  et  que 
le  plus  petit  angle  dièdre  augmenté  de  2 droits  est  plus  grand 
que  la  somme  des  deux  autres  (386). 

Remarque.  — On  appelle  excès  sphérique  d’un  triangle 
l’excès  de  la  somme  de  scs  angles  sur  deux  droits. 

Un  triangle  sphérique  peut  être  birectangle,  trirectangle. 
c’est-à-dire  qu’il  peut  avoir  deux  ou  trois  angles  droits.  Il 
peut  aussi  avoir  deux  ou  trois  angles  obtus. 


Cas  d'égalité  de  triangles  sphériques. 


TbéorRrr  1. 

547.  Deux  triangles  sphériques,  situés  sur  la  même  sphère 
ou  sur  des  sphères  égales,  sont  égaux  ou  symétriques,  lors 
qu'ils  ont  un  côté  égal,  adjacent  à deux  angles  égaux  chacun 
d chacun. 

1"  Soient  les  triangles  ABC,  DEF,  et  supposons  le  côté  AC. 
égal  au  côté  DF,  l'angle  A égal  à l’angle  1),  l'angle  C égal  à 


.O* 


l'angle  F.  Si  on  porte  le  triangle  DEF  sur  ABC,  de  manière 
que  le  point  D tombe  au  point  A et  le  point  F au  point  C,  les 
côtés  DE,  FE,  s’appliqueront  respectivement  sur  les  côtés  AB, 
CB,  puisque  les  angles  A et  D sont  égaux,  ainsi  que  les 
angles  C et  F;  donc  les  deux  triangles  ABC,  DEF  sont  égaux. 

20  Soient  les  triangles  ABC,  D'E'F',  et  supposons  le  côté  AC 
égal  çiu  côté  D'F',  l’angle  A égal  à l’angle  D\  l'angle  C égal  n 
"angle  F'.  Dans  ce  cas,  les  angles  égaux  A et  D',  C et  F',  ne 
sont  pas  disposés  de  la  même  manière,  par  rapport  aux  côtés 


I 
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égaux  AC,  D'F',  et  il  n’est  plus  possible  de  superposer  les 
triangles  ABC,  D'E'F';  mais  si  on  porte  le  triangle  D'E'F'  sut 
le  triangle  A'B'C',  symétrique  de  ABC,  de  manière  que  le 
point  D'  tombe  au  point  A',  et  le  point  F'  au  point  C',  les 
côtés  It'E',  F'E'  s’appliqueront  respectivement  sur  les  côtés 
A' B',  C'B';  donc  les  deux  triangles  ABC,  D’E'F'  sont  symé- 
triques. 

TuEorEme  U. 

548.  Deux  triangles  sphériques  situés  sur  la  même  sphère 
ou  sur  des  sphères  égales,  sont  égaux  ou  symétriques,  lors- 
qu'ils ont  un  angle  égal , compris  entre  deux  côtés  égaux : 
chacun  à chacun. 

i°  Soient  les  triangles  A^C,  DEF’,  et  supposons  l’angle  A 
égal  à l’angle  D,  le  côté  AC  égal  au  côté  DF,  le  côté  AB  égal 


au  côté  DE.  Si  on  porte  le  triangle  DEF  sur  ABC,  de  manière 
que  le  point  D tombe  au  point  A,  et  le  point  F’  au  point  C,  le 
côté  DE  s’appliquera  sur  le  côté  AB,  puisque  l’angle  A e:  t 
égal  à l’angle  D.  et,  comme  les  côtés  AB,  DE  sont  égaux,  le 
point  E tombera  sur  le  point  B;  donc  les  triangles  ABC,  DEF" 
sont  égaux. 

a0  Si  les  côtés  égaux  AC  et  D'F',  AB  et  D'E'  sont  inverse- 
ment placés  par  rapport  aux  angles  égaux  A et  D',  le  second 
triangle  peut  coïncider  avec  le  triangle  A'B'C',  symétrique 
de  ABC;  donc  les  triangles  ABC,  D'  E'  F'  sont  symétriques. 

Tiiêorèhe  111. 

549.  Deux  triangles  sphériques  situés  sur  la  même  sphère 
ou  sur  des  sphères  égales,  sont  égaux  ou  s)  métriques,  lors- 
qu’ils ont  les  trois  côtés  égaux  chacun  à chacun. 

i°  Soient  les  triangles  ABC,  DEF,  et  sunnosons  le  côté  AC 


égal  au  côté  DF,  le  côté  AB  égal  au  côté  DE,  le  côté  BC  égal 
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au  côté  EF.  Si  on  joint  les  centres  O,  O'  des  deux  sphères  aux 
sommels  des  triangles,  on  formera  deux  angles  trièdres,  dont 
les  angles  plans  ont  pour  mesures  les  côtés  des  triangles 
sphériques  proposés,  et  par  conséquent  ces  a ngl  es  plans  sont 
égaux  chacun  à chacun. 

De  là  il  résulte  que  les  deux  angles  dièdres  OA,  O'D  sont 
égaux,  et,  par  suite,  que  les  angles  A,  D,  des  deux  triangles 
sphériques  sont  aussi  égaux.  Ainsi,  les  triangles  ABC,  DEF 
ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à 
chacun  ; donc  ces  triangles  sont  égaux. 

2°  Si  les  côtés  égaux  AB  et  D'E',  CB  et  F'E'  étaient  inver- 
sement placés  par  rapport  aux  côtés  égaux  AC  et  D'E',  les 
deux  triangles  ABC,  D'E' F'  seraient  symétriques. 

Théorème  IV. 

550.  Deux  triangles  sphériques  situés  sur  In  même  sphère 
ou  sur  des  sphères  égales,  sont  égaux  ou  symétriques,  lorsqu  ils 
sont  équiangles  entre  eux. 

Soient  ABC,  DEF  les  triangles  proposés.  Puisque  ABC  et 
DEF  ont  leurs  angles  égaux,  leurs  triangles  polaires,  que  je 
désignerai  par  A'B'O  et  D'E'F',  auront  leurs  côtés  égaux 
chacun  à chacun,  et,  par  conséquent,  leurs  angles  respective- 
ment égaux.  Ensuite,  les  triangles  A'B'C',  D'E'F'  ayant  leurs 
angles  égaux,  les  triangles  ABC,  DEF  seront  équilatéraux 
entre  eux;  donc  ces  derniers  triangles  sont  égaux  ou  symé- 
triques. 

551.  Remarque.  — Si  un  angle  trièdre  OABC  a son  sommet 
au  centre  O de  deux  sphères  concentriques  OA,  Oa,  il  inter- 
cepte sur  leurs  surfaces  deux  triangles  ABC, 
abc,  qui  sont  semblables  (c'est-à-dire  deux 
triangles  qui  ont  leurs  angles  égaux  chacun 
à chacun,  leurs  côtés  homologues  propor- 
tionnels, et  dont  les  éléments  sont  sembla- 
blement placés). 

Car  ces  triangles  sont  d’abord  équiangles; 
de  plusieurs  côtés  AB,  ab,  sont  des  arcs  semblables,  propor- 
tionnels aux  rayons  OA,  0 a,  et  il  en  est  de  même  des  côtes  AC, 
ac,  ainsi  que  des  côtés  BC,  bc ; donc  on  a 

AB  _ AC  _ BC 
ab  ac  bc 

Donc  les  triangles  sphériques  ABC,  abc  sont  semblables. 

552.  Remarque  générale.  — Dans  les  quatre  cas  d’égalité  de 
triangles  sphériques  qui  précèdent,  on  peut  reconnaître 
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qu’aux  côtés  égaux  sont  opposés  des  angles  égaux,  et  qu'aux 
angles  égaux  sont  opposés  des  côtés  égaux. 

Il  en  est  de  môme,  lorsque  les  deux  triangles  que  l’on  con- 
sidère sont  symétriques. 


Dépendance  entre  deux  côtés  d'an  triangle  sphérique 
et  les  angles  opposés. 

Théorème  1. 

553.  Dans  un  triangle  sphérique  isocèle  ABC,  les  angles  B, 
C,  opposés  aux  côtés  égaux  AC,  AB,  sont  égaux. 

Joignons  le  sommet  A au  point  D,  milieu  de  la  base  BC, 
par  un  arc  de  grand  cercle;  les  deux  triangles  ABD,  ACB,  au- 
ront leurs  trois  côtés  égaux  chacun  à chacun, 
et  seront  symétriques;  donc  B = C. 

Corollaire  I. — Puisque  les  triangles  ABD, 
ACD  sont  symétriques,  les  angles  ADB,  ADC 
sont  égaux,  ainsi  que  les  angles  DAB,  DAC. 
Donc,  l'arc  de  grand  cercle  mené  du  sommet 
d ’un  triangle  sphérique  isocèle  au  milieu  de  sa  base,  est  per- 
pendiculaire à cette  base  et  divise  l’angle  du  sommet  en  deux 
parties  égales. 

Corollaire  II.  — Tout  triangle  sphérique  équilatéral  est  en 
même  temps  équiangle. 

Tuéorêmk  11. 


554.  Si  dans  un  triangle  sphérique  ABC  deux  angles  B,  C 
sont  égaux,  les  côtés  opposés  le  sont  pareillement,  et  par  con- 
séquent le  triangle  est  isocèle. 

Soit  A'B’C’  le  triangle  polaire  de  ABC.  De  ce  que  B=C, 
on  a ( 525 ) 

A'C  = A'B', 

et  par  conséquent  B'  = C';  ensuite,  de  ce 
que  B'=C'  on  a 

AC  ==  AB. 


Corollaire.  — Tout  triangle  sphérique  équiangle  est  aussi 
équilatéral. 


Théorème  111. 


553.  Si  dans  un  angle  sphérique  ABC,  deux  angles  B,  C,  sont 
inégaux,  au  plus  grand  angle  C est  opposé  le  plus  grand 
côté  AB. 
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Faisons  l’angle  BCD  égala  l'angle  B,  le  triangle  DBC  sera 
isocèle;  donc  I)B=  DC. 


D’ailleurs  le  triangle  ADC  donne 

Al)-i-DC>  AC 
ou  AD  -+-  DB  '>  AC, 

ou  enfin  AB>-AC. 


Corollaire.  — Si  dans  un  triangle  sphérique  ABC  deux 
côtés  AB,  AC  sont  inégaux,  au  plus  grand  côté  AB  est  opposé 
le  plus  grand  angle  C. 


Des  côtés  et  des  angles  d’un  polygone  sphérique. 
Tbêoréhe  1. 

556.  La  somme  des  côtés  d'un  polygone  sphérique  convexe 
ABCDE  est  moindre  qu'une  circonférence  de  grand  cercle. 

Car,  en  menant  du  centre  O de  la  sphère 
les  rayons  OA,  OB,  OC,  OD,  OE,  on  formera 
c un  angle  polyèdre  convexe  OABCDE  dont 
les  angles  plans  auront  pour  mesures  les 
différents  côtés  du  polygone;  or,  la  somme 
de  ces  angles  plans  est  plus  petite  que 
4 droits;  donc,  la  somme  des  côtés  AB, 
BC,...  est  moindre  qu’une  circonférence. 


Théorèee  11. 

557.  La  somme  des  angles  d’un  polygone  sphérique  convexe 
de  n côtés  est  plus  grande  que  n — 2 fois  1 angles  droits,  et 
moindre  que  n — 2 fois  6 angles  droits. 

Car,  en  joignant  l’un  de  ses  sommets  à tous  les  sommets 
des  angles  opposés  par  des  arcs  de  grands  cercles,  on  dé- 
composera le  polygone  en  n — 2 triangles  sphériques;  or,  la 
somme  des  angles  de  chaque  triangle  est  comprise  entre 
1 droits  et  6 droits;  donc  la  somme  des  angles  de  tous  les 
triangles  ou  la  somme  des  angles  du  polygone  est  comprise 
entre  n — 2 fois  2 angles  droits  et  1»  — 2 fois  6 angles  droits. 

Remarque.  — On  appelle  excès  sphérique  d’un  polygone 
l’excès  de  la  somme  de  ses  angles  sur  autant  de  fois  2 droits 
qu’il  y a d’unités  dans  le  nombre  des  côtés  moins  2. 
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CHAPITRE  III. 

DE  LA  MESURE  DU  FUSEAU,  DU  TRIANGLE  ET  DU  POLYGONE 
SPHÉRIQUES.  - DE  LA  MESURE  DE  L’ONGLET  ET  DES  PYRA- 
MIDES SPHÉRIQUES. 


Définitions. 


558.  On  appelle  fuseau  la  portion  ABA'G  de  la  surface  de  la 
sphère,  comprise  entre  deux  demi-circonférences  de  grands 
cercles  ABA\  ACA',  qui  se  terminent  a un 
même  diamètre  AA';  et  on  appelle  onglet 
sphérique  la  portion  du  volume  de  la  sphère, 
qui  est  comprise  entre  deux  demi-grands 
cercles  OABA',  OACA',  et  à laquelle  le  fuseau 
ABA'C  sert  de  base. 

L’angle  BAC,  ou  plus  simplement  l’angle  A, 
est  à la  fois  Yangle  du  fuseau  et  celui  de  l’onglet  sphérique. 

La  pyramide  sphérique  est  la  portion  du  volume  de  la  sphère, 
comprise  entre  les  faces  d’un  angle  polyèdre  dont  le  sommet 
est  au  centre  de  la  sphère.  La  base  de  la  pyramide  est  le  poly- 
gone sphérique  déterminé  par  ces  mêmes  faces.  La  pyramide’ 
sphérique  est  dite  Irirectangle , lorsqu’elle  a pour  base  un 
triangle  irirectangle. 

11  est  clair  que  deux  pyramides  sphériques  sont  égales,  lors- 
que leurs  bases  peuvent  coïncider. 


Théorése  I. 

35!).  La  surface  de  la  sphère  a pour  mesure  le  nombre  8 (en 
prenant,  pour  unité  de  surface,  le  triangle  Irirectangle). 

Car,  en  menant  par  le  centre  O de  la  sphère  trois  plans  pei- 
pendiculaires  entre  eux,  deux  à deux,  la  sur- 
face de  la  sphère  sera  décomposée  en  huit 
triangles  trirectangles  égaux  entre  eux  AEC, 
ACD,  ADE,  AEB,  A'BC,. ... 

Corollaire.  — Si  on  désigne  le  rayon  de  la 
sphère  par  B,  on  sait  que  la  surface  de  la 
sphère  est  exprimée  par/jrrB*  (en  prenant, 
pour  unité  de  surface,  le  carré  qui  a pour  cùlé  l’unitc  de  lon- 
gueur donc  le  triangle  irirectangle,  rapporté  à la  même  unité. 
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aura  pour  mesure 

4 - R:  X 5 ou 

o 7. 

Ile-marque.  — Le  volume  de  la  sphère  a aussi  pour  mesure 
le  nombre  8 (cil  prenant,  pour  unité  de  volume,  la  pyramide 
trirectangle  ). 

El,  comme  le  volume  de  la  sphère  est  exprimé  par  ^ rrll’, 

lorsqu’on  prend,  pour  unité  de  volume,  le  cube  dont  le  cèle 
est  l'unité  de  longueur,  il  s’ensuit  que  la  pyramide  irirec- 
langle,  rapportée  à la  même  unité,  a pour  mesure 

;rll  X 5 ou 

«J  O O 

ThEorEme  II.  » 

500.  Un  fuseau  Ali  V C est  à ht  surface,  de  ta  sphère  comme 
l'angle  A de  ce  fuseau  esl  à 4 droits,  ou  comme  l'arc  UC  qui 
mesure  cet  angle  est  à la  circonférence  BCDE. 

i"  Supposons  que  l'arc  BC  et  la  circonférence  BCDE  aient 
une  commune  mesure,  et  que  celte  com- 
mune mesure  soit  contenue  n fois  dans  la 
circonférence  et  m fois  dans  l’arc  BC  ; on 
aura 

_BC  _ m 
BCDE  ~ n ' 

.Maintenant,  si  on  décrit  des  demi-circonférences,  allant  du 
point  A au  point  A’  cl  passant  par  les  points  de  division  de  la 
circonférence  BCDE,  la  surface  de  la  sphère  sera  divisée  en  « 
fuseaux  qui  seront  égaux  entre  eux,  comme  ayant  le  même 
angle,  et  l’un  de  ces  fuseaux  sera  contenu  m fois  dans  le  fu- 
seau ABA'C;  donc  on  a 

fuseau  A m • 

surf.  sph.  n 

fus.  A BC  A 
et,  par  suite,  = BcÜË  = p ‘ 

2°  Si  l’arc  BC  et  la  circonférence  BCDE  étaient  incom- 
mensurables, on  démontrerait,  au  moyen  du  raisonnement 
connu  (175),  qu’on  a encore  la  même  proportion. 

Corollaire.  — Si  on  prend,  pour  unité  de  surface,  le  triangle 


k 


à' 
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trirectangle,  le  fuseau  ABA'C  a pour  mesure  le  double  de  son 
angle,  évalué  au  moyen  de  l'angle  droit.  Car  on  a 

fus.  A A 2 A 

surf.  sph.  — 4 S ’ 

or,  la  surface  de  la  sphère  a pour  mesure  le  nombre  8 ; donc 
le  fuseau,  dont  l'angle  est  A,  a pour  mesure  i A. 

De  là  il  résulte  qu’en  désignant  le  rayon  de  la  sphère  par  R, 
te  fuseau  ABA'C,  rapporté  au  carré  dont  le  côté  est  l’unité  de 
longueur,  a pour  mesure 

-^R’XsA  ou  ttR’A. 

2 

Remarque.  — On  verrait  comme  ci-dessus:  i°  que  l’onglet 
sphérique  OABA'  C est  au  volume  de  la  sphère  comme  son  angle 
A sest  A 4 droits  ; a°  que  cet  onglet  a pour  mesure  2 A ou  le 
double  de  son  angle  (en  prenant,  pour  unité  de  volume,  la 
pyramide  trirectangle  ). 

Donc  l’onglet  sphérique,  rapporté  au  cube  dont  le  côté  est 
l’unité  de  longueur,  a pour  mesure 

4 7tRJx  2A  ou  5 jtR’A. 
o 3 


Théorème  III. 


561 . Les  surfaces  de  deux  triangles  sphériques  symétriques 
ABC,  A'B'C',  sont  équivalentes. 

Soit  Pie  pôle  du  petit  cercle  qui  passerait  par  les  trois  som- 
mets A,  B,C  (*);  les  trois  arcs  de  grands  cercles  PA,  PB,  PC, 
seront  égaux  et,  par  conséquent,  les  trois 
triangles  PAB,  PBC,  PCA,  seront  isocèles. 

Maintenant,  menons  le  diamètre  PP', 
ainsi  que  les  arcs  P' A',  P' B',  P'C\  Les  trian- 
gles P'A'B',  P'B'C',  P' C'A',  seront  respec- 
tivement les  symétriques  des  triangles  PAB, 
PBC,  PCA,  et  par  suite  ils  seront  aussi  iso- 
cèles: donc  le  triangle  P'A'B'  peut  coïncider  avec  PAB,  le 


(*  ) Le  cercle , qui  passe  par  les  trois  sonunets  A,  B,  C d’un  triangle  sp/te - 
tique  ABC,  ou  qui  est  circonscrit  à ce  triangle , ne  peut  être  qu’un  petit  cercle 
de  la  sphère . Car,  si  c’était  un  grand  cercle,  les  trois  côtés  AB,  BC,  AC  se- 
raient situes  dans  un  même  plan,  et  par  conséquent  ces  trois  arcs  appartien- 
draient à une  même  circonférence  de  grand  cercle,  ce  qui  est  contre  l’hypo- 
thèse 


Digitized  by  Google 


MESURE  DU  EUSEAU,  DU  TRIAXGLE  SIMIÉBIQUE,  ETC.  3o3 

triangle  P'B'C'avec  PBC,  le  triangle  P'C'A'  avec  PCA.  Or,  un  a 
(i)  ABC  = PAB  4-  PBC  4-  PCA , 

(i)  A'B'C'  = P'A'B'-f-P'  B'  C'  4-  P'  C'  A'; 


donc  les  triangles  ABC,  A'B'C',  sont  équivalents. 

Remarque  I.  — Si  le  pôle  P était  hors  du  triangle  ABC,  la 
démonstration  ne  changerait  pas;  seule- 
ment, au  lieu  des  égalités  (i)  et  (2),  on  au- 
rait 

ABC  = PBC  4-  PCA  — PAB , 

A'B'C'  = P'  B'  C'  4-  P'C'  A' — F A'  B'. 

Remarque  //.  — On  verrait  de  même  que 
les  deux  pyramides  sphériques  symétri- 
ques, qui  ont  pour  bases  les  triangles  ABC,  A'B'C',  sont  équi- 
valentes. 

Tiièobèhe  IV. 


562.  Si  deux 


circonférences  de  grands  cercles  ABA'B’, 
ACA'C',  se  coupent  sur  un  hémisphère. 
ABCB'C',  la  somme  de  deux  triangles  op- 
posés ABC,  AB'C',  est  équivalente  au  fu- 
seau dont  l’angle  est  BAC. 

Car,  les  triangles  symétriques  AB'C', 
A'BC,  étant  équivalents,  on  a 


ABC  4-  AB'C'  = ABC  4-  A'BC  = fuseau  ABA'C. 


Remarque.  — On  voit  aussi  que  la  somme  des  pyramides 
sphériques  OABC,  OAB’C',  est  équivalente  à l'onglet  O ABA'C. 


Tuëobëme  V. 


563.  Un  triangle  sphérique  ABC  a pour  mesure  l’excès  de 
la  somme  de  ses  angles  sur  deux  droits,  c'est-à-dire  son  excès 
sruÊRiQUE  A + B4-C — 2 (en  prenant,  pour  unité  de  surface, 
le  triangle  trireelangle  et,  pour  unité  d’angle,  l’angle  droit). 

Prolongeons  les  côtés  AB,  CB,  jusqu’il  la  rencontre  de  la 
circonférence  ACA'C';  on  aura 


. " >NC 

XjX \ 

■'°\V 

X 

Ajoutant  ces  égalités  membre  à membre, 
et  remarquant  que  la  somme  des  quatre  triangles  ABC,  BCA', 


ABC  4- BC  A'  = fus.  A, 
ABC  4-  BC'A'  = fus.  B, 
ABC  4-  AB  C'  = fus.  C. 
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BC1  A',  ABC',  est  la  moitié  de  la  surface  de  la  sphère,  on  a 


2 ABC  - surf.  sph.  = fus.  A H-  fus.  B -h  fus.  C. 

2 

et.  par  suite, 

2 ABC,  = fus.  A fus.  B -+-  fus.  C — - surf,  sph.; 

2 

donc  mes.  de  2 ABC  = a A -t-  2 B -+-  2C  — 4> 

d’où  mes.  ABC  = A -t—  B -t—  C — 2. 

Corollaire.  — Si  on  désigne  le  rayon  de  la  sphère  par  K,  le 
triangle  sphérique  ABC,  rapporté  au  carré  dont  le  côté  est 
l’unité  de  longueur,  a pour  mesure 


-7rR’(A-t-B-i-C  — 2). 

2 

Remarque.  — En  prenant,  pour  unité  de  volume,  la  pyra- 
mide trireclangle,  on  a aussi 

mesure  de  la  pyramide  sphérique  OABC  --A  + ll  + C — 2. 

Donc  cette  pyramide  sphérique,  rapportée  au  euhe  dont  le 
côté  est  l’unité  de  longueur,  a pour  mesure 

g ;:R*(A  + B+C  — a). 

Théorème  VI. 

564.  i n polygone  sphérique  convexe  a pour  mesure  / excès 
de  la  somme  de  ses  angles  sur  autant  de  fois  deux  droits  qu'il 
y a d'unités  dans  le  nombre  de  ses  côtés  moins  deux,  c'est-à- 
dire  son  excès  sphérique  (en  prenant,  pour  unité  de  surface,  le 
triangle  trireclangle,  et  pour  unité  d’angle,  l’angle  droit). 

Car,  en  menant  d’un  même  commet  des  diagonales,  c’est-à- 
rlire  des  arcs  de  grands  cercles,  à tous  les  sommets  des  angles 
opposés,  on  décompose  le  polygone  en  autant  de  triangles 
qu’il  y a de  côtés,  moins  deux  ; or,  chaque  triangle  a pour  me- 
sure l’excès  de  la  somme  de  scs  angles  sur  deux  droits,  et 
d’ailleurs  la  somme  des  angles  de  tous  les  triangles  est  évidem- 
ment la  même  que  celle  des  angles  du  polygone;  donc  le  po- 
lygone aura  pour  mesure  la  somme  de  ses  angles,  diminuée 
d’autant  de  fois  deux  angles  droits  qu’il  y a de  triangles  ou 
qu’il  y a d’unités  dans  le  nombre  des  côtés,  moins  deux. 

Ainsi,  en  désignant  parS  la  somme  des  angles  d’un  polygone 
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sphérique  et  par  n le  nombre  de  ses  côtés,  on  a 

mes.  polyg.  sph.  — S — a ( n — a }. 

Corollaire.  — Si  l’on  désigne  le  rayon  de  la  sphère  par  K,  ce 
polygone  sphérique,  rapporté  au  carré,  dont  le  côté  est  l’unité 
de  longueur,  a pour  mesure 

~ n R’  [S  — i(n  — a)]. 

Remarque.  — La  pyramide  sphérique,  qui  a pour  base  ce 
même  polygone,  a aussi  pour  mesure  S — a [n  — a),  lors- 
qu’on prend,  pour  unité  de  volume,  la  pyramide  trirectangle. 

Donc  cette  pyramide  sphérique,  rapportée  au  cube,  dont  le 
côté  est  l’unité  de  longueur,  a pour  mesure 

g t:R5[S—  2(n  — 2)]  [Note  82]. 


FIS  DES  ÉLÉMENTS  DE  GÊ0ÏÊTR1E. 


Éléments. 


an 
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NOTES 

SUR  LES  ÉLÉMENTS  DE  GÉOMÉTRIE. 


NOTE  SUR  L’INTRODUCTION. 


NOTE  1. 


Des  définitions  du  /xtint,  de  lit  ligne,  de  Ut  surf  arc  et  de  retendue 


Nous  avons  dit  (T)  que  \' étendue  ou  le  volume  d'un  corps  est  la  por- 
tion de  1’ espace  qu’occupe  ce  corps,  en  supposant  acquise  la  notion  de 
Y espace,  et,  après  cette  définition,  sont  venues  celles  de  la  surface , de  la 
ligne  et  du  point;  mais  on  peut  procéder  autrement. 

Par  exemple,  quelques  auteurs  regardent  comme  primitive  la  notion 
ÿ étendue,  et  ils  admettent  tout  d’abord  que  l’étendue  a trois  dimen- 
sions : longueur,  largeur  et  hauteur  ou  éftaisseur.  Alors  une  surface  est 
ce  qui  a longueur  et  largeur,  sans  hauteur  ou  épaisseur;  une  ligne  est 
une  longueur  sans  largeur  ni  épaisseur;  un  point  est  ce  qui  n'a  ni  lon- 
gueur, ni  largeur,  ni  épaisseur. 

D’autres  parlent  de  l’idée  du  point  qu’ils  définissent  par  une  négation  : 
Le  point  est  ce  qui  n'a  aucune  partie.  De  celte  manière,  ils  peuvent  con- 
sidérer une  ligne  comme  le  lieu  des  positions  successives  d’un  point  mo- 
bile, une  surface  comme  le  lieu  des  positions  successives  d'une  ligne  qui 
se  meut  suivant  une  certaine  loi.  et  un  volume,  comme  étant  engendre 
par  le  mouvement  d’une  surface. 

Des  trois  sortes  d’étendues. 

Nous  avons  donné  exclusivement  le  nom  d 'étendue  à une  portion  de 
l'espace  limitée  de  toutes  parts  (1  );  mais  on  dit  aussi  : l’étendue  d’une 
ligne,  l’étendue  d’une  surface.  De  là  trois  sortes  d’étendues  : l 'étendue 
linéaire,  X étendue  superficielle  et  l’ étendue  proprement  dite  ou  le  volume. 

Une  portion  de  Vespace  indéfini  est  appelée  quelquefois  espace.  Par 
exemple,  on  dit  qu’un  corps  occupe  un  certain  espace,  qu’il  occupe  un 
espace  fini. 

Par  espace  on  désigne  encore  la  ligne  ou  le  chemin  que  parcourt  un 
point  en  mouvement. 

20. 
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NOTE  SUR  L'INTRODUCTION.  NOTE  I. 

De  la  ligne  droite. 

On  a donné  plusieurs  définitions  de  la  ligne  droite,  et  le  plus  souvent  on 
adopte  celle-ci  : La  ligne  droite  est  le  plus  court  chemin  d’un  point  à un 
autre. 

Il  nous  a semblé  préférable  (8),  à l'exemple  de  plusieurs  auteurs,  de 
regarder  la  notion  de  la  ligne  droite  comme  étant  acquise  par  l’usage,  et 
d'admettre  immédiatement  les  propriétés  de  celte  ligne  comme  des  don- 
nées de  l’ex/jérirnee  ou  comme  des  axiomes. 

De  In  ligne  brisée  et  de  la  ligne  courbe.  • 

Au  lieu  de  définir  la  ligne  brisée  et  la  ligne  courbe  comme  nous  l’avons 
fait  aux  nM  9 et  11,  on  dit  quelquefois  : 

ljue  la  ligne  brisée  est  décrite  par  un  point  qui,  dans  son  mouvement , 
change  de  temps  en  temps  de  direction; 

Que  la  ligne  courbe  est  décrite  par  un  point  qui,  dans  son  mouvement, 
change  à chaque  instant  de  direction. 

Par  ces  définitions  on  cherche  à faire  comprendre  qu’on  peut  passer, 
par  une  gradation  presque  insensible,  de  la  notion  de  la  ligne  brisée  à 
celle  de  la  ligne  courbe;  qu’il  suffit  pour  cela  de  supposer  que  le  nombre 
des  côtés  de  la  ligne  brisée  croisse  indéfiniment,  et  qu’en  même  temps 
tous  ces  côtés  décroissent  au  delà  de  toute  limite. 

On  est  ainsi  conduit  à regarder  une  ligne  courbe  comme  une  ligne 
I risée  composée  d'un  nombre  infini  de  côtés  infiniment  petits,  et  celte 
manière  de  concevoir  les  courbes  est  importante  en  ce  quelle  |>ermet 
d étendre  à ces  lignes  les  propriétés  des  lignes  brisées,  lorsque  ces  pro- 
priétés sont  indépendante?  de  la  grandeur  et  du  nombre  des  côtés  des 
ligues  brisées. 

Des  figures  géometriijucs. 

Les  figures  géométrii/ues  sont  de  pures  conceptions  de  I csprit,  et  ce- 
|K>ndanl  la  Géométrie  n’est  pas  seulement  une  science  spéculative,  très- 
propre  à développer  les  facultés  intellectuelles,  telles  que  l 'attention,  la 
refit  xion,  etc.  ; mais  elle  est  encore  utile  par  scs  nombreuses  applications 
aux  ai  ls.  Cela  tient  à ce  que  Ic6  volumes  de  certains  corps,  leurs  surfaces, 
les  limites  communes  à deux  portions  do  ces  surfaces  peuvent  être  regar- 
dés comme  étant  sensiblement  des  volumes,  des  surfaces  et  des  lignes 
géométriques. 

Ainsi,  nous  avons  déjà  dit  (13)  qu’on  peut  considérer  comme  une 
portion  de  plan  la  surface  d'une  feuille  de  papier  bien  tendue  appliquée 
sur  une  table,  sur  une  planchette;  et  si  l'on  fait  glisser  sur  cette  surface 
la  pointe  d'un  crayon,  par  exemple,  celle  pointe  laissera  une  trace  qu'on 
peut  considérer  aussi  comme  une  ligne. 

De  ta  règle  et  du  compas. 

Chacun  sait,  au  moyen  d’une  règle,  tracer  sur  un  plan  une  droit» 
quelconque,  une  droite  passant  par  deux  points  donnés;  mais  avant  de  se 
servir  d'une  règle  il  est  à propos  de  la  vérifier. 

Pour  cela  on  trace  une  ligne  AB 
avec  le  bord  AB  de  la  règle  ABCD, 
et  ensuite  on  retourne  cette  règle 
sens  dessus  dessous,  comme  si  AB 
était  une  charnière,  de  manière  à 
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lui  faire  prendre  la  position  ABC'D'.  Alors  si  l'aréte  AB  coïncide  encore 
avec  la  ligne  tracée,  la  règle  est  droite;  car,  si  la  ligne  tracée  était 
courbe  dans  l'une  de  ses  parties  abc,  la  courbe  ab'e  placée  en  sens  con- 
traire de  la  première  ne  saurait  coïncider  avec  abc. 


Un  coni/Mt.i  est  un  instrument  composé  de  deux 
branches  terminées  en  pointe  à l’une  de  leurs  extré- 
mités, et  réunies  h l'autre  extrémité  par  une  articula- 
tion ou  charnière. 

Pour  décrire  sur  une  feuille  de  papier  une  circon- 
férence dont  le  centre  et  le  rayon  sont  donnés,  on 
ouvre  le  compas  de  telle  sorte  que  la  distance  de  ses 
pointes  soit  égale  au  rayon  donné;  on  fixe  la  pointe 
sèche  du  compas  sur  le  centre  donné  et  l'on  fait  glisser 
sur  le  papier  l'autre  f ointe,  qui  est  armée  d'un  crayon , 
d'une  plume  ou  d'un  tire-ligne.  Cette  dernière  pointe, 
en  tournant  autour  du  centre,  décrit  la  circonférence 
demandée. 
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NOTE  1 


NOTES  SUR  LE  LIVRE  I. 


NOTE  2. 


SUR  LA  LIGNE  BRISÉE  DE  DELA  CÔTÉS. 


Il 

A 


Lo  théorème  démontré  au  n°29  peut  s’établir  de  la  manière  suivante  : 
Soit  la  ligne  brisée  ABC,  et  supposons  qu'elle 
soit  enveloppée  par  la  ligne  brisée  ADC,  qui  se 
termine  aux  mêmes  extrémités  A et  C;  je  dis 
qu'on  aura  ABC  < ADC. 

Pour  lo  démontrer,  je  prolonge  AB  jusqu’à  la 
rencontre  de  la  ligne  enveloppante  au  point  E ; 
a u alors  les  deux  lignes  brisées  ABC,  AEC  ont  une 

partie  commune  AB,  et,  si  l'on  considère  leurs 
parties  non  communes  BC,  BEC,  on  voit  que  la  droite  BC  est  plus  courte 
rjue  la  ligne  brisée  BEC;  donc  on  a l'inégalité 

ABC  r AEC. 


/X\ 

A \\ 


Maintenant,  les  lignes  brisées  AEC,  ADC  ont  une  partie  commune  EC, 
et  d’ailleurs  la  droite  AE  est  plus  courte  que  la  ligne  brisée  ADE;  donc 
on  a 


AEC  < ADC. 


Ainsi,  la  première  ligne  brisée  ABC  est  moindre  que  la  seconde  AEC, 
et  celle-ci  est  elle-même  plus  petite  que  ADC;  donc  on  a,  à plus  forte 
raison, 

ABC  < ADC. 


Remarque.  — En  général,  on  fera  voir  qu'une  quantité  a est  plus  pe- 
tite qu'une  autre  quantité  b , si  l’on  parvient  à démontrer  des  inégalités 
telles  que  celles-ci  : 

« < r < d,  >t<b , 
ou  „ < e < <1  < b. 


Par  exemple,  supposons  qu’il  s’agisse  de  démontrer  que  la  ligne  brisée 
convexe  ABCD  est  moindre  que  la  ligne 
brisée  AEFD;  on  verra  facilement  qu’on  a 

ABCD  < ABHD  < AGFD  < AEFD, 

et  de  là  on  conclura  l’inégalité 

ABCD  < AEFD. 
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NOTE  3. 

SUR  LES  POSITIONS  RELATIVES  DE  DEUX  CIRCONFÉRENCES. 

On  peut  établir  directement  le  théorème  vu  au  n”  41. 

, — v Soit  OA  le  rayon  d’un  premier  cercle,  sup- 

\ posé  plus  grand  quo  celui  d’un  second  cercle 
-•  g- 4 — - ou  au  moins  égal.  Prolongeons  OA,  et  pre- 

0 / nons  sur  cette  droite,  de  part  et  d’autre  du 

' — " point  A,  deux  distances  AB,  AC,  égale  ; 

chacune  au  rayon  du  second  cercle  ; la 
droite  OB  sera  la  somme  des  rayons  des  deux  cercles  et  la  droite  OC  sera 
leur  différence  : il  s’agit  de  faire  voir  qu’en  prenant  pour  centre  du  se- 
cond cercle  un  point  situé  sur  BC,  entre  B et  C,  et  qu'en  décrivant  de  ce 
point  une  circonférence  avec  lo  rayon  AB,  cette  circonférence  coupera  la 
première. 

Or,  si  l’on  prend  pour  centre  du  second  cercle  le  point  A,  milieu  de  BC, 
ce  cercle  passera  par  les  points  B et  C,  qqi  sont  situés  l’un  à l'extérieur, 
et  l’autre  dans  l’intérieur  du  cercle  O;  donc  les  deux  cercles  so  cou- 
peront. 

En  second  lieu,  si  l’on  prend  pour  centre  un  point  O’,  situé  entre  les 
points  A et  B,  il  est  clair  que  le  cercle  décrit  avec  le  rayon  AB  cou- 
pera R en  un  point  et  AC  en  un  autre  point;  donc  la  seconde  circonfé- 
rence coupera  la  première. 

Enfin,  si  l’on  prenait  pour  centre  un  point  situé  entre  les  points  A 
et  C,  il  est  facile  de  reconnaître  que  la  seconde  circonférence  couperait 
encore  la  première. 

Donc  le  théorème  est  démontré. 

Renmrtjue  l.  — On  peut  aussi  démontrer  directement  la  réciproque 
de  ce  théorème. 

Soient  les  circonférences  O,  O'  qui  se  cou- 
pent, et  menons  la  droite  00'  qui  rencontre 
la  première  circonférence  au  point  A et  la  se- 
conde aux  deux  points  B,  B';  jo  dis  qu’on 
aura 

00' < OA  4-0' B, 

00'>  OA  — O'B. 


i°  La  droite  OB  étant  la  plus  petite  droite  qu’on  puisse  mener  du 
point  0 à la  circonférence  0',  le  point  B sera  nécessairement  situé  dans 
l’intérieur  de  la  circonférence  0,  et  on  aura 

OB  < OA , 

et,  par  suite, 

0B4-  O'B  < OA 4-  O’B, 
ou 

00’ < OA  4- O'B. 
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a"  La  droite  OB'  étant  la  plus  grande  droite  qu'on  puisse  mener  du 
point  O à la  circonférence  O',  le  point  B'  sera  extérieur  à la  circonfé- 
rence O,  et  l'on  aura 

OB'  > OA, 

et,  par  suite, 

OB'  — O'B'  > OA  — O'B, 
ou 

00' > OA -O'B. 

Si  le  centre  0'  est  situé  dans  l’intérieur  de  la 
circonférence  0,  on  a immédiatement 

00'  < OA . 

et,  à fortiori, 

00'  < OA  + O'B. 

D’ailleurs  on  a,  comme  ci-dessus. 


puis 

ou 


OB' > OA, 

OB'  — 0'B'>  OA  — O'B. 
00' > OA -O'B. 


Remarque  II.  — Le  paragraphe  où  il  est  question  des  positions  rela- 
tives de  deux  circonférences  comprend  dix  propositions,  savoir  : cinq 
propositions  directes  et  leurs  cinq  réciproques. 

Dans  le  texte,  on  a d’abord  démontré  quatre  propositions  directes, 
ainsi  que  leurs  réciproques;  puis  on  en  a conclu  la  cinquième  proposi- 
tion directe  et  sa  réciproque.  Mais  on  aurait  pu  démontrer  d’abord  les 
cinq  propositions  directes  et  en  conclure  ensuite  les  cinq  réciproques,  en 
se  fondant  sur  ce  principe  : 

Si,  dans  une  série  de  propositions,  on  fait  sur  un  sujet  déterminé 
toutes  les  hypothèses  possibles  et  que  ces  hypothèses  conduisent  à îles 
conclusions  distinctes,  dont  chacune  exclut  toutes  les  autres,  on  peut 
affirmer  que  les  réciproques  de  toutes  ces  propositions  sont  vraies. 

Remarque  III.  — On  pourrait  encore  commencer  par  démontrer  les 
cinq  propositions  réciproques  et  en  déduire  les  cinq  propositions  di- 
rectes. Mais,  en  suivant  celte  marche,  on  ne  saurait  pas  réaliser  l'hypo- 
thèse avec  la  règle  et  le  compas  lorsqu'on  supposerait  les  deux  circon- 
férences tangentes  extérieurement  ou  intérieurement. 


NOTE  4. 

SUR  LA  RÉSOLUTION  ET  SUR  LA  DISCUSSION  DES  PROBLÈMES.  — 
SUR  LES  PROBLÈMES  DÉTERMINÉS  OU  INDÉTERMINÉS. 

Sur  la  résolution  des  problèmes. 

Il  y a deux  méthodes  pour  résoudre  un  problème  : la  méthode  synthé- 
tique et  la  méthode  analytique,  ou  bien  l 'analyse  et  la  synthèse. 

Pour  mieux  faire  comprendre  la  différence  de  ces  deux  méthodes,  nous 
allons  les  appliquer  successivement  à la  résolution  de  ce  problème  : 
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Décrire,  avec  un  rayon  tlonnë  R,  une  circonférence  qui  pane  par 
deux  points  donnés  A , B. 

Méthode  synthétique.  — Des  points  A,  D comme 
centres,  avec,  le  rayon  R.  je  décris  deux  circonfé- 
rences ou  deux  arcs  de  cercle  qui  se  coupent  au 
point  Û,  par  exemple;  et  du  point  0 comme 
centre,  avec  le  même  rayon  R.  je  décris  une 
troisième  circonférence  qui  sera  la  circonférence 
demandée. 

Car  cette  circonférence  a pour  rayon  la  droite 
donnée  R ; et,  de  plus,  elle  passe  par  les  points  A,  B,  puisque  les  dis- 
tances OA,  OB  sont  chacune  égales  à R. 

Méthode  analytique.  — Supposons  le  problème  résolu , et  soit  ABM  la 
circonférence  demandée,  qui  a pour  centre  le  point  0.  Alors  on  voit  que 
les  distances  du  centre  0 aux  points  A et  B sont  égales  chacune  à la  lon- 
gueur donnée  R ; donc,  si  des  points  A,  B comme  centres,  avec  le  rayon  R, 
on  décrit  deux  circonférences,  elles  devront  passer  toutes  deux  par  le 
centre  0 de  la  circonférence  cherchée.  Connaissant  le  point  0,  il  suffira 
de  décrire  de  ce  point  comme  centre,  avec  le  rayon  OA,  une  circonfé- 
rence qui  sera  la  circonférence  demandée. 

On  retombe  ainsi  sur  les  constructions  par  lesquelles  on  a commencé, 
en  suivant  la  méthode  synthétique. 

Remarque  J.  — De  ce  qui  précède  on  peut  conclure  que  la  méthode 
synthétique,  pour  résoudre  un  problème,  consisté  à effectuer  d’abord 
toutes  les  constructions  nécessaires  pour  obtenir  la  solution  de  ce  pro- 
blème, et  à démontrer  ensuite  que  cette  solution  satisfait  aux  différentes 
conditions  de  l'énoncé.  Ainsi,  cette  méthode  suppose  qu'on  connaisse 
d'avance  les  constructions  a effectuer  ou  qu’on  cherche  à les  découvrir, 
soit  par  un  examen  attentif  de  la  question,  soit  par  des  escais  nombreux 
et  dirigés  à peu  prés  au  hasard  ; donc  elle  ne  peut  guère  convenir  que 
pour  exposer  des  problèmes  contenus  dans  le  texte  (problèmes  qu’il 
faut  regarder,  en  général,  comme  des  opérations  fondamentales  ),  et  l’on 
doit  la  rejeter  lorsqu’il  s’agit  de  résoudre  des  problèmes  proprement  dits, 
c’est-à-dire  les  problèmes  proposés  comme  exercices,  dont  il  faut  trouver 
la  construction. 

La  méthode  analytique , au  contraire,  consiste  à supposer  d'abord  le 
problème  résolu,  et  à construire  approximativement  la  figure  qui  doit 
satisfaire  aux  conditions  de  l’énoncé,  ce  qui  est  toujours  possible;  ensuite 
on  examine  avec  soin  quelles  sont  les  parties  de  la  figure  totale  ainsi 
obtenue  qui  peuvent  être  construites  immédiatement,  quelles  sont  les 
propriétés  dont  jouit  cette  mime  figure  d’après  les  données  et  les 
différentes  conditions  du  problème,  et  l’on  cherche  à découvrir  les  con- 
structions qu’il  faut  effectuer  pour  passer  de  la  figure  partielle  connue  à 
la  figure  partielle  inconnue,  en  employant  du  reste  des  constructions 
auxiliaires,  s'il  y a lieu. 

Par  exemple,  dans  le  problème  ci-dessus,  après  avoir  décrit  la  circon- 
férence ABM,  qu'on  regarde  comme  la  circonférence  cherchée,  et  avoir 
fixé  son  centre  0,  on  voit  que  les  distances  de  ce  centre  aux  points  A,  B 
sont  chacune  égaies  à R ; et  de  là  il  résullo  que  la  question  revient  à 
déterminer  un  point  0,  dont  les  distances  aux  points  connus  A,  B sont 
l’une  et  l’autre  égales  à R,  ce  qui  ne  présente  aucune  difficulté. 
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Remarque  II.  — Lorsque  la  méthode  analytique,  qu'on  appelle  aussi 
méthmle  d’invention,  a Tait  découvrir  les  constructions  nécessaires  pour 
résoudre  un  problème,  on  peut  résoudre  ce  problème  synthétiquement, 
ce  qui  revient  au  fond  à démontrer  un  théorème. 

Remarque  III,  — Il  est  impossible  de  donner  des  règles  précises  pour 
déterminer  les  constructions  que  nécessite  la  résolution  d’un  problème 
quelconque  de  Géométrie,  et  nous  croyons  devoir  nous  borner  ici  aux 
quelques  conseils  qui  précèdent.  Cependant,  il  est  bon  d’ajouter  qu’au  fur 
et  à mesure  qu’on  résout  un  plus  grand  nombre  de  problèmes,  on  ac- 
quiert une  aptitude  de  plus  en  plus  grande  pour  en  résoudre  d'autres, 
soit  parce  qu’on  ramène  les  nouveaux  problèmes  à des  problèmes  déjà 
vus,  soit  parce  qu’on  arrive  à divers  principes  de  résolution,  qui,  sans 
être  généraux,  donnent  le  moyen  de  résoudre  la  plupart  des  problèmes 
qu’on  peut  proposer. 


Sur  ta  discussion  des  problèmes. 

Après  avoir  résolu  un  problème,  il  faut  le  discuter,  c'est-à-dire  exa- 
miner : i°  combien  le  problème  admet  de  solutions,  en  général  ; a"  si  le 
nombre  des  solutions  ne  diminue  pas  en  vertu  de  certaines  hypothèses 
faites  sur  les  données;  3*  si,  par  suite  d’autres  hypothèses,  le  problème 
ne  devient  pas  impossible;  etc.  En  un  mot,  discuter  un  problème,  c’est 
examiner  tes  circonstances  particulières  qu’entraînent  différentes  hypo- 
thèses faites  sur  les  données ; ou  réciproquement,  c’est  déterminer  le: 
conditions  que  doivent  remplir  les  données  pair  que  te  problème  pré- 
sente telle  ou  telle  circonstance  particulière. 

Comme  exemple  de  discussion,  considérons  encore  le  problème  résolu 
au  commencement  de  celte  Note. 

Nous  avons  supposé  que  les  circouférences  décrites  des  points  A,  B 
comme  centres,  avec  le  rayon  R,  se  coupaient 
en  un  point  O;  et  la  circonférence  ABM  était  une 
solution  du  problème. 

Or,  i°  supposons  que  la  droite  AB  soit  moin- 
dre que  la  somme  a R des  rayons;  alors,  comme 
celte  droite  AB  est  plus  grande  que  la  différence 
de  ces  mêmes  rayons,  il  s'ensuit  que  les  circon- 
férences décrites  des  points  A,  B comme  cen- 
tres, avec  le  rayon  R,  se  coupent  en  deux 
points  O,  O'  ; ainsi,  dans  ce  cas,  les  deux  circon- 
férences ABM,  ABM’  satisfont  à la  question,  et 
par  conséquent  le  problème  admet  deux  solu- 
tions. 

20  Supposons  que  la  droite  AB  = uR.  Les  deux  circonférences  décrites 

des  points  A,  B comme  centres,  avec  le 
rayon  R,  seront  tangentes  extérieure- 
ment au  point  O (37),  milieu  de  AB; 
dans  ce  cas,  le  problème  n'admet  qu’une 
solution,  et  la  circonférence  demandée 
a pour  diamètre  la  droite  AB. 

3*  Supposons  qu’on  ait  AB  > a R.  Les 
deux  circonférences  décrites  des  points 
A,  B comme  centres,  avec  le  rayon  R, 
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seront  extérieures  l’une  à l’autre  (38);  donc  le  problème  sera  impossible. 

Sur  les  problèmes  déterminés  ou  indéterminés. 

On  dit  qu'un  problème  est  déterminé  ou  indéterminé  selon  qu’il 
admet  un  nombre  limité  ou  un  nombre  illimité  de  solutions. 

Ainsi,  le  problème  qu’on  vient  de  résoudre  et  do  discuter  est  un  pro- 
blème déterminé. 

Mais,  si  l’on  se  propose  de  décrire  une  circonférence  qui  fuisse  par 
Jeux  points  donnes  A , B,  ce  problème  est  indéterminé. 

Car  on  peut  décrire  autant  de  circonférences  qu’on  voudra  passant  par 
les  deux  points  A,  B,  pourvu  que  le  rayon  de  chacune  de  ces  circonfé- 
rences soit  plus  grand  que  la  moitié  de  la  droite  AB  ou  au  moins  égal  à 
cette  moitié. 

Renuu-Que.  — En  supposant  qu’on  ait  vu  le  n°  36,  on  peut  conclure  : 
que  le  lieu  géométriQite  des  contres  de  toutes  c es  circonférences  est  la 
perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  la  droite  AU. 


NOTE  5. 


sur  l’addition  DES  ANGLES, 


Si  deux  angles 


Lv 


donnés,  qu’il  s’agit  d’ajouter,  étaient  respectivement 
égaux  aux  angles  AOB,  BOA’,  formés  par  le  dia- 
mètre AA’  et  le  rayon  OB,  leur  somme  serait 
l’angle  AOA’  dont  les  côtés  sont  en  ligne  droite. 

Ainsi,  contrairement  à l’acception  vulgaire  du 
* mot  angle,  les  deux  parties  OA,  OA' d’une  même 
droite  AA'  peuvent  être  regardées  comme  étant  les 
côtés  d’un  angle.  De  même,  la  somme  des  deux 
angles  AOB,  BOC  est  l’angle  AOC  qui  intercepte 


l’arc  ABA'C. 

On  voit  donc  que  les  rayons  OA,  OC  forment  deux  angles  : l’un  qui 
intercepte  l’arc  ABA'C  et  qui  est  plus  grand  que  l’angle  AOA',  l’autre 
qui  intercepte  l’arc  AMC  et  qui  est  plus  petit  que  l’angle  AOA'. 

Lorsqu’il  est  question  d’un  angle  AOC,  il  faut  toujours  entendre  qu’on 
parle  du  plus  petit  des  deux  angles  compris  entre  les  côtés  OA,  OC,  à 
moins  qu’on  n’exprime  le  contraire. 

Reman/ue.  — En  vertu  du  n"  70  du  texte,  l’angle  AOB  est  plus  petit 
que  deux  droits,  l’angle  AOA'  est  égal  à deux  droits  et  l’angle  AOC,  qui 
est  la  somme  des  angles  AOB,  BOC,  est  plus  grand  que  deux  droits. 


NOTE  6. 

SLR  LA  PERPENDICULAIRE  ET  LES  OBLIQUES  ABAISSÉES  D’UN  POINT 
SUR  UNE  MÈRE  DROITE. 

On  peut  démontrer  le  théorème  énoncé  au  11“  71  de  la  manière  sui- 
vante : 
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NOTE  7. 


■JL- 


Supposons  que  du  point  A on  ait  abaissé  sur  la  droite  jcy  la  perpen- 
diculaire AB  et  les  obliques  AC,  AD,  AE,  et 
} que  les  distances  BC.  BD  soient  égales  ; je  dis 

/i\  qu'on  aura 

AB  < AC, 

AC  = AD, 

T AC  < AE. 

Car,  la  droite  AB  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  CD,  on  a 
d'abord  (66) 

AC  = AD. 

De  plus,  si  l'on  considère  les  trois  droites  AB,  AC,  AD,  abaissées  du 
point  A sur  xy,  la  droite  intermédiaire  AB  doit  être  au  moins  plus  pclile 
que  l’une  des  deux  autres  (30)  ; et,  comme  celles-ci  sont  égales,  on  a 

AB  < AC. 

Enfin,  en  considérant  les  trois  droites  AB,  AC,  AE.  on  a aussi 

AC  < AE. 

Ainsi,  les  trois  parties  du  théorème  sont  démontrées. 

Reman/uc.  — Du  point  A comme  centre,  avec  le  rayon  AC  ou  AD, 
décrivons  une  circonférence,  puis  regardons  le  point  B comme  un  point 
quelconque  de  la  corde  CD,  et  le  point  E comme  un  point  pris  sur  le 
prolongement  de  cette  corde;  en  raisonnant  comme  ci-dessus,  on  aura 
encore 

AB  < AC. 

AC  < AE. 

Donc,  tout  point  île  la  conte  CD  est  situé  dans  l'intérieur  du  reri  le, 
et  tout  point  pris  sur  les  prolongements  de  cette  corde  est  situé  hors  du 
cercle. 

D'ailleurs,  cette  proposition  aurait  pu  déjà  être  démontrée  au  n*  31, 
en  se  fondant,  comme  on  vient  de  le  faire,  sur  le  corollaire  qui  est  à la 
fin  du  n°  30. 


NOTE  7. 


EMPLOI  CE  L’ÉQUERRE  POUR  MENER  UES  PERPENDICULAIRES. 


Puisque  tous  les  angles  droits  sont  égaux  entre  eux,  il  s'ensuit 
qu 'élever  du  point  A,  pris  sur  une  droite  jc y,  une 
perpendiculaire  à cette  droite , revient  à mener  la 
droite  AB  de  manière  que  l’angle  BA_r,  par  exem- 
ple, soit  un  angle  droit.  De  là  l'usage  de  l'équerre 
- — j pour  élever  ou  pour  abaisser  une  perpendiculaire 
sur  une  droite  donnée. 
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Véquerre  est  une  petite  planche  en  bois  ABC  qui  a la 
forme  d’un  triangle  rectangle.  Pour  qu'elle  soit  plus  facile 
à manier,  on  y pratique  ordinairement  un  trou  circulaire 
qui  est  l’of/7  de  l'équerre. 

Avant  de  se  servir  d’une  équerre,  il  est  bon  de  vérifier 
si  l'angle  A e»t  droit.  Pour  cela  on  fait  aflleurer  une 
règle  MN  avec  une  droite  xy  et, 
après  avoir  appliqué  le  côté  AC  de 
l’équerre  contre  la  règle,  on  trace 
la  droite  AB;  ensuite  on  retourne 
l’équerre  de  manière  que  le  côté  AC 
s’applique  de  nouveau  contre  la 
règle  en  AC’,  et  l’on  trace  la  droite 
AB’.  Alors,  si  les  droites  AB,  AB’ 
coincident,  l’équerre  est  bonne-,  sinon,  elle  est  fausse. 

Problème  I. 


».  b 


/ 

/° 


D'un  point  A , pris  sur  une  droite  xy,  élever  mec  l'équerre  une  /ser- 
pe ndint  taire  a cette  droite. 

Je  place  le  sommet  A de  l’équerre  sur  le 
point  donné,  et  je  fais  coïncider  AC  avec  xy. 
Ensuite  j'applique  une  règle  contre  le  côté 
AB,  et,  après  avoir  enlevé  l'équerre,  je  trace 
une  droite  AB  le  long  du  bord  de  la  règle  qui 
passe  par  le  point  donné  A.  Cette  droite  est 
la  perpendiculaire  demandée. 

Problème  il. 

D'un  /soi nt  I),  pris  hors  d'une  droite  xy,  abaisser  avec  l'équerre  une 
/ icrpendiru/airr  sur  cette  droite. 

On  fait  affleurer  une  règle’  MN  avec 
la  droite  xy,  et,  après  avoir  appliqué 
le  côté  AC  de  l’équerre  contre  la  règle, 
on  fait  glisser  l’équerre  le  long  de  la 
règle  jusqu’à  ce  que  le  côté  AB  passe 
par  le  point  donné  D ; puis  on  trace  la 
droite  AB  qui  est  la  perpendiculaire 

demandée. 


NOTE  8. 

CE  QU’ON  ENTEND  PAR  pOSttllatlim.  — EMPLOI  DE  L’ÉQUERRE  POl'R 
MENER  DES  PARALLÈLES.  — DROITE  PASSANT  PAR  UN  POINT  ET 
FAISANT  AVEC  UNE  DROITE  DONNÉE  UN  ANGLB  DONNÉ. 

Ce  r/u  un  entend  par  postulatum. 

Nous  avons  admis  comme  évident  : que  par  un  point,  pris  hors  d'une 
droite,  on  ne  peut  mener  qu'une  parallèle  à cette  droite  (82). 
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Lorsqu’une  proposition,  qu’on  rangerait  parmi  les  théorèmes,  si  l’on 
pouvait  la  démontrer  facilement,  est  ainsi  regardée  comme  un  axiome . 
on  l’appelle  poslulalum  ou  demande. 

La  proposition  qu'Euclide  admettait  comme  un  axiome  ou  qu’il  prenait 
pour  postulatum  était  celle-ci  : 

« Si  une  droite  tombant  sur  deux  droites  fait  les  angles  intérieurs  du 
» même  côté  plus  petits  que  deux  droits,  ces  deux  droites  prolongées  à 
» l’infini  se  rencontreront  du  côté  où  les  angles  sont  plus  petits  que  deux 
» droits.  » ( Eléments  de  Géométrie  d'Euclidc , traduits  littéralement  par 
F.  Petiiard.) 

Remarque.  — On  a fait  beaucoup  de  tentatives  pour  établir  la  théorie 
des  parallèles  d'une  manière  simple  et  rigoureuse,  sans  avoir  recours  à 
aucun  postulatum;  mais  toutes  ces  tentatives  sont  restées  infructueuses, 
et  il  en  sera  très-probablement  de  même  de  toutes  celles  qu’on  pourra 
faire  à l'avenir. 

Emploi  (te  l’équerre  pour  mener  des  parallèles. 

Problème. 

Par  un  point  D,  mener  avec  l'équerre  une  parallèle  à une  droite 
donnée  xy. 


i°  On  fait  coïncider  le  côté  AB  de  l’angle  droit  de  l’équerre  avec  la 
droite  xy,  et  l'on  applique  une  règle  MN  contre  le  côté  AC;  ensuite,  on 
fait  glisser  l’équerre  le  long  de  la  règle  jusqu’à  ce  que  le  côté  AB  de 
l’équerre  passe  par  le  point  D,  et  l’on  trace  la  droite  ADB  qui  est  la  pa- 
rallèle demandée  (80). 

u°  On  peut  aussi  faire  coïncider  l’hypoténuse  CB  de  l'équerre  avec  xy , 
appliquer  la  règle  contre  le  côté  AC,  et  faire  glisser  l'équerre  le  loug  de 
la  règle  jusqu’à  ce  que  CB  passe  par  le  point  D;  alors  les  deux  droites 
CDB  et  xy  font  avec  la  droite  MN  des  angles  correspondants  égaux 
entre  eux;  donc  elles  sont  parallèles. 


Droite  passant  par  un  point  et  faisant  avec  une  droite  donnée 
un  angle  donné. 

Problème. 

Par  un  point  A pris  hors  d'une  droite  xy,  mener  une  seconde  droite  A.D 
qui  fasse  avec  la  première  un  angle  AD  y égal  à un  angle  donné  a. 
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Pour  cela  d'un  point  quelconque  B de  xy  je  mène  une  droite  BC,  faisant 

avec  By  1 angle  CB  v égal  à l’angle  « 
a,  (58),  puis  la  droite  AD  parallèle  à CB; 

/ s?  • / alors  AD  est  la  droite  demandée. 

a " S.  / Car  les  angles  correspondants  A D r, 

«/ CBr  sont  égaux. 

* eu  n y 

Remarque  I.  — Si  par  le  point  A on  mène  une  droite  AE  différente 
de  AD,  cette  droite  ne  sera  pas  parallèle  à CB,  et  les  angles  correspon- 
dants AE_r,  CB.p  seront  inégaux  (81  ).  Donc  AD  est  la  seule  droite  qui  sa- 
tisfasse è la  question. 

Remarque  H. — Si  l'on  ne  spécifie  pas  avec  quelle  partie  de  xy  la 
droite  AD  doit  faire  un  angle  égal  à l'angle  a,  on  peut  mener  par  le 
point  A deux  droites  satisfaisant  chacune  à la  question,  à moins  que 
l’angle  a ne  soit  droit. 


NOTE  9. 

SIR  LES  CAS  D'ÉGALITÉ  DES  TRIANGLES  RECTANGLES 
ET  SUR  LES  PARALLÈLES. 

Faut-il  placer  les  cas  d'égalité  des  triangles  rectangles  à la  fin  de  la 
théorie  des  perpendiculaires  et  des  obliques,  ou  bien  les  réunir  aux  cas 
d’égalité  des  triangles  quelconques’  Cette  question , qui  au  fond  n'a  pas 
grande  importance,  m’a  pourtant  sérieusement  occupé. 

Séduit  par  l’ordre  logique,  je  m'étais  d’abord  assujetti  à ne  pas  parler 
de  triangles  en  traitant  des  perpendiculaires  et  des  parallèles  ; mais  plus 
tard,  cette  marche  m’a  paru  avoir  quelque  chose  de  trop  systématique, 
et  j'ai  cru  devoir  sacrifier  I 'ordre  logique  à la  simplicité , en  revenant  à 
la  marche  consacrée  par  l’usage. 

Seulement,  je  vais  indiquer  comment,  dans  ma  première  rédaction, 
j’exposais  la  théorie  des  parallèles. 


§ 111.  - PARALLÈLES. 

Définitions. 


Voir  les  n“  78  et  79  du  texte. 


Voir  le  n°  80. 


Théorème  1. 
Théorème  11. 


Deux  droites  AB,  CD  sont  parallèles,  lorsqu'elles  font  acre  une  trans- 
versale EF  des  angles  alternes-internes  égaux  AGH,  GHD. 

K En  effet,  supposons  que  les  droites  G B, 

, „ ’ „ HD  suffisamment  prolongées  se  rencon- 

trent en  un  point  K,  et  faisons  tourner  la 
i figure  KBGHD  autour  du  point  O,  milieu 
de  GH,  jusqu'à  ce  que  la  droite  GH  de 
celte  figure  s’applique  sur  la  droite  HG  do 
la  figure  CHGA  ; l'angle  DHG  étant  égal  à 


t 


ZI 
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l’angle  AGH,  la  droite  HD  coïncidera  avec  GA;  et  de  meme,  les  an- 
gles BG11,  CHG  étant  égaux  parce  qu’ils  sont  respectivement  les  supplé- 
ments des  angles  AGH,  GHD,  la  droite  GB  coïncidera  avec  HC.  Donc  les 
deux  droites  HC  et  GA  devront  aussi  se  renrontrer  en  un  point  K'. 

Maintenant,  si  l’on  ramène  la  figure  KBGHI)  dans  sa  position  primitive, 
il  s'ensuivra  que  par  les  deux  points  K,  K'  on  pourrait  mener  deux 
droites  K'ABK,K'CDK,  ce  qui  est  impossible.  Donc,  il  est  pareillement 
impossible  que  les  droites  AB,  CD  se  rencontrent,  et,  par  conséquent, 
elles  sont  parallèles. 

Remarque.  — On  pourrait  déduire,  comme  corollaire  du  ibéoreme  II, 
le  théorème  I au  lieu  de  le  démontrer  directement. 

Corollaires  I et  II.  — ( Foir  le  n“  81 . ) 


Foir  le  n°  82. 
Fuir  le  n°  83. 


Phoblème. 


Théorème  III. 


Théorème  IV. 


Doux  parallèles  AB,  CD  font  noce  une  transversale  EF  des  angles 
altemes-intcrnes  égaux. 

En  effet,  supposons,  par  exemple,  que  l’an- 
gle AGH  soit  plus  grand  que  l’angle  GHD,  et 
menons  la  droite  KM  de  telle  sorte,  que  l’an- 
gle KGH  soit  égal  à l’angle  GHD  ; alors  ces  deux 
angles  qui  sont  allernes-intcrnes  étant  égaux,  la 
droite  KM  serait  parallèle  a CD.  Donc,  par  le 
point  G on  pourrait  mener  deux  parallèles  à la 
droite  CD,  ce  qui  est  impossible;  donc  les  deux 
aDgles  AGH,  GHD  sont  nécessairement  égaux. 

Kenian/ue.  — On  pourrait  déduire,  comme  corollaire  du  théorème  IV, 
le  théorème  111  au  lieu  de  le  démontrer  directement. 

Corollaires  J et  II.  — ( Foir  le  n°  84.  ) 


Théorème  V. 


Foir  le  n°  85. 


NOTE  10. 

SLR  LE  CENTRE  DES  MOYENNES  DISTANCES  d’l.N  TRIANGLE. 

Aux  propositions  que  nous  avons  réunies  sous  le  litre  de  Propositions 
diverses,  p.  5 1 , nous  ajouterons  le  théorème  suivant  qu’il  est  bon  de  con- 
naître, et  qui,  du  reste,  est  susceptible  d’élre  démontré  de  plusieurs 
manières  comme  nous  le  verrons  dans  les  Notes  sur  le  troisième  Livre 
(voir  Notes  29  et  35). 
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Si,  des  trois  sommets  d’n/i  triangle  ABC  et  dit  jtoint  d' intersection  O 
rte  ses  médianes,  on  abaisse  des  /serpe  adieu  ht  ire  s An,  B A,  Ce,  Ou  sur 
unr  droite  xy  extérieure  au  triangle,  ta  quatrième  perpendiculaire  sera 
une  MOYENNE  ARITHMÉTIQUE  entre  les  trais  autres. 

s Des  poinls  D,  E,  milieux  des  dro:les  BC, 

OA,  abaissons  D»/,  Ee,  perpendiculaires 
y-  0/T  \ sur  rr;  le  trapèze  F.Drfr  donnera  (122) 


B,  ' 

T~ 


i i 

ilL 


d o eue 


lOo  — Ee  4-  Dr/. 

De  môme,  dans  les  trapèzes  AO  on , CBAe, 
on  a 


a Ee  = An  -+-  On, 
aDr / = DA  -f-  Ce. 

Multipliant  la  première  égalité  par  a et  l'ajoutant  aux  deux  autres,  il 
vient 

40»  = An  -f-  BA  4-  Cr-t-On, 

d'où  l'on  tire 

Oo  = i (An-f-BA-i-  Ce). 


Définition.  — On  appelle  centre  des  moyennes  distances  d’un  triangle 
le  point  d'intersection  de  ses  trois  médianes.  (On  démontre  en  Méca- 
nique que  ce  point  est  aussi  le  centre  rie  gravité  du  triangle,  c cst-à-dire 
de  la  surface  du  triangle.  ) 


NOTE  11. 

SUR  UN  MINIMUM  ET  UN  MAXIMUM.  — SUIl  L’ÉGALITÉ  DE  DEUX  PO- 
LYGONES SYMÉTRIQUES  PAR  RAPPORT  A UNE  DROITE  OU  A UN 
POINT.  — SUR  LES  AXES  ET  LES  CENTRES  DE  SYMÉTRIE  DES 
FIGURES. 

Sur  un  minimum  et  un  maximum. 

Définition.  — On  dit  qu’une  figure  est  maximum  ou  minimum  selon 
qu’elle  est  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  entre  toutes  celles  de  même 
espèce. 

Ainsi,  le  diamètre  d’un  cercle  est  un  maximum  parmi  toutes  les  cordes 
qu’on  peut  mener  dans  ce  cercle,  et  la  perpendiculaire  abaissée  d'un 
point  quelconque  sur  une  droite  est  un  minimum  entre  toutes  les  droites 
menées  du  point  à la  droite.  Parmi  les  distances  d’un  point  donné  aux 
différents  points  d'une  circonférence,  il  y en  a une  qui  est  un  minimum 
et  une  autre  qui  est  un  maximum  (32). 

Problème  I. 

Étant  donnés  deux  points  A et  B situés  d'un  même  côté  d'une  droite  xy, 
trouver  sur  cette  droite  un  point  C tel,  que  la  somme  de  ses  distances  aux 
points  A et  B soit  un  minimum. 

Éléments • 21 


Digitized  by  Google 


3aa 


NOTES  SCR  LE  LIVRE  I. 


NOTE  I 1 . 


Pour  cela,  joignons  le  point  B au  point  A', 
symétrique  du  point  A par  rapport  à xy  ; la 
droite  BV  coupera  rr  au  point  C qui  sera  !o 
point  cherché. 

Car,  si  l’on  mène  la  droite  AC  et  qu’on 
joigne  Lin  point  quelconque  D de  xy  aux 
points  A,  B et  A’,  on  a 

A'C  + CB<A'D  + DB; 


or,  A'C  = AC  et  A'D  — AD  (126)  ; donc  on  a aussi 


AC  + CB  < AD  + DB. 


Rcnuirqur.  — Les  angles  ACn,  A'Cn  sont  égaux  (127),  et  il  en  est  de 
même  des  angles  opposés  aux  sommets  A'Ca,  BCD;  donc  les  angles  AC.r 
et  BC/sont  égaux. 

De  plus,  si  l’on  prend  un  point  D sur  Cr,  l’angle  BD  y est  plus  grand 
que  sa  partie  ED  v et,  par  suite,  plus  grand  que  A'D./-  ou  que  son  égal 
ADx;  et,  en  prenant  un  point  D'  sur  C.r,  on  aurait  l’angle  BD'r  plus  petit 
que  A'D'x  ou  que  son  égal  AD  x.  Donc,  C est  le  seul  / joint  de  xy  pour 
lequel  les  angles  AC.c  et  BC  v sont  égaux. 

Problème  II. 

Etant  donnés  deux  points  A et  B situés  de  part  et  d’autre  d’une 
droite  xy,  trouver  sur  cette  droite  un  point  C tel,  que  ta  différence  de 
ses  distances  aux  points  A et  B soit  un  maximum. 

Joignons  le  point  B au  point  A',  symétrique 
du  point  A par  rapport  à xy;  la  droite  B.V 
coupera  xy  au  point  C qui  sera  le  point 
j \ ^ ^ cherché. 

i «j  b y Car,  si  l'on  mène  la  droite  AC  et  qu’on 

joigne  un  point  quelconque  D de  xy  aux 
l points  A,  B et  A’,  on  a 

AC-CB  = A’C  — CB  = AB; 

d’ailleurs,  dans  le  triangle  ABD  le  côté  A’B  est  plus  grand  que  la  diffé- 
rence des  deux  autres  A’D  et  DB;  donc  on  a aussi  » 

AC  - CB  > AD  - DB. 


Remarque.  — Les  angles  AC  a,  DC.a  sont  égaux  (127).  De  plus,  si  l’on 
prend  un  point  DsurC/,  l’angle  BDx  est  plus  petit  que  A'Dx  ou  que  son 
égal  ADx;  et,  en  prenant  un  point  D1  sur  Cr  on  aurait  l’angle  BD'x  plus 
grand  que  A'D'x  ou  que  son  égal  AD'x.  Donc,  le  point  C est  le  seul  /joint 
de  xy  pour  lequel  les  angles  AC x et  BC  x sont  égaux. 


Sur  l’égalité  île  deux  polygones  symétriques  par  rapjmrt 
à une  droite  ou  à un  /joint. 

Théorème  I. 

Deux  polygones  ABCD...1KL  et  A'B’C'D'. . .l'K'L',  symétriques  /sar 
rapport  à un  axe  ry,  sont  égaux. 
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Car,  si  l'on  fait  tourner  le  premier  polygone  autour  de  xy  jusqu’à  ce 
qu'il  se  rabatte  sur  le  second,  le  point  A tombera  sur  son  symétrique  A', 
le  point  B sur  B’, ...  ; donc  les  deux  polygones  coïncideront. 

Remarque.  — Mais,  en  général,  on  ne  pourrait  pas  fairo  coïncider  ces 
deux  polygones  en  les  faisant  glisser  l’un  sur  l’autre  (127),  parce  que 
leurs  côtés  no  sont  pas  disposés  do  la  mémo  manière.  Pour  en  opérer  la 
superposition  par  glissement,  il  faut  préalablement  fairo  tourner  l’un  des 
polygones  autour  de  l’un  de  ses  côtés,  par  exemple,  jusqu’à  ce  qu’il  se 
rabatte  sur  le  plan  do  la  figure. 

Théorème  11. 

lieux  //oh  gant  u ABCD...IKL  et  A'B'C'D.  . .l'K'L'  symétriques  /.ar 
rapport  à un  point  O sont  égaux. 

Car,  si  l’on  fait  tourner  le  premier  polygone  autour  du  point  O jusqu'à 
ce  que  la  droite  OA  s’applique  sur  son  égale  OA',  il  est  facile  de  \oir 
que  OB  se  placera  sur  OB',. . . ; donc  les  deux  polygones  coïncideront. 

Reman/ue.  — Lorsque  deux  polygones  sont  symétriques  par  rapport  à 
un  point,  les  côtés  AB,  BC,...  du  premier  sont  respectivement  parallèles 
aux  côtés  A B',  B’C',...  du  second  et  dirigés  en  sens  contraires  (106, 
Remarque). 


Sur  les  axes  et  les  centres  de  symétrie  îles  figures. 

Si  une  figure  est  telle,  que  ses  points,  considérés  deux  à deux,  soient 
symétriques  par  rapport  à une  droite  ou  par  rapport  à un  point,  on  dit 
que  cette  droite  ou  ce  point  est  un  axe  de  symétrie  ou  un  centre  de  symé- 
trie de  cette  figure.  Ainsi  : 

i°  La  droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  côtés  opposés  d’un  rectangle 
est  un  axe  de  symétrie  de  ce  rectangle;  d’où  il  résulte  qu’un  rectangle 
a deux  axes  de  symétrie.  Le  carré  a en  outre  pour  axes  de  symétrie  ses 
deux  diagonales;  donc  il  a quatre  axes  de  symétrie.  Le  triangle  isocèle  en 
a un,  le  losange  deux. 

■i°  Un  parallélogramme  a pour  centre  de  symétrie  le  point  d’intersèc- 
tion  de  sfcs  diagonales  (HO). 


NOTE  12. 

UK  LA  C1RCONPÊRENCE  CONSIDÉRÉE  SOL'S  TROIS  POINTS  DF.  VUE. 

On  pourra  s’étonner  au  premier  abord  de  ce  que  les  propriétés  les  plus 
simples  de  la  circonférence  se  trouvent  réparties  dans  le  premier,  le 
second  et  le  quatrième  chapitre  du  Livre  I;  mais,  en  ayant  égard  à la 
nature  particulière  de  la  circonférence  et  aux  usages  spéciaux  qu’on  doit 
faire  de  cette  ligne  dans  tout  le  cours  de  la  Géométrie,  on  comprendra 
je  l’espère,  quo  l’ordre  que  j’ai  suivi  n’est  pas  sans  avoir  sa  raison  d’être. 

Ainsi,  il  m’a  semblé  qu’on  peut  considérer  la  circonférence  sous  trois 
points  de  vue  : 
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i°  La  circonférence  est  une  ligne  courbe  qu’on  décrit  avec  la  plus 
grande  facilité  au  moyen  du  compris,  et  dont  le  tracé  sert  à con- 
struire presque  toutes  lès  figures  de  la  Géométrie.  Sous  ce  point  de  vue, 
j'ai  cru  devoir  m'occuper  en  premier  lieu  des  positions  relatives  de  deux 
circonférences,  dans  le  but  d'établir  les  conditions  nécessaires  et  i-utli- 
santes  que  doivent  remplir  la  distance  des  centres  et  les  rayons  de  deux 
circonférences  pour  quelles  se  coupent  : de  cette  manière  je  suis  arrivé 
à pouvoir  déterminer  un  point  également  distant  de  deux  points  donnés, 
un  point  situé  à des  distances  données  de  deux  points  donnés,  et  je  pense 
que  la  détermination  de  tels  points  devait  précéder  les  positions  relatives 
de  deux  droites,  les  propriétés  très-élémentaires  du  triangle,  etc. 

a°  Si  l'on  conçoit  qu’une  droite  Ay,  d’abord  appliquée  sur  une  droite  A x, 
tourne  autour  du  point  A,  le  côté  mobile  Ay  fait  avec  le  colé  fixe  Ax  un 
angle  qui  croit  d une  manière  continue,  c est-à-dire  par  degrés  insensi- 
bles; mais,  en  même  temps  que  cette  rotation  s’effectue,  un  point  pris 
sur  A r décrit  un  arc  de  cercle  qui  croît  aussi  d’une  manière  continue  et 
de  telle  sorte,  qu'il  y a une  intime  corrélation  entre  la  génération  de 
l'angle  et  celle  de  l'arc  compris  entre  les  eûtes  de  l'angle.  C’est  pourquoi 
j’ai  démontré,  immédiatement  après  la  théorie  des  positions  relatives  de 
deux  circonférences,  la  dépendance  qui  existe,  dans  un  mémo  cercle  ou 
dans  des  cercles  égaux,  entre  les  cordes  et  les  arcs,  entre  les  arcs  et 
les  angles  au  centre. 

3“  Enfin,  la  circonférence  est  une  ligne  qui  peut  être  étudiée  comme 
toute  autre  ligne  courbe,  et  c’est  surtout  à ce  point  de  vue  que  je  la  con- 
sidère dans  le  quatrième  chapitre  du  premier  Livre. 


NOTE  13. 


SIR  LA  TANGENTE.  — SUR  LES  COURBES  TANGENTES  ENTRE  ELLES. 

Sur  la  tangente. 

Nous  avons  appelé  tangente  à une  circonférence  une  droile  qui  n’a 
qu’un  (voint  commun  avec  cette  circonférence  (135);  mais  il  est  bon  de 
remarquer  que  celte  définition  convient  seulement  aux  courbes  qui  ne 
peuvent  pas  être  rencontrées  par  une  droite  en  plus  de  deux  points.  Lors- 
qu'il s’agit  de  courbes  quelconques,  on  définit  la  tangente  de  celte  manière  : 

On  appelle  tangente  à une  courbe  en  un  point  A,  la  limite  des  positions 
que  prend  uno  sécante  passant  par  ce  point,  lorsqu’on  la  fait  tourner 
autour  du  point  A jusqu’à  ce  qu’un  second  point  d’intersection  vienne  se 
confondre  avec  le  premier. 

Conséquence.  — D'après  celte  définition  générale,  une  tangente  à une 
courbe  en  un  point  peut  rencontrer  celte  courbe  en  d’autres  points. 

Considérons,  par  exemple,  la  cissotde  qu’on  trace  par  points  comme  il 
suit  : 
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Soient  un  cercle  O,  un  diamètre  AB,  une  tangente  indéfinie  TT'  menées 
au  point  B,  et  une  sécante  quelconque  issue  du  point 
A qui  coupe  la  circonférence  au  point  C et  la  tan- 
gente au  point  U;  prenons  sur  AD  la  longueur  AM 
égale  à CD,  et  concevons  qu'on  répète  cette  con- 
struction en  menant  du  point  A des  sécantes  tant  au- 
dessus  qu'au-dcssous  du  diamètre  AB.  Les  points 
tels  que  M,  déterminés  ainsi  et  réunis  par  un  trait 
continu  formeront  la  ligne  courbe  x A x’  qui  sera  la 
cissoide. 

Cela  posé,  menons  une  sécante  EG  qui  coupe  la 
courbe  en  trois  points  E,  F,  G,  et  concevons  que 
cette  sécante  tourne  autour  du  point  fixe  E jusqu’à 
ce  que  le  point  F se  confonde  avec  le  point  E;  la 
droite  EG  prendra  une  position  limite  telle  que  EG,. 
Alors  cette  droite  sera  tangente  à la  cissoïde,  et 
l'on  voit  qu’en  même  temps  elle  la  coupera  au  point  G,. 

Remarque  /.  — Au  lieu  de  définir  la  tangente  à la  circonférence, 
comme  on  le  fait  au  n°  133,  on- aurait  pu  adopter  de  suite  la  définition 
générale  et  dire  : qu’uno  tangente  xy  à une  circonférence  en  un  point  A, 
est  la  position  limite  que  prend  une  sécante  xAB/,  lorsqu’on  la  fait  tour- 
ner autour  du  point  A jusqu’à  ce  que  le  second 
point  d'intersection  B vienne  se  confondre  avec 
le  premier. 

En  partant  de  cette  définition,  on  aurait  pu 
établir  de  deux  manières  la  propriété  caractéris- 
tique de  la  tangente,  c'est-à-dire  démontrer  que 
toute  tangente  à une  circonférence  est  perpendi- 
culaire à l'extrémité  du  rayon  mené  au  point  de 
contact. 

En  effet,  i°  lorsque  le  point  B se  confond  avec  A,  tous  les  points  de  xy 
autres  que  le  point  A sont  hors  du  cercle;  donc  le  rayon  OA  est  la  plus 
petite  droite  qu’on  puisse  mener  du  point  O à la  droite  xA/,  cl  pur 
conséquent  ce  rayon  est  perpendiculaire  à la  tangente  xr. 

a*  Soit  C le  milieu  de  la  corde  variable  AB;  la  droite  OC  sera  constam- 
ment perpendiculaire  à AB  et,  si  l’on  fait  tourner  xAB/  autour  du  point  A 
jusqu'à  ce  que  le  point  B se  confonde  avec  A,  l’angle  droit  OC/  se  con- 
fondra avec  l’angle  OA/;  donc  la  tangente  xA/scru  perpendiculaire  au 
rayon  OA. 

Remarque  II.  — Si  une  sécante  x A B/  coupe  une  circonférence  en 
deux  points  A,  B,  et  quelle  se  meuve  parallèlement  à elle-même  jusqu'il 
ce  que  ces  deux  points  se  confondent  en  un  seul,  la  sécante  dans  sa  posi- 
tion limite  sera  tangente  à la  circonférence.  Car  la  sécante  n’aura  plus 
qu'un  point  commun  avec  la  circonférence. 

De  même,  si  une  sécante  tourne  autour  d’un  point  fixe , extérieur  au 
cercle  jusqu'il  ce  que  les  deux  points  d'intersection  se  confondent  en  un 
seul,  la  sécante  dans  sa  position  limite  sera  tangente  h la  circonférence. 

fiemanjue  HT.  — Plus  généralement,  si  une  droite  xAB/  coupe  une 
circonférence  en  deux  points  A et  B,  la  sécante  devient  tangente,  lorsque 
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la  rordo  AB  devient  infiniment  petite,  c’est-à-dire  plus  petite  que  toute 
longueur  donnée,  ou  lorsque  la  corde  AB  devient  nulle. 

Observation.  — Par  cos  différentes  manières  de  considérer  la  tangente  à une 
circonférence,  on  se  procure  l'avantage  de  saisir  des  analogies  cnli-e  certains 
théorèmes,  qui  au  premier  abord  semblent  tout  à fait  distiucts. 

Sur  les  courbes  tangentes  entre  elles. 

D'après  la  définition  du  n"  33,  deux  circonférences  sont  tangentes  lors- 
qu’elles n'ont  qu’un  point  commun;  mais  lorsqu’il  s'agit  de  deux  courbes 
quelconques,  on  dit  qu’elles  sont  tangentes  en  un  point  qui  leur  est  com- 
mun, si  la  tangente  à l’une  des  courbes  en  ce  point  est  aussi  tangente  à 
l’autre. 

Or,  on  reconnaît  sans  difficulté  que  deux  circonférences  qui  n'ont 
qu'un  point  commun  ont  une  tangente  commune  en  ce  point;  d’où  il 
résulte  que  ces  circonférences  sont  tangentes  conformément  à la  délinition 
générale  du  contact  de  deux  courbes. 

El  réciproquement,  si  deux  circonférences  ont  une  tangente  commune, 
il  est  facile  aussi  de  démontrer  qu'elles  n’ont  qu’un  point  commun;  car 
la  normale  menée  au  point  de  contact  doit  passer  par  les  deux  cen- 
tres (112)  et,  par  conséquent,  la  distance  de  ces  centres  sera  égale  à la 
somme  ou  à la  différence  des  rayons  des  deux  circonférences. 


NOTE  14. 


SUR  LE  QUADRILATÈRE  CIRCONSCRIT  A UN  CERCLE. 


Théorème. 


Dans  tout  quadrilatère  conecxc  ABCD  circonscrit  à un  cercle , In  somme 
tir  rleti.r  côtés  opposés  est  égale  à la  somme  des  deux  autres. 

Soient  E,  F,  G,  H les  points  de  contact.  Les 
tangentes  issues  d’un  même  point  étant  égales, 
on  a 


c 


AE  = AH,  BE  = BF,  CG  = CF,  DG  = DH; 


et,  si  l'on  ajoute  ces  égalités  membre  à membre, 
il  vient 


E 


B 


AB  -i-  DC  = AD  + BC. 


Remarque . — Si  un  quadrilatère  ABCD  n'est  pas  circonscriptib/c  à un 
cercle , ht  somme  de  deux  côtés  opposés  n'est  pas  égale  à ta  somme  des 
deux  autres. 


Pour  le  démontrer,  je  décris  un  cercle  tan- 
gent aux  trois  côtés  AB,  AD,  DC  (cercle  dont 
le  centre  sera  à la  rencontre  des  bissectrices 
des  angles  A et  D ),  et  supposons  d’abord  que 
le  côté  BC  soit  hors  du  cercle;  puis  menons  au 
cercle  une  tangente  B’C1  parallèle  à BC.  Le 
quadrilatère  AB’C  D étant  circonscrit,  on  aura 
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successivement 

AB'4-DC'  - AD  4- B'C', 

AB  - B'B  4-  DC  - C'C  = AD  4-  B C', 

AB  4-  DC  = AD-i-  B’C'4-  B B 4-  C'C; 

mais  la  ligne  brisée  BC'4-  B'B  4-  C’C  est  plus  grande  que  BC , donc  011  a 
AB  4-  DC  > AD  4-  BC 

Maintenant,  supposons  que  le  côté  BC  coupe  le  cercle,  et  menons  en- 
core une  tangente  B'C'  parallèle  a BC.  On  aura 

AB’4-  DC’  = AD  4-  B'C’, 

AB  + BB  + DC  4-  CC'  = AD  4-  B'C', 

AB  4-  DC  = AD  4-  B'C  - BB  - CC', 

mais  la  droite  B'C'  est  moindre  que  la  ligne  brisé  ■ 
BC.  4-  BB'4-CC',  et  par  conséquent,  si  l'on  remplace 
B'C'  par  BC  4-  BB  4-  CC,  on  a 

AB  4-  DC  < AD  4-  BC. 


Corollaire.  — De  la  proposition  directe  et  de  sa  proposition  contraire 
on  peut  conclure  cette  réciproque  : 

Si  la  somme  tic  deux  râles  opposés  (Tua  quadrilatère  convexe  est  égale 
à la  somme  tics  deux  autres,  ee  quadrilatère  est  eirconseriptible . 


NOTE  15. 


SIR  LE  SEGMENT  CAPABLE  D’UN  ANGLE  DONNÉ  ET  SLR  LE 
QUADRILATERE  INSCRIT  DANS  l'N  CERCLE. 

Le  problème  qui  consiste  à décrire  sur  une  droite  donnée,  un  segment 
capable  d’un  angle  donné  (c’est-à-dire  un  segment  tel,  que  tous  les 
angles  qui  y seront  inscrits  soient  égaux  à un  angle  donné),  se  trouve  or- 
dinairement à la  fin  de  la  mesure  des  angles,  et  c’est  là  que  nous  l’avons 
placé  dans  le  texte  pour  plus  de  simplicité  (178);  mais,  vu  l’importance 
de  ce  problème  dans  la  résolution  d’un  grand  nombre  de  problèmes  gra- 
phiques, indépendants  de  toute  mesure,  nous  allons  faire  voir  dans  celte 
Note  comment  on  peut  le  résoudre  sans  se  fonder  sur  la  mesure  des 
angles. 

De  cette  manière,  nous  pourrons  aussi  démontrer  : que  les  angles  op- 
posés d’un  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle  sont  supplémentaires , et 
réciproquement,  qu'un  quadrilatère  dont  les  angles  op/wsés  sont  supplé- 
mentaires peut  être  inscrit  dans  un  cercle.  Ainsi,  en  rapprochant  de  ce 
théorème  celui  que  nous  avons  vu  dans  la  Note  précédente,  nous  connaî- 
trons quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  que  doit  rem- 
plir un  quadrilatère  pour  qu’il  soit  inscriptible,  ou  pour  qu’il  soit  cireon- 
scriptible  à une  circonférence. 
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NOTE  Ii>. 


Théorème  I. 

Tous  les  angles  inscrits-dans  le  mente  segment  AMB  sont  égaux. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  faire  voir  que  tout  an- 
gle ACB,  inscrit  dans  le  segment  AMB  est  la  moitié  de 
l'angle  au  centre  AOB. 

Or,  menons  le  diamètre  CD.  L'angle  AOD  extérieur 
au  triangle  OAC  sera  égal  à la  somme  des  angles  inté- 
rieurs OCA,  OAC  (91),  et  d’ailleurs,  le  triangle  OAC 
étant  isocèle,  les  angles  OCA,  OAC  sont  égaux  ; donc 
l’angle  AOD  est  le  double  de  l'angle  OCA,  et  l'on  a 


De  même. 


OCA  = - AOD. 
a 

OCB  = - DOB, 
a 


et,  si  l’on  ajoute  ces  égalités  membre  à membre,  il  vient 


ACB  = AOB. 

■x 


Le  centre  du  cercle  peut  se  trouver  hors  de  l'angle.  Dans  ce  cas,  en 
menant  le  diamètre  CD,  on  a encore 


OCA  = - AOD, 


OCB  = - DOB, 

2 

et,  si  l’on  retranche  la  première  égalité  de  la  se- 
conde, il  vient 


ACB  = - AOB. 
a 

Remarque.  — On  peut  concevoir  que  le  point  C se  meuve  sur  l’arc  CB 
et  se  rapproche  indéfiniment  du  point  B,  et,  quelle  que  soit  la  petitesse 
de  l’arc  CB,  l’angle  ACB  ou  ACx  sera  constamment  égal  à la  moitié  de 
I angle  AOB.  Si  le  point  C vient  se  confondre  avec  le  point  B,  la  droite  Cx 
prendra  une  position]  telle  que  Bx’  et  elle  sera  tangente  au  cercle;  alors 
il  est  évident  que  l’angle  ABx’  sera  encore  égal  à la  moitié  de  l’angle  au 
centre  AOB. 

Donc,  tout  angle  ACB  inserit  dans  le  segment  ACB  est  égal  à l'angle 
formé  y xtr  la  corde  AB  du  segment  et  ta  tangente  Bx’  menée  à l'une  des 
extrémités  de  cette  corde , du  côté  de  la  corde  où  le  segment  ACB  ne  se 
trouve  pas. 

Du  reste,  il  est  facile  de  démontrer  directement  que  l’angle  ABx,  formé 
par  la  tangente  Br  et  la  corde  AB,  est  la  moitié  do 
l’angle  au  centre  AOB. 

Car,  en  menant  le  diamètre  BD,  l'angle  droit  DBx  est 
la  moitié  de  l’anglo  DOB,  dont  les  côtés  sont  en  ligne 
droite  ( voir  Note  3);  donc  on  a 


n 

/'\ 


A \ F. 


\ 

/B 


DBx  = - DOB. 


De  même, 


DBA  = - DO  A, 
2 
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et,  si  l'on  retranche  la  seconde  égalité  de  la  première,  il  vient 

AB-r  = - AOB. 

‘À 

On  peut  encore  démontrer  cette  égalité  très-facilement  en  abaissant 
sur  la  corde  AB  la  perpendiculaire  OE;  car  l’angle  AB.c  et  l’angle  l'.OB, 
moitié  de  AOB,  sont  égaux  comme  étant  chacun  le  complément  de 
l'angle  OBE. 

Corollaire  I.  — Dans  te  meme  cercle,  deux  angles  inscrits  qui  inter- 
ceptent des  arcs  égaux  sont  égaux.  Car  ils  sont  les  moitiés  des  angles  au 
centre  qui  interceptent  ces  mêmes  arcs,  et  ces  angles  au  centre  sont 
égaux  (57). 

Par  la  même  raison  : Dans  un  même  cercle,  un  angle  inscrit  et  un 
angle  formé  par  une  tangente  et  une  corde  sont  égaux,  lorsqu'ils  inter- 
ceptent des  arcs  égaux. 

Corollaire  II.  — De  ce  qui  précède  il  résulte  aussi  : qu’tut  angle  inscrit 
et  un  angle  formé  par  une  tangente  et  une  conte  interceotent  chacun  sur 
. la  circonférence  un  arc  double  de  celui  qu'ils  intercepteraient  si  leurs 
sommets  étaient  placés  au  centre. 

Corollaire  III.  — Un  angle  ACB,  inscrit  dans  un  demi-cercle  AMB  est 
égal  à la  moitié  de  l’angle  AOB  qui  intercepto  la 
demi-circonférence  AN  B,  ou  dont  les  côtés  sont  en 
ligne  droite;  donc  l’angle  ACB  est  droit.  On  retombe 
ainsi  sur  une  proposition  qui  a déjà  été  démon- 
trée (141). 

Un  angle  est  aigu  ou  obtus,  selon  qu'il  est  inscrit 
dans  un  segment  plus  grand  ou  plus  petit  qu’un 
dcmi-dercle. 

Corollaire  II'.  — Si  lo  sommet  d'un  angle  ADB  est  situé  hors  d'un 
segment  ACB  et  du  côté  de  la  corde  AB  où  se  trouve 
le  segment,  cet  angle  sera  plus  petit  que  l’angle  ACB 
inscrit  dans  le  segment.  Car  l’angle  intéi  ieur  D du 
triangle  DAC  est  moindre  que  1 angle  extérieur  ACB. 

Au  contraire,  l'angle  AEB  qui  a son  sommet  dans 
l’intérieur  du  segment  est  plus  grand  que  l’angle  ACD. 
Car  l’angle  extérfeur  AEB  du  triangle  CAE  est  plus 
grand  que  l’angle  intérieur  ACB. 


Problème. 


Sur  une  droite  donnée  AB  décrire  un  segment  capable  tl’un  angle 


donné  ci. 


'C 


Je  fais,  au  point  B,  l’angle  ABC  égal  à l’angle 
donné  a;  j’élève  BO  perpendiculaire  sur  BC  et  DO 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AB;  puis  du 
point  O comme  centre,  avec  le  rayon  OB,  je  dé- 
cris une  circonférence,  et  AMB  sera  le  segment 
demandé. 

Car  l’angle  AMB,  inscrit  dans  rc  segment,  est 
égal  à l’angle  ABC  formé  par  la  corde  AB  et  la 
tangente  BC,  puisque  ces  deux  angles  intercep- 
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tent  le  même  arc  AB  : donc 


AMB  = a. 

]{rimnr/uc  J , — ISarc  AMB  est  le  lieu  des  sommets  de  tous  tes  tri- 
angles, situes  au-dessus  de  AB,  qui  ont  /«sur  buse  commune  la  droüe  AB 
et  pour  angle  au  sommet  l'angle  a. 

Ou,  en  d’autres  termes,  l'arc  AMB  est  le  lieu  des  /mints  situés  nu- 
dessus  de  AB,  d'où  l’on  voit  la  droite  AB  sous  un  angle  donne  a. 

Après  avoir  décrit  le  segment  AMB,  capable  do  l’angle  a,  on  pourrait 
en  construire  un  autre  AM, B au-dessous  de  AB,  capable  du  même  angle, 
et  l’ensemble  des  deux  arcs  AMB  et  AM, B serait  le  lieu  des  /saints  d’où 
l'on  voit  la  droite  AB  sous  l’angle  donné  a. 

Remarque  JJ.  — Si  l’angle  donné  a était  droit,  le  segment  AMB  serait 
un  demi-cercle  ayant  AB  pour  diamètre,  conformément  à ce  qui  a déjjï 
été  vu  { lil  ).  Donc,  le  lieu  des  points  d’où  l’on  voit  une  droite  AB  sous 
un  angle  droit,  est  la  circonférence  décrite  sur  cette  droite  comme  clin- 
mètre.  ‘ 

Remarque  111.  — Au  lieu  de  résoudre  le  problème  ci-dessus  par  la 
méthode  synthétique,  on  peut  le  résoudre  par  la  méthode  analytique; 
comme  il  suit  ( voir  Note  4)  : 

Supposons  le  problème  résolu  et  soit  AMB  le  segment  demandé.  On  voi  l 
d’abord  que  le  centre  O de  la  circonférence  AMB  doit  se  trouver  sur  la 
perpendiculaire  DO,  élevée  sur  le  milieu  D de  la  corde  AB  : de  plus,  si 
par  l’extrémité  B de  cette  corde  on  mèno  une  tangente  BC,  l’angle  ABC 
sera  égal  à l’angle  AMB  inscrit  dans  le  segment  AMB  ou  égal  à l’angle 
donné  a-,  et  réciproquement,  si  l’on  fait  l’angle  ABC  égal  à l’angle  a,  le 
côté  BC  sera  tangent  à la  circonférence  AMB.  Donc,  en  meuant  par  le 
point  B une  perpendiculaire  à BC,  cette  perpendiculaire  devra  passer  aussi 
par  le  centre  O,  et  par  conséquent  ce  centre  sera  déterminé. 

Donc,  pour  résoudre  le  problème  on  élèvera  une  perpendiculaire  DO 
sur  le  milieu  de  AB  (64),  puis  on  fera  l’angle  ABC  égal  à l’angle  donné  a (38) , 
et  du  point  B on  élèvera  sur  BC  la  perpendiculaire  BO  (68)  qui  coupe 
DO  au  point  O;  enfin,  de  ce  point  comme  centre,  avec  OB  pour  rayon, 
on  décrira  une  circonférence,  et  AMB  sera  le  segment  demandé. 

On  retombe  ainsi  sur  la  construction  qui  a été  faite  de  prime  abord , en 
suivant  la  méthode  synthétique. 

Remarque  II  . — Par  la  méthode  analytique  on  peut  encore  résoudre 
le  même  problème  de  deux  manières. 

i“  Supjiosons  le  problème  résolu  et  soit  AMB  le  segment  demandé.  On 
voit  d’abord  que  le  centre  O de  la  circonférence  AMB  doit  se  trouver  sur 
la  perpendiculaire  DO  élevée  sur  le  milieu  D de  la  corde  AB,  et,  de  plus, 
si  l’on  joint  le  point  O au  point  B,  l’angle  DOC,  moitié  de  l’angle  au  cen- 
tre AOB,  doit  être  égal  à l’angle  inscrit  AMB  ou  à l’angle  donné  a. 

Donc,  pour  résoudre  le  problème,  on  élèvera  la  perpendiculaire  DO  sur 
le  milieu  de  AB,  puis  on  mènera  du  point  B la  droite  BO  de  telle  sorte, 
que  l’angle  BOC  soit  égal  à a ( voir  Note  8);  enfin,  du  point  O comme 
centre,  avec  OB  pour  rayon,  on  décrira  une  circonférence,  et  AMB  sera 
le  segment  demandé. 
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ï°  Supposons  le  problemo  résolu  et  soit  AMB  le  segment  demandé. 
Alors,  dans  le  triangle  MAB,  l’angle  M est  égal  à l’angle  donné  a,  et  par 
conséquent  la  somme  des  deux  autres  angles  MAB,  MBA,  est  le  supplé- 
ment de  l'angle  n;  et  réciproquement,  si  l’on  construit  un  triangle  MAB 
tel,  que  la  somme  des  angles  M.$B.  MBA  soit  égale  au  supplément  do  a, 
l’angle  AMB  sera  égal  à l’angle  a,  et  par  conséquent  le  sommet  M sera 
situé  sur  l’arc  du  segment  cherché. 

Donc,  pour  résoudre  le  problème,  on  divisera  le  supplément  de  l'an- 
gle a en  deux  parties  quelconques,  puis  on  fera  l’angle  MAB  égal  à 
l'une  de  ces  parties,  et  l'angle  MBA  égal  à l'autre;  enfin  on  circonscrira 
une  circonférence  au  triangle  MAB  (138),  et  AMB  sera  lo  segment  de- 
mandé. 

Remarque  V . — Ce  problème  : Décrire  une  circonférence  passant 
par  les  extrémités  d’une  droite  AB.  et  faisant  avec  cette  droite  un 
angle  donné  a ( 1 43 ) , revient  à décrire  sur  AB  un  segment  capable  do 
l'angle  a. 


Théorème  II. 


Dans  tout  quadrilatère  convexe  ABCD.  inscrit  dans  un  cercle,  les  angles 
opposés  sont  supplémentaires. 


Car  l'angle  inscrit  B,  par  exemple,  est  la  moitié  de 
l’angle  au  centre  AOC  qui  intercepte  l'arc  ADC,  et 
l'angle  D est  la  moitié  de  l'angle  au  centre  AOC  qui 
intercepte  l’arc  ABC  (voir  Note  5).  Or,  la  somme  des 
angles  formés  autour  d’un  point  O est  égale  à quatre 
droits  (70)  ; donc  on  a 

B-f-D  = »dr. 


Remarque  I.  — Réciproquement,  ri  dans  un  quadrilatère  convexe  ABCD 
deux  angles  opposés  B et  D sont  supplémentaires,  le  quadrilatère  est 
inscriptible.  Car,  si  Ton  fait  passer  par  les  trois  sommets  A,. B,  C une 
circonférence  ABCM,  l'angle  AMC  sera  le  supplément  de  l'angle  B,  et 
par  conséquent  il  sera  égal  à l'angle  D;  donc  le  sommet  D est  néces- 
sairement situé  sur  l’arc  du  segment  AMC  ( Corail . IV  du  Thédrème  I de 
cette  Note). 


Remarque  II.  — Si  l’on  fait  mouvoir  un  angle  AMB  dans  son  plan  (299), 
de  manière  que  scs  côtés  passent  constamment  par  deux  /nints  fixes  A 
et  B,  le  lieu  décrit  par  le  sommet  M est  une  circonférence. 

Car  le  sommet  M décrit  d’abord  au-dessus  de 
la  droite  AB  l’arc  du  segment  capable  de  l’an- 
gle AMB. 

Ensuite,  si  le  sommet  M passe  en-dessous  de  AB 
en  M,,  par  exemple,  l'angle  AM,  B,  supplémen- 
taire de  l'angle  AM,  r,,  est  aussi  le  supplément 
de  l'angle  AMB.  Donc  le  quadrilatère  AMBM,  est 
inscriptible,  et,  par  conséquent,  le  sommet  M 
décrit  la  ciiconférence  AMBM,  A. 
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NOTE  16. 


QUATRIÈME  CAS  D’ÉGALITÉ  DE  TRIANGLES  QUELCONQUES.  NOMBRE  DES 
DONNÉES  NÉCESSAIRES  POUR  QU’ON  PUISSE  CONSTRUIRE  UN  TRI- 
ANGLE, UN  POLYGONE  DE  « COTÉS. 


Du  problème  exposé  au  n°  151,  on  peut  conclure  ce  quatrième  cas 
d’égalité  de  triangles  quelconques  : Deux  triangles  sont  égaux,  lorsqu'ils 
ont  deux  côtés  égaux  chacun  à chacun  et  l'angle  opposé  au  plus  grand 
de  ces  côtés  égal.  Du  reste,  il  est  facile  de  démontrer  ce  théorème  direc- 
tement. 

Soient  les  triangles  ABC,  DEF,  et  supposons  qu'on  ait  AB  = DE , 
AC  = DF,  H = E,  AC  > AB,  et  par  conséquent  DF  > DE  ; je  dis  que  ces 
triangles  sont  égaux. 


A 

r- . 


Pour  le  démontrer,  il  suffit  de 
faire  voir  que  l'angle  A est  égal 
/ ''V  à l'angle  D. 

- Or,  supposons,  par  exemple, 
qu’on  ail  A > D,  et  faisons  l’an- 
gle BAG  égal  à l'angle  D.  Les  deux  triangles  ABG,  DEF  seront  égaux 
comme  ayant  un  côté  égal  adjacent  à deux  angles  égaux  chacun  à chacun; 
donc  on  aurait  AG  = DF  = AC,  ce  qui  est  impossible.  Car,  les  trois 
droites  AB,  AC,  AG  étant  menées  du  point  A à une  môme  droite  BC,  la 
droite  intermédiaire  AG  doit  être  moindre  que  l'une  des  deux  autres  AB, 
AC  (30),  et  par  conséquent  moindro  que  AC. 

Donc  il  est  pareil'ement  impossible  que  les  angles  A et  I)  soient  iné- 
gaux, et,  par  suite,  les  triangles  ABC  et  DEF  sont  égaux. 


Remarque  I.  — De  ce  quatrième  cas  d’égalité  de  triangles  quelconques 
et  des  trois  autres  qui  ont  été  démontrés  aux  n“  02,  03,  05,  il  résulte 
"qu’tt//  triangle  est,  en  général,  déterminé  par  trois  de  scs  cléments, 
pourvu  que  parmi  ces  éléments  il  y ail  au  moins  un  côté,  il  n’y  a d'excep- 
tion que  dans  le  cas  où  l’on  donno  deux  côtés  d’un  triangle  et  l'angle 
opposé  au  plus  petit  de  ces  côtés;  car,  avec  ces  données,  on  peut  ordi- 
nairement construire  deux  triangles  différents. 

S’il  s'agit  d’un  triangle  rectangle,  on  connaît  l'un  ce  ses  angles;  alors 
il  suffit  de  connaître  deux  autres  de  ses  éléments  dont  l’un,  au  moins, 
soit  un  côté. 

Remarque  II.  — Plus  généralement,  on  a vu  (153)  que  pour  construire 
un  polygone  de  n côtés,  il  faut  d’abord  construire  un  côté,  et  déterminer 
ensuite  la  position  des  sommets  des  angles  situés  hors  de  ce  côté.  Or,  le 
nombre  de  ces  angles  est  n — 2,  et  la  position  de  chaque  sommet  se  dé- 
termine au  moyen  de  deux  données;  d'où  il  suit  que  le  nombre  total  des 
données  nécessaires  pour  qu’on  puisse  construire  un  polygone  de  « côtés 
est  1 4-  1 (n  — 2)  ou  i -l-2«  — 4,  ou  enfin  2/1  — 3. 

Ainsi,  pour  construire  un  quadrilatère,  il  faut  cinq  données  qui  peu- 
vent varier  d’un  grand  nombre  de  maniérés,  et,  de  plus,  on  doit  connaître 
comment  ces  données  doivent  être  disposées. 
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Par  exemple,  ou  peut  construire  une  quadrilatère  : 

i°  Lorsqu'on  connaît  trois  do  ses  côtés  et  les  deux  angles  qu'ils  com- 
prennent ; 

ï°  Lorsqu'on  connaît  deux  do  ses  côtés,  l'angle  qu'ils  comprennent  et 
les  deux  angles  compris  entre  ces  côtés  et  lis  deux  autres; 

3°  Lorsqu'on  connaît  ses  quatre  côtés  et  l'une  de  ses  diagonales. 

S'il  s'agissait  d’un  quadrilatère  particulier,  ce  quadrilatère  serait  assu- 
jetti à certaines  conditions,  en  vertu  de  sa  définition,  et  il  ne  serait  plus 
nécessaire  d'avoir  cinq  données  pour  pouvoir  le  construire  (132). 
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NOTES  SUR  LE  LIVRE  II. 


NOTE  17. 

STR  LES  CONNAISSANCES  d’aHITÜIIÊTIQIE  ET  d'aLGÈBRE  NÉCESSAIRES 
POUR  L'ÉTUDE  DU  SECOND  LIVRE  ET  DES  SUIVANTS. 

A pari  (le  rares  exceptions  il  n'a  pas  été  question  de  nombres  dans  le 
premier  Livre  de  ces  Éléments,  et  pour  l'étudier  il  suffit  d’avoir  les  con- 
naissances d'Arillimétique  les  plus  usuelles.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même 
pour  les  autres  Livres,  et  particulièrement  pour  le  second,  le  troisième  et 
le  quatrième. 

Nous  supposerons  donc  par  la  suite  que  le  lecteur  connaisse  suffisam- 
ment bien  : les  quatre  opérations  fondamentales  sur  les  nombres  entiers, 
la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres,  les  quatre 
opérations  fondamentales  sur  les  fractions  à termes  entiers  ou  à termes 
fractionnaires,  l’extraction  de  la  racine  carrée  et  de  la  racine  cubique,  la 
manière  de  délinir  les  opérations  relatives  aux  nombres  incommensurables 
et  d'étendre  à ces  nombres  les  théorèmes  déjà  démontrés  pour  les  nom- 
bres commensurables,  la  théorie  des  proportions,  et  enfin  les  premiers 
principes  d'Algèbre. 

Ces  connaissances  suffisent  pour  étudier  tout  ce  qui  est  contenu  dans 
le  Texte  et  même  dans  les  Notes.  Toutefois  il  est  à désirer  (pie  les  élèves 
aient  vu  tout  le  cours  d'Algèbre  élémentaire,  soit  à cause  de  l’emploi  de 
l’Algèbre  pour  résoudre  des  questions  de  Géométrie,  soit  à cause  de  la 
grande  utilité  des  logarithmes  dans  les  applications  numériques. 

NOTE  18. 

SUR  LE  R AC  PORT  DE  LA  DIAGONALE  AU  CÔTÉ  DU  CARRÉ. 

Au  moyen  des  connaissances  acquises  dans  le  premier  Livre,  on  peut 
démontrer  que  lu  diagonale  AC  et  te  côté  AB  d’un  carré  ABCL)  sont  deux 
lignes  incommensurables  entre  rites. 


B 


lin  effet,  par  les  points  B,  D,  menons  des  parallèles  à la  diagonale  AC 
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et  par  les  points  A,  C,  menons  des  parallèles  à la  diagonale  DB.  ün  dé- 
montrera facilement  qu’on  détermine  ainsi  lo  carré  EFGH  (109),  dont  le 
côté  EF  est  égal  à AC,  et  l’on  verra  aussi  que  le  triangle  OAB  est  contenu 
quatre  fois  dans  lo  carré  ABCD  et  huit  fois  dans  le  carré  EFGII  ; d'où  il 
résulte  que  la  surface  EFGH  est  double  de  la  surface  ABCD,  ou,  en  d’autres 
termes,  que  le  rapport  de  la  première  surface  à la  seconde  est  a. 

Maintenant,  construisons  séparément  les  deux  carrés  ABCD,  EFGH,  et 
supposons,  s’il  est  possible,  que  la  diagonale  AC  ou  son  égale  EF  ol  le 
côté  AB  soient  commensurables  et  qu’une  commune  mesure  Al  pui-se  être- 
portée  n fois  sur  les  côtés  égaux  AB,  AD,  et  m fois  sur  les  côtés  EF,  EH. 

Alors,  comme  on  a AC  > AB  et  AC  <a  AB,  on  aura  — > i et  — <2. 

« ' n 

D’ailleurs,  on  peut  supposer  que  la  fraction  ™ soit  irréductible. 

Cela  posé,  par  chaque  point  de  division  des  côtés  AB,  AD,  élevons  sur 
ces  côtés  des  perpendiculaires.  Eo  carré  ABCD  contiendra  //  fois  le  rec- 
tangle ABKL,  et  ce  rectangle  contiendra  aussi  n fois  le  carré  AIPL;  d’où 
il  suit  que  ABCD  contient  le  carré  Tait  sur  AI  un  nombre  do  fois  marqué 
par  « x n ou  n'.  De  même,  par  chaque  point  de  division  des  côtés  EF, 
EI1,  élevons  sur  ces  côtés  des  perpendiculaires,  et  le  carré  EFGII  con- 
tiendra le  carré  fait  sur  la  commune  mesure  AI  un  nombre  de  fois  marqué 
par  m x m ou  //<’. 

Ainsi,  le  rapport  de  la  surface  EFGH  à la  surface  ABCD  serait  Or. 

n‘ 

ni1 

on  a vu  plus  haut  que  ce  rapport  était  a ; donc  le  carré  — de  la  fraction 

irréductible  ™ devait  être  égal  au  nombre  entier  -x,  ce  qui  est  impossible. 

Donc,  il  est  pareillement  impossible  que  la  diagonale  et  le  côté  du 
carré  aient  une  commune  mesure,  et  par  conséquent  ces  deux  lignes  sont 
incommensurables. 


NOTE  19. 

SCR  LA  DEFINITION  DU  RAPPORT  DE  DEUX  GRANDEURS 
INCOMMENSURABLES. 

Pour  arriver  à la  notion  et  à la  définition  du  rapport  de  deux  gran- 
deurs incommensurables,  on  peut  procéder  comme  il  suit. 

Soient  deux  grandeurs  incommensurables  A,  B,  et  concevons  que  la 
grandeur  B soit  divisée  en  n parties  égales.  Si  l’on  prend  successivement 
i,  a,  3,  4,. . . de  ees  parties,  on  obtiendra  une  suite  de  grandeurs 

A, , A, , A, , A, , . . . 

qui  pourront  croître  au  delà  de  toute  limite,  et  par  conséquent  on  finira 
par  trouver  deux  grandeurs  consécutives  A„  et  A„+l , qui  comprendront 
la  grandeur  A et  dont  les  rapports  à la  grandeur  B seront  respectivement 

m m - 1-  i 

— et 

n n 

Alors,  la  différence  entre  A-+l  et  A„  est  égaie  à la  n‘>m  partie  de  B; 
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et  comme  on  peut  supposer  le  nombre  n aussi  grand  qu’on  voudra,  il 
s’ensuit  que  la  différence  A„+,  — A„,  peut  devenir  aussi  petite  qu'on  voudra. 
Donc  la  grandeur  A est  la  limite  (*  ) vers  laquelle  tendent  les  deux  gran- 
deurs A„+1  et  A„  lorsque  le  nombre  n croit  indéfiniment. 

Mais, "en  même  temps  que  la  différence  A„+1— A„  décroît  indéfiniment, 

la  différence  entre  les  rapports  — et  — qm  est  - décroît  aussi  indéfi- 
, m + 1 ni 

nimenl;  d'où  il  résulte  que  les  rapports — -—et  — tendent  aussi  vers 

une  certaine  limite  qui,  ne  pouvant  être  ni  un  entier,  ni  une  fraction,  est  un 
nombre  appelé  incommensurable.  Et  c'est  cette  limite  commune  ou  ce  nom- 
bre incommensurable  qui  est  le  rapport  de  la  grandeur  K a la  grondeur  B. 

Ainsi,  lorsque  deux  grandeurs  A et  B sont  incommensurables,  au  lieu 
de  définir  le  rapport  de  A à B comme  nous  l’avons  fait  au  n*  IG3,  on  peut 
dire  : que  ce  rapport  est  la  limite  vers  laquelle  tendent  les  rnp/mrts  des 
gandeurs,  moindres  que  A et  commcnsurables  avec  B,  à là  grandeur  B, 
lorsque  ces  grandeurs  s'approchent  indéfiniment  de  A. 

Remarque.  — Au  n”  161  on  a défini  le  rapjmrt  d'une  grandeur  à une 
autre  de  même  espèce,  en  supposant  que  les  deux  grandeurs  étaient 
commcnsurables,  et  alors,  au  n”  163  et  dans  cette  Note,  on  a été  obligé 
de  définir  le  rapport  d'une  grandeur  à une  autre  grandeur  incommensu- 
rable avec  la  première.  Mais,  si  l’on  remarque  que  tout  rapport  incom- 
mensurable est  compris  entre  doux  rapports  commensurables,  dont  la 
différence  peut  devenir  aussi  petite  qu’on  voudra,  et  qu'en  général  on 
substitue  (soit  par  la  pensée,  soit  effectivement  dans  les  applications)  à 
un  rapport  incommensurable  l'un  des  deux  rapports  commensurables  qui 
le  comprennent,  il  en  résulte  qu’en  définitive  on  ne  considère  que  des 
rapports  commensurables,  et,  par  conséquent,  on  peut  à la  rigueur  se 
borner  à la  définition  donnée  au  nMOl,  en  laissant  de  côté  la  restriction 
qu’elle  comporte. 

Du  reste,  en  supposant  qu’on  ait  appris  en  Arithmétique  ce  qu'on  entend 
par  nombre  incommensurable,  on  aurait  pu  adopter  immédiatement  cette 
définition  générale  : 

On  appelle  rapport  d’une  grandeur  à une  autre  de  mémo  espèce,  le 
résultat  de  la  comparaison  de  la  première  grandeur  à la  seconde,  c’est-à- 
dire  le  nombre  (rommensurable  ou  incommensurable)  qui  exprime  com- 
ment la  première  grandeur  peut  s'obtenir  au  moyen  de  la  seconde. 


NOTE  20. 

SLR  LA  DÉFINITION  DU  PRODUIT  D’UNE  GRANDEUR  PAR  UN  NOMBRE 
INCOMMENSURABLE. 

Au  lieu  de  la  définition  donnée  au  n°  165,  on  peut  adopter  celle-ci  : 

Le  produit  d'une  grandeur  par  un  nombre  incommensurable  N est  ta 
limite  vers  laquelle  tendent  tes  produits  de  la  grandeur  donnée  par  des 


(•)  Voir  la  dcfinilion  du  mot  limite  au  commencement  de  cet  ouvrage  : 
Termes  et  signes  employés  en  Géométrie. 
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nombres  commensurnbles  tnoimlrrs  que  N,  lorsque  ces  nombres  s'appro- 
chent indéfiniment  r/c  N. 


Remarque.  — Cotti'  définition  étant  adoptée,  on  dira  toujours  que  le 
quotient  d’une  grandeur  par  un  nombre  incommensurable  est  la  grandeur 
qu'il  faut  multiplier  par  ce  nombre  pour  reproduire  la  première  (166). 


NOTE  21. 


St' R I.E  R.ll'PORT  DE  LA  DIAGONALE  Al!  COTÉ  DU  CARRÉ.  — SUR 
l'ÉUALITÉ  ENTRE  LE  RAPPORT  DR  DEUX  GRANDEURS  ET  CELUI  DE 
LEURS  MESURES. 


Sur  le  rap/mrt  r/e  ht  diagonale  au  côté  du  carré. 

Sans  employer  le  raisonnement  de  la  réduction  à l'absurde,  comme 
dans  la  Note  16,  on  peut  faire  voir  que  la  diagonale  et  le  côté  d'un  carié 
sont  des  lignes  incommensurables.  Pour  cela,  nous  allons  d’abord  démon- 
trer le  lemme  suivant. 


Lemme. 


Le  côté  rie  l'angle  droit  d'un  triangle,  rectangle  et  isocèle,  contient 
deux  fois  la  différence  entre  l'hypoténuse  et  ce  côté,  plus  un  reste  moin- 
dre que  cette  différence. 


Soit  le  triangle  ABC,  rectangle  en  B et  isocèle,  et 
,c  prenons  sur  AC  la  droite  AE  égale  à AB;  le  reste  EC 
r,  sera  moindre  que  AB  (90),  et  je  dis  que  le  côté  AB 
ou  son  égal  BC  contient  deux  fois  EC,  plus  un  reste 
/ inoindro  que  EC. 

Pour  le  démontrer,  du  point  E élevons  sur  AC  la 
' ~'a  perpendiculaire  EF,  qui  rencontre  BC  au  point  F,  et 

menons  la  droite  AF.  Alors,  dans  les  triangles  rec- 
tangles ABF,  AEF,  l’hypoténuse  AF  est  commune  et  les  célés  AB,  AE  sont 
égaux;  donc  ces  triangles  sont  égaux,  et  l’on  a BF  = FE. 

D’ailleurs,  l'angle  ACB  étant  égal  à un  demi-droit  (91),  le  triangle 
rectangle  FEC  est  isocèle;  donc  FE  = EC,  et,  |>ai-  suite,  on  a 


BF  = FE  - EC. 


Enfin,  si  l’on  prend  sur  FC  la  droite  FG  égale  à FE  ou  à EC,  le  reste  GC 
sera  plus  petit  que  EC.  Donc  le  côté  BC  est  égal  à i EC,  plus  un  reste 
moindre  que  EC,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


Théorème. 

La  diagonale  AC  et  le  côté  AB  d'un  carré  ABCÜ  sont  deux  lignes  in- 
commensurables entre  elles. 

Éléments.  a a 
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En  effet,  cherchons  la  p.  g.  c.  ra.  des  deux  droites  AC.  AB,  et  por- 
tons la  droite  AB  sur  AC;  la  diagonale  AC  contiendm 
AB  uno  fois,  plus  un  reste  EC,  et  l’on  aura 

AC  = AB  4-  EC. 

Maintenant,  si  l’on  porte  EC  sur  AB  ou  sur  BO,  on 
trouvera  que  BG  contient  deux  fois  EC,  plus  le  rc.-te 
GC;  donc 

BC=  aEC-t-GC. 

De  meme,  si  l’on  porte  GC  sur  EC,  on  trouvera  que  EC  contient  GC 
deux  fois,  plus  un  reste,  et  ainsi  de  suite. 

Par  là  on  voit  que  l’opération  se  prolongerait  indéfiniment,  et  il  s’en- 
suit qu'il  n’y  a pas  de  commune  mesure  entre  lu  diagonale  et  le  côté  du 
carré,  ou  que  ces  deux  droites  sont  incommensurables. 

Remarque.  — L’incommensurabilité  de  deux  lignes,  telles  que  la  dia- 
gonale AC  et  le  côté  AB  du  carré  ABCD,  est  un  fait  que  la  théorie  nous 
révèle;  mais  il  est  clair  qu’aucune  opération  mécanique  ne  peut  donner 
la  confirmation  do  cette  vue  de  l’esprit. 


i a 


Sur  l'égalité  entre  le  ra/iport  de  deux  grandeurs 
et  celui  de  leurs  mesures. 


Nous  avons  vu  (173)  que  te  rapport  d’une  grandeur  à une  autre  gran- 
deur de  même  espèce  est  égal  au  rapport  de  la  mesure  de  la  première 
grandeur  à la  mesure  de  ta  seconde,  quelle  que  soit  l’unité  employée  /saur 
mesurer  les  deux  grandeurs. 

On  peut  démontrer  cette  proposition  comme  il  suit,  en  distinguant  deux 


cas  : 


i°  Supposons  que  les  deux  grandeurs  A,  B dont  il  s'agit  soient  l'une 
et  l’autre  commensurables  avec  l’unité  employée  «,  et  qu’elles  aient  pour 

3 5 

mesures  les  nombres  7 cl  — On  aura 

4 ' 1 


et,  par  suite  (160), 

10  A 


A 3 B 5^ 

u 4 " i 1 


5 

u x — • 

1 1 


Or,  de  cette  dernière  égalité  on  tire 

B 


= Bx  T-’ 
5 


et  si  l'on  porte  cette  valeur  de  « dans  l'égalité  (i),  il  vient 


A = 


B 


1 1 

T’ 
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et,  par  conséquent, 

A 3 n _ 3 . 5 

B “ 4 x 5 “ 4 ‘ ii " 

3 . 5 

Donc  le  rapport  do  A à B est  égal  à celui  de  - à — ' 

i°  Soient  les  deux  grandeurs  A,  B qui  sont  incommensurables  avec 
l’unité  et  qui  ont  pour  mesures  les  nombres  n,  b\  je  dis  qu’on  aura 

A n 
encore  „ = 7 • 

D U 

Divisons  l’unité  en  n parties  égales  et  supposons  que  l'une  de  ces  par- 
ties soit  contenue  respectivement  ni  fois  cl  p fois  dans  les  grandeurs  A 
et  B,  mais  qu’elle  n'y  soit  pas  contenue  une  fois  de  plus.  On  aura 


et,  par  suite, 

De  même,  011  aura 
et,  par  suite, 


»«  , - !>  -+•  ' 

<?>-,  v 

n n 


U III 

b p -t-  1 


< 


in  -t-  1 
/' 


Maintenant,  si  l'on  divise  B en  p -t-  1 parties  égales,  l'une  de  ces  parties 
sera  plus  petite  que  la  n''“‘  partie  de  l’unité;  donc  elle  sera  contenue 
dans  A au  moins  m fois,  et  l'on  aura 


A. 

B 


/>+  1 


De  même,  si  l’on  divise  B en  p parties  égales,  l'une  de  ces  parties  sera 
plus  grande  que  la  n‘  "“  partie  de  l’unité;  donc  elle  sera  contenue  dans  A 
moins  de  ni  -t-i  fois,  et  l’on  aura 


A m 4- 1 

B p 


1 


Ainsi,  les  rapports  ^ et  ^ sont  tous  deux  compris  entre  les  fractions 
. "!—  et  - dont  la  différence  est  — +-‘- — > différence  qui 

p + 1 p v v ■+■ 1 

devient,  en  effectuant  la  soustraction, 


ou  bien 


m -f-  p 4-  » 


p \l>  + • / 


Donc,  si  les  rapports 


a 

l 


étaient  inégaux  , 


leur  différence  serait 
2 a. 
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NOTE  22. 


et,  à plus  forte  raison,  que 


X-T7+')' 


Or,  on  peut  diviser  l'unité  en  parties  égales  suffisamment  petites  pour 
que  p devienne  plus  grand  que  tout  nombre  donné,  et,  par  conséquent, 

pour  que  la  //""*  partie  de  ~ + 1 soit  moindre  que  tout  nombre  donné. 

Donc  les  deux  rapports  ^sont  nécessairement  égaux. 

Remarque.  — La  démonstration  qu'on  vient  de  donner  pour  le  ras  où 
les  deux  grandeurs  A et  B sont  incommensurables  avec  l’unité  s'appli- 
querait sans  difficulté  dans  le  cas  où  les  deux  grandeurs  seraient  l'une 
commensurable,  et  l’autre  incommensurable  avec  l’unité. 


NOTE  22. 

SLR  l’ÊÜALITÉ  UE  DELX  RAPPORTS  INCOMMENSURABLES. 
Théorème. 

lieux  rapports  incommensurables  ^ ^ sont  égaux,  lorsqu'ils  contien- 
nent chacun  une  / nirtie  aliquole  quelconque  tic  l'unité  un  mente  nombre 
tic  fois , ou,  en  d'autres  termes,  lorsque  leurs  valeurs , prises  cln.cunc  à 

1 moins  tic  - près,  sont  égales  [n  étant  un  nombre  quelconque). 

Car,  en  désignant  par  la  valeur  commune  des  rapports  proposés,  à 

moins  de  ^ prés  par  défaut,  on  aura 

m A ta- f- 1 

Vt  < B < ~n~  ’ 
m C m + 1 

a ' D ' n 

Ainsi,  les  rapports -g,  g sont  tous  deux  compris  entre  les  frai  lions  — , 

— — , dont  la  différence  est  , et,  par  conséquent,  si  ces  rapports  étaient 

inégaux,  leur  différence  devrait  être  moindre  que  -• 

u 

Or,  on  peut  prendre  n assez  grand  [xjur  que  i soit  plus  |>elit  que  tout 
nombre  donné;  donc  on  a ( 1 07 ) 

A C 
B - l)’ 
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Remarque.  — Réciproquemen  I , si  deux  rap/rorts  incommensurables  — • 

B 

r. 

sont  égaux  ( 1 f>7  ),  ils  contiendront  chacun  une  partie  nlir/nntc  quelcon- 
que île  l'unité  un  même  nombre  rte  fois.  Car  si  l’on  avait,  par  exemple , 


il  . A ' 8 

10  < B < 10’ 


et 


011  aurait 


I8  c 

10  ^ D 


•9 

» 

JO 


B < 10  " D’ 


A C 


donc  les  rapports  g>  g seraient  inégaux,  ce  qui  est  contraire  à l’hypothèse. 


NOTE  23. 

SCR  LA  MKSl’RF.  DES  ANGLES.  — RAPPORTEUR. 

Complément  et  supplément  d'un  angle  exprimé  en  degrés, 
minutes  et  secondes. 

Deux  angles  exprimés  en  degrés,  minutes  et  secondes  sont  complémen- 
taires ou  supplémentaires  selon  que  leur  somme  est  égale  à 90  ou  à 
180  degrés.  Ainsi,  un  angle  de  68  degrés  a pour  complément  un  angle  de 
aa  degrés,  et  il  a pour  supplément  un  angle  de  1 la  degrés. 

Cette  définition  de  deux  angles  complémentaires  semble  exiger  que  ces 
angles  soient  chacun  moindres  que  90  degrés;  mais  il  ne  faut  pas  l'en- 
tendre avec  cette  restriction. 

Soit,  par  exemple,  un  angle  de  108  degrés,  son  complément  sera 
— 18  degrés;  car  la  somme  algébrique  de  108  degrés  et  de  — 18  degrés 
est  bien  épile  à 90  degrés.  Tout  angle  plus  grand  que  90  degrés  a donc, 
pour  complément  l’excès  de  cet  angle  sur  90  degrés,  pris  négativement  ou 
précédé  du  signe  — . 

De  même,  le  supplément  d'un  angle  plus  grand  que  180  degrés  est 
l'excès  de  cet  angle  sur  180  degrés,  pris  négativement.  De  cette  manière, 
le  supplément  de  aao°37  '46'  sera  — 4°°  3~  ' '. 

Remarque.  — Deux  arcs,  sont  aussi  complémentaires  ou  supplémen- 
taires selon  que  leur  somme  est  égale  à un  quadrant  ou  à une  demi-cir- 
conférence, ou  bien  selon  quelle  est  égale  à 90  ou  à 180  degrés;  et  il  v 
a lieu  d’appliquer  aux  arcs  ce  qu’on  vient  de  dire  sur  les  angles. 

Arcs  ou  angles  évalués  en  grattes,  minutes  et  serontles. 

Lorsqu'on  a fondé  en  France  le  nouveau  système  des  poids  et  mesures, 
on  a divisé  le  quadrant  en  cent  grades,  chaque  grade  en  cont  minutes, 
et  chaque  minute  en  cent  secondes. 

D’après  la  nature  de  ces  subdivisions,  il  est  facile  d’exprimer  un  arc 
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évalué  en  grades,  minuteset  socondes  par  une  fraction  décimale  du  qua 
drant  et  réciproquement.  On  a,  par  exemple, 


et  on  a aussi 


53*'  i-]'  86"  = o\ 533786; 

■ 437981  = i43«r79'8i"‘. 


Oc  nouveau  mode  de  division  a été  adopté  pendant  quelque  ternps, 
mais  il  a été  abandonné  pour  diverses  raisons.  D’abord  le  nombre  36o  a 
plus  de  diviseurs  que  4oo  : d’où  il  résulte  qu’il  y a plus  d’arcs  exprimés 
par  un  nombre  entier  de  degrés  qu’il  n’y  a d’arcs  exprimés  par  un  nombre 
entier  de  grades;  ensuite  la  division  nouvelle  entraînait  le  changement 
d’une  grande  quantité  d’instruments  auxquels  on  était  habitué;  enfin,  il 
est  bon  pour  la  science  que  l’évaluation  des  angles  se  fasse  de  la  même 
manière  dans  tous  les  pays. 

I.a  conversion  d’un  nombre  de  degrés,  minutes  et  secondes  sexagési- 
males en  grades,  minutes  et  secondes  centésimales,  ainsi  que  la  question 
inverse,  sont  donc  aujourd’hui  sans  intérêt.  Nous  les  laisserons  de  côté. 


Du  rap/sorleur. 

1.0  rap/mrtcur  est  un  instrument  qui  sert  à mesurer  un  angle  donné, 
et  à construire  ou  ra/i/iortcr  sur  le  papier  un  angle  égal  à un  angle  donné. 
Il  se  compose  d’un  demi-cercle  en  corne  ou  en  cuivre,  dont  le  bord  exté- 
rieur nommé  limbe  est  divisé  en  180  degrés,  et  dont  le  diamètre  porte  à 
son  milieu  une  entaille  qui  est  le  centre  du  rapporteur. 


Problème  I. 


Mesurer  arci  le  rapporteur  un  angle  donne  x Ov. 


A' 

/V 


,P 3^- 


Je  fais  coïncider  le  centre  du  rap- 
porteur avec  le  sommet  O et  je  dirige 
son  diamètre  B A suivant  le  côté  Ojr. 
Le  côté  Ox  coupe  alors  la  circonférence 
exlérieuredu  rapporteur  en  un  point  M, 
et  le  nombre  de  degrés  compris  entre 
l’extrémité  A du  diamètre  et  le  point  M 
est  la  mesure  de  l’angle  rOr. 


Problème  II. 

Par  l'extrémité  O d’une  droite  O,)",  mener  avec  le  rapporteur  une  se- 
conde droite  t/ui  fasse  avec  Ov  un  angle  égal  à un  angle  donné.  (Figure 
ci-dessus.  ) 

Après  avoir  mesuré  l’angle  donné,  comme  nous  venons  de  l’indiquer, 
011  applique  le  centre  du  rapporteur  sur  le  point  O,  on  dirige  son  dia- 
mètre suivant  0.r  et  on  marque  le  point  de  division  M,  qui  correspond  à 
la  grandeur  de  l’angle  donné  ; ensuite  on  enlève  le  rapporteur  et  l’on  mène 
la  droite  OMx,  qui  est  la  droite  demandée. 
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NOTE  24. 

SLR  LE  MÈTRE  CARRÉ  ET  SLR  l'aRE.  APPLICATIONS. 

L'unité  de  longueur  adoptée  en  France  étant  le  mètre  (168),  l’unité  de 
surface  est  le  mètre  carré  ou  le  carré  qui  a 
pour  côté  1 mètre.  Ainsi,  en  représentant  le 
mètre  par  AB,  le  carré  ABCD  sera  le  mètre 
carré. 

Le  mètre  valant  10  décimètres,  le  mètre 
carré  vaut  10  x 10  ou  100  décimètres  carrés, 
ou  100  fois  le  carré  A bcd.  Ainsi  l'on  a 

l"’  r»  IOO**’. 

(La  notation  abrégée  mij  provient  de  ce  que 
le  mot  carré  s'écrivait  autrefois  quarté.) 

De  même,  le  décimètre  carré  vaut  100  centimètres  carrés  et  le  centi- 
mètre carré  vaut  100  millimètres  carrés.  D'où  il  résulte  que  1 mètre  carré 
vaut  10000  centimètres  carrés  et  1 million  de  millimètres  carrés. 

Remarque  J.  — Une  surface  étant  évaluée  en  mètres  carrés- cl  parties 
décimales  du  métro  carré,  il  est  facile  de  l’exprimer  en  mètres  carrés, 
décimètres  carrés,  centimètres  carrés  et  millimètres  carrés,  et  récipro- 
quement. Par  exemple, 

286“’,  391715  = 28G"’  39*' ‘i  27*’  I5™"1. 

On  a aussi 

a 86™  392715  = 2 86  39*' q,  271 5 
= 2863927'’,  i5 
- 2863927  i5m™'1. 

Remarque  II.  — L’unité  pour  les  surfaces  agraires  est  l'are  ou  le  ilé- 
ramètre  carré  : 100  ares  valent  1 hectare,  et  1 are  vaut  100  mètres  carrés 
ou  100  centiares.  On  a donc 

54263“’  = 542“  63"  = 5ta  (2*  63“. 


1 

4" 

'T' 

I 

T 

H- 


-1-L-l  .j-.i-i 
! 


l-L-t 

'-4  I- 

ri-j. 

1 


A 6 


ttfr 


-h- 

rH  f •- 
L i_l -I  -U . 

1 • f 

I r-r-r  T' 

-l  -L  -u. 

1 > 1 


-4j4- 


Problème  I. 

Un  mur , de  forme  rectangulaire,  a 5™,  38  de  longueur  sur  4“,  63  de 
largeur , quelle  est  sa  superficie  ? 

Sa  superücie  est  (5,38  x 4,63)"’  ou  a4”’. 9094. 

Problème  II. 

Le  plancher  dune  salle  carrée  a pour  côté  6”,  .(3,  quelle  est  sa  super- 
ficie ? 

Elle  est  de  (6,43’)“’ou  de  4i"’,3449. 

Problème  III. 

Trouver  le  côté  dun  carré  équivalent  à un  rectangle , qui  a /x>ur  Inn- 
Hueur  729  mètres  et  pour  largeur  676  mètres. 
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En  désignant  par  x le  côté  du  carré  cherché,  on  doit  avoir 


donc 


x*  = 72 9 x 676  s=  492804  ; 
x = y/ 4yi8o4  = 702”. 


NOTE  25. 


Sl'R  DEUX  TRIANGLES  QUI  ONT  UN  ANGLE  ÉGAL  OU 
DEUX  ANGLES  SUPPLÉMENTAIRES. 


On  a vu  (190)  que  deux  triangles,  qui  ont  un  angle  égal,  sont  entre 
eux  comme  les  pnuluits  des  côtés  qui  comprennent  cet  angle.  A cette  pro- 
position nous  joindrons  celle-ci  : 

Deux  triangles  ABC,  ADE,  qui  ont  deux  angles  supplémentaires  BAC., 
DAE,  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  côtés  qui  comprennent  res 
angles. 

Menons  la  droite  BE.  Les  triangles  ABC,  AUE  ayant 
même  hauteur,  on  a 

ABC  AC 
ABE  ~ AE’ 

de  même,  les  triangles  ABE,  ADE,  qui  ont  même  hau- 
teur, donnent 

ABE  AB 
ADE  ~ AD ' 

El,  si  l'on  multiplie  ces  deux  égalités  membre  à membre,  il  vient 

ABC  ABx  AC 
ADE  _ AD  x ÂE  ' 


Remarque.  — Réciproquement,  si  deux  triangles  ABC,  DEF  sont  entre 
eux  comme  les  produits  des  côtés  qui  comprennent  deux  de  leurs  angles 
A et  D,  ces  angles  sont  égaux  ou  supplémentaires. 


En  effet,  supposons  que  les 
angles  A et  D soient  inégaux 
et  qu’on  ait,  par  exemple, 
A < D ; alors  je  vais  démon- 
trer qu’ils  sont  supplémen- 
taires. 

Faisons  l’angle  BAG  égal  à 
l’angle  D et  prenons  AG = DF. 
AH  = DE;  le  trianglo  AHG  sera  égal  au  triangle  DEF. 

Maintenant,  si  l’on  prend  AK  = DF  et  qu’on  joigne  le  point  H au  i»oint  K. 
les  triangles  ABC,  AHK,  qui  ont  un  angle  égal,  dunnenl 


ABC.  AB  x AC  AB  x AC . 
AHK  “ AH  x AK  ~ DE  x DF  ’ 
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et  comme  on  a,  par  hypothèse. 

ABC  AB  x AC 
DEF  ~ DE  x DF* 

il  s'ensuit  que  les  triangles  A1IK  et  I)EF  ou  AHG  sont  équivalents. 

Mais  les  triangles  AHK  et  A1IG  ont  mémo  base  AH;  donc  leurs  som- 
mets K et  G sont  situés  sur  une  droite  GK  parallèle  à AH,  et  par  consé- 
quent les  angles  BAC,  GA-r  sont  respectivement  égaux  aux  angles  AKG, 
AGK  du  triangle  isocèle  AGK , et,  par  suite,  l’angle  BAC  est  égal  A 
l’angle  GAx. 

Enfin,  on  a GA.r-t-  H AG  = a droits;  donc  les  angles  BAC  et  BAG  ou 
les  angles  A et  D sont  supplémentaires. 


NOTE  26. 


SLR  LA  RESIRE  DU  TRAPEZE.  SUR  LA  RESURE  D’UN  POLYGONE. 

SIR  LA  TRANSFORRATION  D’UN  POLYGONE  EN  l’N  TRIANGLE 

ÊPUIVALENT.  SLR  QUELQUES  RAXIRl  RS  ET  MINIRURS. 


Sur  Ut  mesure  du  trapèze. 


■ Lorsqu’on  sait  mesurer  certaines  grandeurs  et  qu’on  veut  en  mesurer 
une  autre  de  même  espèce,  on  cherche  d’abord  la  valeur  de  celte  der- 
nière grandeur  au  moyen  de  quelques-unes  des  précédeutes,  et  l’on  dé- 
duit de  cette  valeur  la  mesure  cherchée. 

C’est  ainsi  qu’on  a mesuré  le  trajièze,  en  lo  regardant  comme  la  somme 
de  deux  triangles  (191);  mais  on  aurait  pu  le  faire  de  plusieurs  autres 
manières.  Par  exemple  : 


n c i°  Soit  le  trapèze  ABCI),  dont  la  hau- 

\ tcur  est  DH,  et  menons  par  lo  sommet 

c/: ” D et  par  le  point  E,  milieu  de  CB,  une 

/ I . droite  DEF  qui  rencontre  la  base  AB 

1,1  * l prolongée,  au  point  F.  Dans  les  triangles 

DCE,  FBE,  le  côté  CE  = EB  et  les  angles  opposés  au  sommet  DEC,  FEB 
sont  égaux,  ainsi  que  les  angles  alternes-internes  DCE,  FBE;  donc  ces 
triangles  sont  égaux,  d’où  il  résulte  que  DC  = BF  et  que  le  trapèze  ABCD 
est  équivalent  au  triangle  DAF.  Or,  la  mesure  de  ce  triangle  est 


- AF  x DH  ou  -DH(AB-f-DC); 

2 2 

« 

donc  cette  mesure  est  aussi  celle  du  lra]>èze. 

D’ailleurs  la  droite  GE,  qui  joint  les  milieux  des  côtés  DA,  DF  du 
triangle  DAF,  est  la  moitié  de  la  base  AF  ou  de  la  somme  AB  + DC,  et 
comme  GE  joint  aussi  les  milieux  des  côtés  non  parallèles  du  trapèze 
ABCD,  on  peut  conclure  de  nouveau  : qu’un  trapèze  a pour  mesure  le 
produit  de  sa  hauteur  />ar  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  ses  côtés  non 
parallèles. 
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a"  Menons  par  le  point  E,  milieu  de  CB,  une  parallèle  à DA,  qui  ren- 
contre AB  et  CD  aux  points  F et  G.  Les  triangles 
CEG,  BEF  seront  égaux,  comme  ayant  un  cété  égal 
adjacent  à deux  angles  égaux  chacun  à chacun  ; donc 
CG  = FB  et  le  trapèze  ABCD  est  équivalent  au  pa- 
rallélogramme AFGD.  Ainsi,  on  aura  successivement 


D 

fi 

lL 

X u 


ABCD  AFGD, 

= DU  x AF, 

EDHxAF.t”, 

2 

DH  AF+FB  -t-DG-CG 


= DH  x 


AB  + DC 


De  plus,  si  du  point  E on  abaisse  sur  AD  la  perpendiculaire  EK,  le 
parallélogramme  AFGD  aura  pour  mesure  AD  x EK.  Donc  on  peut  dire 
encore  : qu’zzn  tra/ièzc  a /tour  mesure  le  produit  de  l'un  de  scs  côtés  non 
parallèles  pur  ta  perpendiculaire  abaissée  sur  ce  meme  côté  du  milieu  du 
côté  opposé. 

Sur  la  mesure  d'un  polygone. 

Pour  mesurer  un  polygone,  on  peut  le  décomposer  en  triangles  eu 
bien  en  triangles  ot  en  trapèzes  rectangles  (193). 

Ce  second  procédé,  qui  est  surtout  employé  lorsqu’on  opère  sur  le  ter- 
rain, consiste  à tracer  d'abord  une  diagonale  convenablement  choisie,  la 
plus  grande  ordinairement,  et  à mener  des  sommets  extérieurs  des  per- 
l>endiculaircs  sur  cette  diagonale  ou  sur  cette  base. 

Mais,  au  lieu  de  tracer  une  diagonale,  il  est  quelquefois  avantageux  de 
tracer  une  autre  ligne  qui  traverse  le  polygone;  alors  ce  polygone  s'éva- 
lue au  moyen  de  triangles  et  do  trapèzes  rectangles  dont  les  uns  sont 
ndtliti/s  et  les  autres  soustractifs.  Il  peut  arriver  aussi  qu’on  trace  une  base 
située  hors  du  polygone,  et  dans  ce  cas  le  polygone  est  la  différence  entre 
deux  sommes  de  trapèzes  rectangles. 

• 

Remarque.  — Comme  exercice  graphique  et  en  même  temps  comme 
exercice  de  calcul,  les  élèves  peuvent  mesurer  un  polygone  tracé  sur  le 
papier,  en  le  décomposant  en  triangles  ; ensuite,  ils  construiront  un  se- 
cond polygone  égal  au  premier  (153)  et  ils  le  mesureront,  en  le  décom- 
posant'en  triangles  et  en  trapèzes  rectangles.  Et  s’ils  prennent , par 
exemple,  le  millimètre  pour  unité  de  longueur,  ils  devront,  par  les  deux 
procédés,  trouver  sensiblement  le  même  nombre  de  millimètres  carrés. 

Pour  avoir  la  mesure  du  même  polygone,  ils  pourraient  encore  le 
transforme»  en  un  triangle  équivalent  (194)  et  mesurer  la  surface  de  ce 
triangle. 

Sur  la  transformation  d’un  polygone  en  un  triangle  équivalent . 

Nous  avons  vu,  au  n°  194,  comment  on  construit  un  triangle  équiva- 
lent à un  polygone  donné,  en  supposant  implicitement  que  ce  polygone 
était  convexe;  mais  cette  construction  peut  encore  se  faire  lorsque  le  po- 
lygone donné  a un  angle  rentrant. 
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Soit,  par  exemple,  le  pentagone  ABCDE  qu’il  s'agit  de  transformer  en 
un  triangle  équivalent. 

Pour  cela,  lirons  la  diagonale  extérieure  AC  ; 
puis,  par  le  sommet  B,  menons  la  droite  BF  paral- 
lèle à AC,  qui  rencontre  en  F le  côté  CD,  et  joi- 
gnons le  point  A au  point  F.  F.es  triangles  BAC, 
FAC  qui  ont  la  meme  base  AC  et  qui  ont  aussi  des 
bailleurs  égales,  puisque  leurs  sommots  B et  F sont 
situés  sur  une  jiarallèle  à AC,  seront  équivalents.  Donc,  si  l’on  retranche 
successivement  ces  triangles  du  quadrilatère  ACDE,  les  restes,  qui  ne 
sont  autres  que  le  pentagone  ABCDE  et  le  quadrilatère  AFDE,  seront 
aussi  équivalents. 

Ainsi,  la  question  est  ramenée  à transformer  le  quadrilatère  AFDE  en 
un  triangle  équivalent,  ce  qui  n’offre  plus  de  difficulté. 

Toutefois,  si  le  polygone  donné  était  l'hexa- 
gone ABCDEF,  par  exemple,  la  parallèle  à AC 
menée  par  le  point  B ne  rencontrerait  ni  le 
côté  CD,  ni  le  côté  AF,  et  la  construction  ci-des- 
sus serait  impossible. 

Dans  ce  cas,  on  pourrait  tirer  la  diagonale  BD, 
mener  par  le  point  Cune  parallèle  à BD,  qui  ren- 
contrerait en  G le  côté  ED  prolongé,  et  joindre 
le  point  B au  point  G.  Alors  les  triangles  CBD,  GBD  seraient  équivalents, 
comme  ayant  la  mémo  base  BD  et  des  hauteurs  égales,  et,  par  suite, 
l’bexagone  ABCDEF  serait  équivalent  au  pentagone  concave  ABGEF.  Ou 
retomberait  ainsi  sur  le  cas  précédent. 

* 

Sur  quelques  maximum > et  minimums. 

Théorème  I. 

Parmi  taux  1rs  triangles  tir  même  base  BC  rt  tir  même  jtérimèlrr , le 
triangle  isocèle  ABC  est  un  maximum. 

* A n y Car  en  menant  la  droite  xA y parallèle  à BC, 

j \ y;  les  angles  BA  x,  CA  v sont  égaux  ; donc  pour  tout 

j y I |>oint  D de  xr,  différent  du  jioint  A,  on  a ( voir 

/ \ ! Note  11) 

1/  \f  BD  + DC  > BA  -t-  AC, 

B C 

et  celte  inégalité  aurait  lieu,  à plus  forte  raison,  si  le  |»int  D était  au- 
dessus  de  xj'. 

Donc  tous  les  triangles  ayant  pour  base  BC  et  le  môme  périmètre  que 
ABC  ont  leur  sommet  au-dessous  de  rr,  et  par  conséquent  ils  sont  moin- 
dres que  ABC. 

Remarque.  — Réciproquement,  entre  tous  les  triangles  tir  même  base  BC 
rt  tir  même  surface,  le  triangle  isocèle  ABC  est  celui  qui  a un  /jcrimètrr 
minimum. 

Car,  si  un  triangle  DBC  non  isocèle  a la  môme  surface  que  le  triangle 
isocèle  ABC,  on  peut  construire  un  triangle  isocèle  A’BC  de  mémo  péri- 
mètre que  le  triangle  DBC  et  dont  la  surface  serait  plus  grande  que  celle 
de  DBC.  et  par  conséquent  plus  grande  que  celle  de  ABC.  Donc  le  péri- 
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mètre  de  A'BC,  et  par  conséquent  celui  de  DBC,  est  plus  grand  que  le 
périmètre  de  ABC. 

Corollaire.  — Parmi  tous  les  triangles  île  même  périmètre , le  triangle 
équilatéral  est  un  maximum. 

Car,  en  prenant  pour  base  l'un  quelconque  des  côtés  du  triangle  maxi- 
mum quia  le  périmètre  donné,  les  deux  autres-côlés  doivent  être  égaux: 
donc  les  trois  côtés  du  triangle  sont  égaux  entre  eux. 

On  verrait  de  même  que,  parmi  tous  les  triangles  île  même  surface , 
le  triangle  équilatéral  a le  plus  petit  périmètre. 

Théorème  II. 


Entre  tous  les  triangles  qu'on  peut  former  avec  deux  rtités  donnés , 
faisant  entre  eux  un  angle  quelconque , le  maximum  est  celui  dans  lequel 
ces  deux  côtés  sont  perpendiculaires  l’un  à l’autre. 


En  effet,  soient  un  triangle  ABC  rectangle  en 
B et  un  second  triangle  A'BC  dont  le  côté  A'B 
est  égal  à AB  et  dont  la  hauteur  est  A'D.  Ces 
deux  triangles  ayant  même  base  BC  sont  entre 
eux  comme  leurs  hauteurs  AB,  A’I);  mais  la 
perpendiculaire  A'D  est  moindre  que  l’oblique 


A’B  ou  que  son  égale  AB  ; donc  le  triangle  ABC  est  plus  grand  que  A'BC. 
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NOTES  SUR  LE  LIVRE  III. 


NOTE  27. 


DIVISION  DU  LIVRE  III  ER  TROIS  CHAPITRES. 

Dans  le  troisième  Livre  nous  nous  occuperons  d'abord  do  deux  poly- 
gones ayant  la  même  forme,  c’est-à-dire  de  deux  polygones  dont  l’un  est 
en  petit  ce  que  l’autre  est  en  grand,  ou  vice  versà.  De  là  un  premier 
Chapitre  qui  comprendra  : la  définition  de  deux  polygones  semblables,  les 
caractères  les  plus  simples  auxquels  on  reconnaît  la  similitude  de  deux 
triangles  ou  de  deux  polygones,  la  construction  d'un  polygone  scmbluble 
à un  polygone  donné,  et  les  propriétés  les  plus  élémentaires  de  deux  po- 
lygones semblables. 

Ensuite,  en  nous  fondant  sur  la  similitude  des  triangles,  nous  démon- 
trerons des  relations  d'égalité  entre  différentes  parties  de  certaines  figures, 
ou  plutôt  entre  les  nombres  qui  mesurent  ces  parties.  De  là  un  second 
Chapitre  intitulé  : Kclations  métriques. 

Enfin,  nous  réunirons  dans  un  troisième  Chapitre  quelques  problèmes 
importants  dont  la  résolution  dépend  des  relations  métriques  et  qui,  à la 
rigueur,  {leurraient  être  compris  dans  un  troisième  paragraphe  placé  à la 
fin  du  second  Chapitre. 

NOTE  28. 


CAS  DF.  SIMILITUDE  DE  DEUX  TRIANGLES  RECTANGLES. 


Théorème. 


Deux  triangles  rectangles  sont  semblables, 
un  autre  côté  pro/n  irlionnels. 


lorsqu’ils  ont  l’/iy/mtcnusc  et 

Soient  les  triangles  ABC, 
abc  dont  les  angles  B et  b 
sont  droits,  et  supposons 

, AB  AC  . .. 

qu  on  ait  — r — — ; te  dis 
nu  ne 

que  ces  triangles  sont  sem- 
blables. 


Prenons  sur  le  côté  AB  une  longueur  AD  égale  au  côté  ab,  et  menons 
la  droite  DE  parallèle  à BC.  Les  triangles  ABC,  ADE  seront  sembla- 
bles (202),  et  l'on  aura 


AB  AC  AB  _ AC 
ÀD~XE  °“  âi~  AU' 


Comparant  cette  dernière  proportion  à celle  qui  est  donnée  par  hypo- 
thèse, on  conclut  que  AE  = ac. 
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Donc  les  triangles  rectangles  ADE,  abc  sont  égaux  comme  ayant  l’hypoté- 
nuse égale  et  un  autre  côté  égal  ; et  par  conséquent  les  triangles  ABC,  abc 
sont  semblables. 

Remarque.  — Les  quatre  cas  de  similitude  de  deux  triangles,  démon- 
trés aux  n°*  202,  20t,  20(1  et  dans  cotlo  Note,  correspondent  aux  quatre 
cas  d'égalité  de  deux  triangles,  démontrés  aux  n°*  92,  93,  93  et  77. 

Do  plus,  il  est  à remarquer  que  chaque  cas  de  similitude  suppose  que 
deux  conditions  soient  remplies,  tandis  que  chaque  cas  d'égalité  exige 
trois  conditions.  Cela  se  conçoit  facilement;  car,  pour  que  deux  triangles 
soient  égaux,  il  faut  d'abord  qu'ils  soient  semblables,  et  en  outre  leur 
rapport  de  similitude  doit  être  égal  à Yunité. 


NOTE  29. 

QUELQUES  APPLICATIONS  DES  TRIANGLES  SEMBLABLES. 


Sur  le  /xiint  d'intersection  des  trois  médianes  d'un  triangle. 

On  peut  démontrer,  au  moyen  des  triangles  semblables,  les  deux 
théorèmes  qui  suivent  et  qui  ont  déjà  été  démontrés,  l'un  dans  le  pre- 
mier Livre  (121  ) et  l’autre  dans  la  Note  10. 

Théorème  I. 

Dans  tout  triangle  ABC,  les  médianes  se  coupent  en  un  meme  point. 

Soient  les  deux  médianes  BD,  CE  qui  se  coupent 
au  point  O,  et  menons  la  droite  ED.  Cello  droite 
sera  parallèle  à BC  (117),  et  par  conséquent  les 
triangles  ODE,  OBC  sont  semblables  ; donc  on  a 

ftD  OE  i 
OB~BC  “a* 


Ainsi,  la  droite  OD  est  la  moitié  de  OB  ou  le  tiers  de  la  médiane  BD, 
et  on  verrait  de  même  que  la  troisième  médiane  couperait  BD  au  tiers 
de  BD  à partir  du  côté  AC;  donc  les  trois  médianes  se  coupent  en  un 
même  point. 

Théorème  11. 


Si  des  trois  sommets  d’un  triangle  ABC  et  du  point  d’intersection  O de 
ses  médianes  on  abaisse  des  perpendiculaires  A a,  B h.  Ce,  Oo  sur  une 
droite  xy  extérieure  au  triangle , ta  quatrième  perpendiculaire  sera  une 
moyenne  arithmétique  entre  les  trois  autres. 

Menons  D d perpendiculaire  à xy  et  la 
droite  DE  parallèle  à xy  qui  rencontre  A a 
en  E et  Oo  en  F;  on  aura 

(i)  Oo  = OF  -+■  Fo  = OF  + D//. 


Mais  les  triangles  semblables  DOF,  DAE 
donnent 

OF  DO  i 
AE~  DA  - 3’ 
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OF  = = 3 (An-  Drf)=  jA«  - ,j  Oïl. 


Portant  ccttc  valeur  de  OF  dans  l'égalité  (i),  il  vient 


et,  par  suite  (122). 

t 

3 


0<.=  iAfl  + ^Drf, 


_ i , î Bi  + Cc  i , . „ , _ , 

O o = - Ao  4-  ; — s ( Art  4-  Dé  4- Ce). 


^jj  Mesure  du  trapèze  considéré  comme  la  différence  de  deux  triangles. 

Soit  le  trapèze  ABCD;  prolongeons  ses  côtés  non  parallèles  jusqu'à  leur 
E rencontre  au  point  E,  de  ce  point  abaissons  sur  AB  la 
perpendiculaire  KF  qui  coupe  DC  au  point  G,  et  dési- 
gnons AB,  DC,  EF,  EG,  GF  par  B,  b , II,  //,  h'.  On  aura 


/ 

/ 

\ 

\c 

/ 

( i ) ABCD  = EAB  — EDC  = ^ BH  -bb  ). 
Maintenant,  les  triangles  EAB,  EDC  étant  sembla- 


bles, ainsi  que  les  triangles  EAF.  EDG,  on  a 

B EA  EA  H 
b~  ED’  ED  ~ A ’ 


doue 

{») 

et,  par  suite, 


B -I,  H -h 


B H 

l~  b' 

= -r  ■ d'où  h — 


b h h 

D’ailleurs,  de  l’égalité  (a)  on  tire  aussi 


bb’ 

B -b' 


B 


H 


H .,  . u 
— 7-i  d ou  H — 


B// 

B -b'. 


B - b ~ H - h ~ U 
Portant  les  valeurs  de  b et  de  H dans  l’égalité  (i),  il  vient 

ABCD  = -A'x 

i B — î> 

mais,  d’après  le  n°  198, 

B1  — ô’  = ( B 4- ô)  (B  — ô)  ; 


donc 


ABCD  ^-h  (ü  + b). 
a 1 


Ainsi,  le  trapèze  ABCD  a pour  mesure  lu  moitié  du  produit  de  sa  hau- 
teur par  la  somme  de  ses  bases  (191  ). 
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Remarque.  — L’égalité  (a)  donne 

B b B-//  B — b 
H ~ h " H — h ~~  U ’ 

et  de  là  on  aurait  pu  tirer  les  valeurs  de  H et  de  h pour  les  porter  dans 
légalité  (i). 


NOTE  30. 

SUR  LE  RAPPORT  DES  SURFACES  DE  I EUX  TRIANGLES  SEMBLABLES. 


On  a vu  (208)  que  lieux  triangles  semblables  sont  entre  eux  comme 
les  carrés  de  leurs  côtés  homologues. 

Nous  allons  démontrer  ce  théorème  de  trois  autres  manières. 


A 


Soit  uu  triangle  ABC  et  conccvons-en  un  second  semblable  au 
premier.  Ces  deux  triangles  étant  équiangles,  on  peut 
les  superposer  de  manière  qu'ils  aient  l'angle  A com- 
mun, et  soit  A bd  le  second  triangle. 

Puisque  les  triangles  ABC,  Abc  sont  semblables, 
leurs  angles  en  B et  en  b sont  égaux,  et,  comme  ces 
angles  sont  correspondants,  le  côté  bc  est  parallèle 
à BC;  donc,  si  l’on  abaisse  sur  BC  la  perpendicu- 
11  ^ luire  AD  qui  rencontre  bc  au  |>oint  d , la  droite  Ad 

sera  la  hauteur  du  triangle  Abc. 

Maintenant,  les  triangles  ABC,  A bc  donnent 


(•) 


BC  _ AJB 

bc  ^ Ab' 


et  de  même,  à cause  de  la  similitude  des  triangles  rectangles  ABU,  A bd 
on  a 

AD  .Alt 
Ad~  Ab' 


ou 

ta) 


-Ad 

a 


AB 

Ab 


Multipliant  l’égalité  ( i ) par  l'égalité  (a)  et  remarquant  que  les  pro- 
duits  BC  x ^ AD  et  bc  x - Ad  sont  respectivement  les  mesures  des  deux 
triangles  ABC,  Abc,  il  vient 


ABC 

Abc 


a"  Soient  les  triangles  semblables  ABC,  Abc,  cpii  ont  encore  l'angle  A 
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commun  ; on  aura  d'abord 


(') 


AC_  AB 
A c \b 


Ensuite,  si  l'on  abaisso  sur  AC  les  perpendiculaires 
BB',  bb' , les  triangles  rectangles  semblables  ABB', 
A bb'  donnent 

BB  AB 

Kb’  Kl 


- BB' 

U 

-bb' 


AB 

A b 


Multipliant  l’égalité  (i)  par  l’égalité  (a),  et  remarquant  que  les  pro- 
duits AC  x - BB'  et  Acx  - bb'  sont  les  mesures  des  deux  triangles  ABC, 
Kbc,  il  vient 


ABC 

A bc 


AB 

Kb’ 


3°  Soient  les  triangles  semblables  ABC,  abc  et  AD,  ml  leurs  hauteurs. 

Ces  triangles  sont  entre  eux  comme  leurs 
mesures  ; donc  on  a 


ABC 

abc 


BC  x - AD 
a 

bc  x - ai/ 


_ BC  AD 

bc  iul 


D'ailleurs,  à cause  de  la  similitude  des  triangles  ABC,  abc  et  de  celle  des 

BC  40 

triangles  ABD,  abd,  chacun  des  rapports  et  — est  égal  au  rapport 

AB  , 

-7-;  donc 

ab  — i 

ABC  AB  _ 

abc~iï'' 


NOTE  31. 

DES  CERTRES  DB  SIMILITUDE  DE  DEUX  POLTGOSES. 

POLYGONES  HOMOTHÉTIQUES. 

Définitions. 

Deux  points  pris  sur  les  plans  de  deux  polygones  semblables  sont  dits 
homologues,  lorsqu’en  les  joignant  aux  extrémités  de  deux  côtés  homo- 
logues on  détermine  deux  triangles  semblables  et  semblablement  disposés 

ÉUments,  *3 
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par  rapport  aux  deux  polygones.  Ainsi,  en  vertu  du  n°  213,  les  sommets 
homologues  de  deux  polygones  semblables  (200)  sont  des  points  homo- 
logues. 

Deux  droites  sont  dites  homologues,  lorsque  leurs  extrémités  sont  res- 
pectivement des  points  homologues.  Ainsi,  les  côtés  et  les  diagonales 
homologues  de  deux  polygones  semblables  ( 200  ) sont  des  droites  homo- 
logues. 


Théorème  I. 


Lorsque  deux  polygones  ABCDE,  abcde  sont  semblables,  si  on  joint  les 
sommets  du  premier  à un  point  quelconque  O,  et  les  sommets  du  second 
au  point  homologue  n,  les  triangles  ayant  pour  sommets  ces  deux  points 
et  pour  bases  les  côtés  des  polygones  seront  semblables  chacun  à chacun . 


D 


Supposons  que  les  points  ho- 
mologues O,  o aient  été  déter- 
minés en  faisant  les  angles  OAB, 
OBA  respectivement  égaux  aux 
angles  oab,  nba;  il  en  résulte 
d’abord  que  les  triangles  OAB, 
oab  sont  semblables,  et  que  les 
angles  OBC,  obe  sont  égaux.  En- 
suite, on  a 


OB  AB 

ob  ab' 


et,  à cause  de  la  similitude  des  deux  polygones,  on  a aussi 

AB  BC. 

ab  bc  ’ 

donc 

OB  = BC 
ob  ~ bc 


Donc,  les  deux  triangles  OBC,  obe  ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés 
proportionnels,  et  par  conséquent  ils  sont  semblables  (201). 

On  démontrerait  de  môme  la  similitude  des  triangles  OCD,  oed,  et  ainsi 
de  su  te. 

Remarque  I.  — Au  n°  212  on  a démontré  que  deux  polygones  sem- 
blables peuvent  se  décomposer  en  un  meme  nombre  de  triangles  sembla- 
bles chacun  h chacun  et  semblablement  disposés,  et  pour  cela,  de  deux 
sommets  homologues  on  a mené  des  diagonales  aux  sommets  des  angles 
opposés;  mais,  d’après  le  théorème  ci-dessus,  on  aurait  pu  joindro'les 
sommets  des  deux  polygones  à deux  points  homologues  quelconques  O, 
o pris  dans  l’intérieur  de  ces  polygones. 

Remarque  II.  — En  supposant  que  les  triangles  OAB,  OBC,. . . soient 
respectivement  semblables  aux  triangles  oab,  obe,...,  et  en  raisonnant 
comme  on  l'a  fait  au  n"  210,  on  démontrerait  facilement  que  les  deux  po- 
lygones ABCDE,  abcde  sont  semblables. 


Digitized  by  Google 


ROTES  SCR  LB  LIVRE  III.  — NOTE  3l.  355 

Définitions.  — Deux  points  homologues,  tels  que  O et  o,  sont  appelés 
quelquefois  centres  de  similitude  des  polygones  ABCDE  et  abede.  Alors 
les  droites  OA,  OB, ...  et  oa,  ob,. . . se  nomment  rayons  vecteurs  ou 
rayons  de  similitude. 

Remarque  III.  — Les  droites  OA,  OB,. . . sont  proportionnelles  aux 

droites  oa,  ob,...,  et  les  angles  AOB,  BOC formés  par  les  premières 

droites  sont  respectivement  égaux  aux  angles  nob,  boc, . . . formés  par  les 

secondes.  De  plus,  chacun  des  rapports  ^ ^ > • • • est  égal  au  rapport 

de  similitude  ^5- 
ab 

Plus  généralement,  le  rapport  de  deux  droites  homologues  quelconques 

AB 

FG  et  fg  est  égal  au  rapport  de  similitude  ~ des  deux  polygones  ABCDE, 
abede. 

Car  les  points  P et  G étant  respectivement  1rs  homologues  des  points  / 


i 


a b 


et  g,  les  angles  FAB,  GAB  sont  égaux  aux  angles  fab , gab  chacun  à cha- 
cun, et  par  conséquent  l’angle  FAG,  différence  des  angles  FAB,  GAB,  est 
égal  à l'angle  fag,  différence  dos  angles  fab,  gab.  D’ailleurs,  comme  on  a 

FA  AB  GA 
fa  ab  ga  ’ 

il  s’ensuit  que  les  triangles  AFG , afg  sont  semblables,  comme  ayant  un 
angle  égal  compris  entre  cétés  proportionnels  ; donc 

FG  _ FA  _ AB 
fg  ~ fa  ~ ab' 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

TnéoRÈME  II. 


Si  deux  polygones  ABCDE,  abede  sont  semblables,  on  peut  tes  placer 
de  telle  sorte,  qu’en  menant  par  un  même  point  des  rayons  vecteurs  h 
tous  les  sommets  de  l’un  des  polygones,  ces  rayons  passent  par  les  som- 
mets de  l'autre,  et  que  les  rayons  vecteurs  diriges  suivant  les  mêmes 
droites  soient  proportionnels. 


En  effet,  soient  les  deux  points 
homologues  O , o et  les  rayons 
vecteurs  OA,  OB,. ..,  oa,  ob,.... 
Si  l'on  porte  le  second  polygone 
sur  le  premier,  de  manière  que 
l’angle  aob  coïncide  avec  son 
égal  AOB,  l’angle  boc  coïncidera 


23. 
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aussi  avec  BOC,  et  ainsi  de  suite;  donc  déjà  les  sommotsr»,  b,c,.. . seront 
placés  sur  les  rayons  OA,  OB,  OC,...  en  d,  b',  c', De  plus,  on  aura 

OA  _ OB  OC  _ 

On’  “ 06'  “ Oc’  ~ ’ ' ’’ 


donc  la  proposition  est  démontrée. 

Remarque  I.  — Les  points  0,  o peuvent  se  trouver  sur  les  deux  péri- 
mètres ou  être  extérieurs  aux  polygones. 

Remarque  II.  — Le  point  0 est  un  centre  commun  de  similitude  ou  un 
/tôle  de  similitude  des  deux  polygones  ABCDE  et  a'b'c'd'e'. 

Remarque  111.  — Lorsque  deux  polygones  ABCD. . .IKL  et  abed. . . iAl 
sont  semblables,  il  peut  arriver  que  leurs  côtés  homologues  soient  dispo- 
sés ou  ne  soient  pas  disposés  de  la  même  manière.  Dans  le  premier  cas, 
un  observateur,  placé  successivement  dans  l’intérieur  do  ces  polygones  et 
d’un  même  côté  de  leur  plan  commun,  verrait  les  sommets  A,  B,  C, . . . 
et  les  sommets  n,  b,  c,...  se  succéder  dans  le  même  sens,  c’est-à-dire 
de  droite  à gauche  ou  de  gauche  à droite;  et  dans  le  second  cas,  il  ver- 
rait les  sommets  des  deux  polygones  se  succéder  en  sens  contraires. 

Ainsi,  dans  la  figure  ci-dessus,  les  deux  polygones  ABCDE  et  abede  ont 
leurs  côtés  disposés  do  la  même  manière.  S’il  en  était  autrement,  il  fau- 
drait retourner  le  polygone  abede , par  exemple,  avant  de  le  placer  sur 
a'b'c'd'e'. 

Remarque  IF.  — Les  côtés  AB  et  a' b',  BC  et  b'c',...  sont  parallèles 
et  dirigés  dans  le  même  sens , et,  si  on  construisait  le  polygone  a'b'c’d'e' 
symétrique  de  a'b'c'd'e'  par  rapport  au  point  O,  ces  deux  polygones  se- 
raient égaux  et  leurs  côtés  a' b'  et  a"b\  b'c'  et  b'c', . . . seraient’  parallèles 
et  dirigés  en  sens  contraires  (voir  la  Note  H ),  d’où  il  résulterait  que  les 
côtés  AB  et  a' b’,  BC  et  b'c',...  seraient  parallèles  et  dirigés  en  sens 
contraires. 

Donc,  deux  polygones  semblables  ABCDE  et  abede  peuvent  être  placés 
de  manière  qu'ils  aient  leurs  côtés  respectivement  parallèles  et  dirigés 
dans  le  même  sens  au  en  sens  contraires. 

Du  reste,  cette  proposition  est  aussi  une  conséquence  du  théorème 
suivant. 

Théorèhe  IIL 


Lorsque  deux  polygones  semblables  ABCD,  abcd  ont  leurs  côtés  disposés 
de  la  même  manière,  si  deux  côtés  homologues  AB,  ab  sont  partdlèlcs  et 
dirigés  dans  le  même  sens,  tes  autres  côtés  de  ces  polygones  seront  aussi 
respectivement  parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens. 


C 


En  effet,  concevons  que  par  le  point  b on 
mène  une  droite  parallèle  à BC  et  dirigée 
dans  le  même  sens  ; alors  cette  droite  doit 
faire  avec  ba  un  angle  égal  à l’angle  B,  et  par 
conséquent  elle  prendra  la  direction  de  bc- 
donc  les  côtés  BC  et  bc  sont  parallèles  et  di- 
rigés dans  le  même  sens.  Il  en  serait  de  même 
des  côtés  CD  et  cd 
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Remarque.  — On  démontrerait  pareillement  que,  si  tes  côtés  AB,  ab 
étaient  parallèles  et  dirigés  en  sens  contraires,  les  autres  côtés  seraient 
aussi  respectivement  parallèles  et  dirigés  en  sens  contraires. 

Théorème  IV. 

Si  d'un  point  quelconque  S on  mène  aux  sommets  d’un  polygone 
ABCD  les  droites  SA,  SB,  SC, ...  et  qu’on  prenne  sur  ces  droites  les 
jsoints  a,  b,  c, . , . tels  qu’on  ait  ' 

SA  _ SB  _ SC  _ SD 
Sa  S b Se  §«/’ 

les  polygones  ABCD , abcd  seront  semblables. 

Car  les  triangles  SAB,  S ab  sont  semblables 
comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés 
proportionnels;  donc  AB  est  parallèle  à ab  : de  môme 

BC  est  parallèle  à bc 

Ainsi,  les  deux  polygones  ABCD,  abcd  ont  leurs 
côtés  parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens,  et 
par  conséquent  leurs  angles  sont  respectivement 
égaux. 

De  plus,  les  triangles  SAB,  SBC, . . . étant  sembla- 
bles aux  triangles  S ab,  S bc, . . . , on  a 

AB  _ SB  _ BC  SC  CD  _ 

ab  ~ S b bc  Sc  cd 

d’où  il  résulte  que  les  deux  polygones  ont  aussi  leurs 
côtés  proportionnels. 

Donc  les  polygones  ABCD,  abcd  sont  semblables. 

Remarque  I.  — Si  l’on  prend  sur  les  prolonge- 
ments des  droites  SA,  SB,. . .,  au  delà  du  point  S, 
les  distances  Sa,  S b, . . . , de  manière  qu’on  ait 

SA  SB  _ 

Sa~  Sb  ’ 

les  polygones  ABCD,  abcd  seront  encore  semblables. 

Remarque  II.  — Selon  que  les  sommets  a.  b,  c,...  sont  situés  sur  les 
droites  SA,  SB,  SC,...,  ou  sur  leurs  prolongements,  au  delà  du  points, 
les  polygones  sont  semblables  et  semblablement  placés,  ou  bien  semblables 
et  inversement  placés. 

Pour  abréger,  M.  Chasles  a donné  à cette  similitude  de  forme  et  de 
position  le  nom  d ’homothétie  directe  dans  le  premier  cas  et  celui  d’/io- 
mothètie  inverse  dans  le  second. 

Le  point  S est  un  centre  d'homothétie  des  deux  polygones  ABCD,  abcd', 

SA 

et,  en  désignant  par  k le  rapport  g-  i k est  le  rapport  d’homothétie  du 

S)  fl 

premier  polygone  au  second,  et  par  conséquent  ^ le  rapport  d'homothétie 
du  second  au  premier. 
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Remarque  111.  — Si  deux  points  quelconques  E,  e,  situés  sur  une 

SE 

droite  passant  par  le  point  S,  sont  tels  que  ^ = k,  on  dit  que  ces  points 

sont  homologues.  En  joignant  le  point  E aux  extrémités  de  AB  et  e aux 
extrémités  de  ab,  les  triangles  EAB,  eab  seront  semblables  et  semblable- 
ment placés  par  rapport  aux  deux  polygones  ; ainsi  cette  dernière  défini- 
tion de  deux  points  homologues  est  conforme  à celle  qu'on  a donnée  au 
commencement  de  cette  Note. 

Remarque  IV.  — Plus  généralement  : si  d’un  point  S on  mène  à dif- 
férents points  A,  B,  C, . . . , disposés  d’une  manière  quelconque,  les  droites 
SA,  SB,  SC,...,  et  qu’on  prenne  sur  ces  droites  ou  sur  leurs  prolonge- 
ments au  delà  du  point  S,  des  points  a,  b,  c,...  tels  qu'on  ait 

SA  _ SB  _ SC  _ , 

Sa  " Sb  ~ Sc  ’ 

les  deux  systèmes  de  points  A,  B,  C,. . . et  a,  b,  c,...  sont  dits  homo- 
thétiques directs  ou  homothétiques  inverses , suivant  que  les  points  A et  a, 
B et  A,...  sont  d’un  même  côté  du  point  S,  ou  de  part  et  d'autro  de  ce 
point. 

Selon  que  les  points  A,  B,  C, ...  du  premier  système  sont  isolés  ou 
qu’ils  forment  des  lignes  continues,  il  en  est  de  môme  évidemment  des 
points  a,  b,  c,.... 

Le  point  S est  toujours  le  centre  d'homothétie  et  le  nombre  k le  rapport 
d’Jiomothétie  des  deux  systèmes  A,  B,  C, ...  et  a,  b,  c, ... . 

Deux  points  A,  a placés  sur  le  même  rayon  vecteur  sont  encore  des 
points  homologues.  Si  deux  points  A,  B ont  respectivement  pour  homolo- 
gues les  points  a,  b,  les  droites  AB,  ab  sont  homologues;  ces  droites  sont 
parallèles,  et  le  rapport  de  AB  à ab  est  égal  au  rapport  d’homothétie  l . 

De  ce  que  deux  droites  homologues  sont  parallèles,  il  s'ensuit  que,  si 
trois  /oints  du  premier  système  sont  en  ligne  droite,  les  trois  joints  ho- 
mologues du  second  système  sont  aussi  en  ligne  droite,  et,  par  conséquent, 
la figure  homothétique  directe  ou  inverse  d’une  ligne  droite  est  une  seconde 
ligne  droite  parallèle  à ta  première. 

Lorsque  deux  systèmes  de  points  A,  B,  C,.. . et  a,  b,  c,...  sont  ho- 
mothétiques inverses,  si  on  fait  tourner  l’un  deux  de  180  degrés  autour 
du  centre  S,  les  deux  systèmes  deviennent  homothétiques  directs.  Donc, 
en  faisant  varier  la  position  du  centre  S et  en  donnant  à h toutes  les  va- 
leurs de  zéro  à l’infini,  on  obtient  tous  les  systèmes  homothétiques  à un 
système  donné  A,  B,  C,.. .,  soit  qu'on  prenne  les  points  homologues  a, 
b,  c, ...  sur  les  droites  SA,  SB,  SC,...,  soit  qu’on  les  prenne  sur  les 
prolongements  de  ces  mêmes  droites,  au  delà  du  point  S. 

Théorème  V. 

Deux  jmlygones  semblables  ABCD,  abcd,  qui  ont  leurs  côtés  jiarallèles 
et  dirigés  dans  le  même  sens,  sont  homothétiques  directs. 

Supposons  que  les  côtés  AB,  BC, . . . soient  parallèles  aux  côtés  ab, 
bc....,  et  menons  les  droites  Aa,  Bô,  qui  sc  rencontrent  au  point  S.  Les 
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.triangles  SAB,  S ab  seront  semblables,  et  l'on  aura 


AB  _ SB. 
ab  S b' 


Maintenant,  si  on  joint  le  point  S aux  points  C et  c,  les  triangles  SBC, 
S be  sont  semblables  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés 
proportionnels;  donc  l'angle  BSC  est  égal  à l’angle  bSc,  et  par  consé- 
quent les  rayons  SC  et  Sc  coïncident.  On  verrait  de  même  que  la  droite 
D d passe  par  le  point  S. 

De  plus,  on  a 

SA  _ SB  _ AB 
S n S b ' ab' 

donc  les  polygones  ABCD,  abcd  sont  homothétiques  directs. 

Remarque  I.  — Deux  polygones  semblables,  qui  ont  leurs  côtés  paral- 
lèles et  dirigés  en  sens  contraires,  sont  homothétiques  inverses. 

Démonstration  analogue  à la  précédente. 

Remarque  11.  — Ce  théorème  serait  encore  vrai  si,  au  lieu  de  deux 
polygones  tels  que  ABCD,  abcd , on  considérait  deux  lignes  brisées  sembla- 
bles (275),  non  fermées,  dont  les  côtés  seraient  parallèles  et  dirigés  dans 
le  même  sens. 


Théorème  VI. 

Deux  polygones  ABCD,  abcd  sont  homothétiques,  si  les  droites  qui  joi- 
gnent les  sommets  du  premier  à un  point  O sont  parallèles  et  proportion- 
nelles aux  droites  qui  joignent  les  sommets  du  second  à un  autre  point  o. 

Supposons  d'abord  que  les  droites  OA,  OB,. . . et  les  droites  oa,  ob,..., 


qui  sont  parallèles  et  proportionnelles,  soient  en  outre  dirigées  dans  le 

même  sens,  et  menons  les  droites  Oo,  An  qui  se  rencontrent  au  point  S. 

ii  i i » SO  AO  BO  . ...  i ■ , a 

Il  en  résulte  que  y-  = — = et,  si  1 on  joint  le  point  S aux  points 
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B et  b , les  triangles  SBO,  S bo  sont  semblables  comme  ayant  un  angle  . 
égal  compris  entre  côtés  proportionnels  ; donc  les  angles  OSB,  nSb  sont 
égaux,  et  par  conséquent  les  droites  SB,  Si  coïncident.  On  verrait  qu’il 

en  est  de  même  des  droites  SC,  Sc 

Maintenant,  à cause  des  parallèles  OA  et  on,  OB  et  oi, ... , on  a 

SO  _ SA  _ SB  _ _ SD  _ 

So  Sa  S b ' Sd' 

donc  les  polygones  ABCD,  abcd  sont  homothétiques  directs. 

Si  les  côtés  parallèles  OA  et  oa,  OB  et  ob,...  étaient  dirigés  en  sens 
contraires,  le  point  S serait  placé  entre  les  points  O,  o,  et  les  deux  poly- 
gones seraient  homothétiques  inverses. 

Remarque.  — Les  points  0,  o s'appellent  les  />ôles  conjugués  des  deux 
polygones  homothétiques.  Donc,  deux  pôles  conjugués  sont  en  ligne  droite 
avec  le  centre  d’homothétie. 


Théorème  VU. 


Si  deux  polygones  à centre  sont  homothétiques  directs,  ils  sont  aussi 
homothétiques  inverses,  et  réciprorjuement. 

Scit,  par  exemple,  le  parallélogramme  ABCD  qui 
a pour  centre  le  point  d'intersection  O de  ses  dia- 
gonales AC,  DB  (110);  d'un  point  quelconque  S, 
menons  les  droites  SA,  SB,  SC,  SD,  et  déterminons 
sur  ces  droites  les  points  a , b,  c,  d tels  qu'on  ait 

SA  _ SB  _ SD  • 

S«  “S  b S d~*’ 

Les  deux  parallélogrammes  ABCD,  abcd  seront  homothétiques  directs, 
et  je  dis  qu'ils  sont  aussi  homothétiques  inverses. 

Car  le  point  O a pour  homologue  le  point  d’intersection  o des  diago- 
nales ac,  db , puisque  l’homologue  du  point  O doit  se  trouver  à la  fois  sur 
ne  et  sur  db,  et  de  là  il  résulte  que  les  droites  OA,  OB,  OC,  OD  sont  pa- 
rallèles et  proportionnelles  aux  droites  oa,  ob,  oc,  od,  et  par  conséquent 
aux  droites  oc,  od,  oa,  ob;  d’ailleurs  les  droites  OA  et  oc  sont  dirigées  en 
sens  contraires,  ainsi  que  les  droites  OB  et  od,. ...  Donc  les  polygones 
ABCD  et  abcd  sont  homothétiques  inverses. 


Remarque.  — Le  point  S situé  sur  le  prolongement  de  Oo  est  le  centre 
de  similitude  directe  des  deux  polygones,  et  le  point  S'  situé  sur  Oo  est 
leur  centre  de  similitude  inverse. 

Les  distances  des  /joints  S,  S',  aux  /joints  O,  o,  sont  proportionnelles. 
SO  S' O 

Car  les  deux  rapports  g-  et  sont  égaux  chacun  au  rap|>ort  d’homo- 


thétie 

ab 


Théorème  Y11I. 


Deux  polygones  homothétiques  à un  troisième  sont  homothétiques 
entre  eux. 
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Soient  les  triangles  abc , a'k'c',  tous  deux  homothétiques  au  triangle 
s.  ABC;  ces  deux  triangles  sont  sembla- 
. blés  et,  de  plus,  ils  ont  leurs  côtés 
respectivement  parallèles;  donc  ils  sont 
homothétiques. 

Remarque  1.  — Supposons  qu’on  ait 
AB  BC  _ _ . 

ab  Te  ~~  ' ' " ~~  ’ 

AB  BC  _ ,, 

a' b'  ~ b'c' 

on  en  déduira 

ab  bc  k' 

âT‘  = VP  =-"=  T‘ 

Lorsque  k = k',  le  côté  ab  = a' b', . . donc  les  deux  triangles  sembla- 
bles abc , a'b'c'  deviennent  égaux. 

De  là  il  résulte  qu’au  moyen  d’un  seul  centre  de  similitude  S on  peut, 
en  faisant  varier  le  rapport  k de  zéro  à l’infini,  construire  tous  les  trian- 
gles homothétiques  à un  triangle  donné  ABC. 

Remarque  II.  — Si  les  deux  triangles  abc , a'b'  c'  sont  tous  deux  homo- 
thétiques directs  ou  homothétiques  inverses  par  rapport  au  triangle  ABC, 
ils  sont  homothétiques  directs  entre  eux  ; mais,  si  les  deux  triangles  étaient 
l’un  homothétique  direct  et  l’autre  homothétique  inverse  par  rapport  à 
ABC,  ils  seraient  entre  eux  homothétiques  inverses.  Donc,  parmi  les  trois 
systèmes  homothétiques  que  peuvent  former  trois  triangles  considérés 
deuxàdeux,  il  yen  a toujours  un  nombre  impair(un  ou  troisjdont  l’ho- 
molhélie  est  directe. 

Remarque  111.  — Pour  plus  de  simplicité  dans  la  figure,  on  a consi- 
déré des  triangles;  mais  la  démonstration  ne  changerait  pas  si  les  deux 
polygones  avaient  un  nombre  quelconque  de  côtés. 

On  verrait  aussi  de  la  môme  manière  que  deux  systèmes  quelconques 
tle  p oints , homothétiques  à un  troisième,  sont  homothétiques  entre  eux. 

Reman/ue  IF.  — les  centres  de  similitude  de  trois  polygones , homo- 
thétiques deux  h deux,  sont  en  ligne  droite. 

Considérons  toujours  les  triangles  ABC,  abc,  «7/c';jedis,  par  exemple, 
que  les  centres  S,  S',  S'  sont  en  ligne  droite. 

En  effet,  le  système  des  quatre  points  A,  B,  C,  S',  en  prenant  le  point  S 

SA 

pour  centre  et  pour  rapport  de  similitude  k — —,  a pour  système 
homothétique  a,  b,  r,  s',  et  le  premier  système,  en  prenant  pour  centre 
le  point  S' et  pour  rapport  de  similitude  k'  = , a pour  système  homo- 

thétique a',  b',  c',  S'  (le  point  S'  étant  lui-mèmo  son  homologue).  Or,  les 
deux  systèmes  a,  b,  c,  s'  et  a',  b',  c',  S'  sont  homothétiques  entre  eux; 
donc  la  droite  s' S'  ou  la  droite  SS’  doit  passer  par  le  points'. 

Lorsque  trois  polygones  à centre  sont  homothétiques  deux  à deux,  ils 
ont  trois  centres  de  similitude  directe  et  trois  centres  de  similitude  in- 
verse. Daus  ce  cas,  les  trois  centres  de  similitude  directe  sont  en  ligne 
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droite,  et  on  verrait  aussi  que  deux  centres  de  similitude  inverse  et  le 
centre  de  similitude  directe,  correspondant  au  troisième  centre  de  simi- 
litude inverse,  sont  en  ligne  droite. 

La  droite  qui  passe  par  les  trois  centres  de  similitude  directe  s’appelle 
axe  île  similitude  directe,  et  chacune  des  trois  droites  qui  passent  par 
deux  centres  de  similitude  inverse  et  un  centre  de  similitude  directe  est 
un  axe  de  similitiule  inverse. 


NOTE  32. 

SUR  I,A  DÉFINITION  DES  POLTGONES  SEMBLABLES. 

Nous  avons  adopté  la  définition  ordinaire  des  /nlygoncs  semblables 
comme  étant  la  plus  naturelle  ( 200). 

Quelques  auteurs  ont  objecté  qu’elle  contenait  trop  do  conditions.  En 
effet,  en  considérant  des  polygones  de  n côtés,  elle  exige  : i°  que  les 
angles  soient  égaux  chacun  à chacun,  ce  qui  fait  /a  conditions;  2°  que  les 
côtés  homologues  soient  proportionnels,  ce  qui  fait  n — i conditions.  Il  y 
a donc  en  tout  a n — i conditions. 

Or,  pour  construire  un  polygone  semblable  à un  autre  de  n côtés,  on 
peut  prendre  un  côté  à volonté,  et  il  n'y  a plus  qu’à  déterminer  la  position 
des  sommets  des  n — a angles  qui  doivent  être  situés  hors  de  ce  côté  ; et, 
comme  la  position  de  chaque  sommet  exige  deux  données,  le  nombre 
des  données  nécessaires  pour  construire  le  second  polygone  sera  a (n  — a) 
ou  an— 4.  Donc  la  définition  en  question  contient  trois  conditions  de 
trop. 

« Pour  obvier  à cet  inconvénient  on  pourrait,  » dit  Legendre  (dans  ses 
Éléments  de  Géométrie,  Note  1),  « décomposer  la  définition  en  deux 
» autres  do  cette  manière  : 

* 1“  Deux  triangles  sont  semblables , lorsqu'ils  ont  deux  angles  égaux 
• chacun  à chacun. 

» a°  Deux  polygones  sont  semblables,  lorsqu’on  peut  former  dans  l’un 
» et  dans  l’autre  un  même  nombre  de  triangles  semblables  chacun  à 
» chacun  et  semblablement  disposés. 

» Mais,  pour  que  cette  dernière  définition  ne  contienne  pas  elle-même 
« des  conditions  superflues,  il  faut  que  le  nombre  des  triangles  soit  égal 
» au  nombre  des  côtés  du  polygone  moins  deux,  ce  qui  peut  avoir  lieu 
» de  deux  manières.  On  peut  mener  des  sommets  do  deux  angles  homo- 
» logues  des  diagonales  aux  sommets  des  angles  opposés;  alors  tous  les 
» triangles  formés  dans  chaque  polygone  auront  un  sommet  commun,  et 
» leur  somme  sera  égale  au  polygone;  ou  bien,  on  peut  supposer  que  tous 
» les  triangles  formés  dans  un  polygone  ont  pour  base  commune  un  côté 
» du  polygone,  et  pour  sommets  ceux  des  différents  angles  opposés  à 
» cette  base.  Dans  l’un  ou  l’autre  cas,  le  nombre  des  triangles  formés 
» de  part  et  d'autre  étant  n — a,  les  conditions  de  leur  similitude  seront 
» au  nombre  de  a n — 4 ; et  la  définition  ne  contiendra  rien  de  superfiu. 
> Cette  nouvelle  définition  étant  posée,  l’ancienne  deviendra  un  Ihéo- 
» rême  qu'on  pourra  démontrer  immédiatement.  » 

Ainsi,  l’on  pourrait  donner  des  polygones  semblables  ces  deux  défini- 
tions, dont  la  première  a été  adoptée  par  quelques  auteurs  : 


Digitized  by  Google 


NOTES  SUR  LE  LIVRE  III.  — NOTE  33.  363 

i°  On  dit  que  deux  polygones  sont  semblables,  lorsqu’en  joignant  dans 
chacun  de  ces  polygones  un  sommet  à tous  les  sommets  des  angles  op- 
posés, on  forme  des  triangles  semblables  chacun  à chacun  et  semblable- 
ment placés. 

a*  Deux  polygones  sont  dits  semblables,  lorsqu'en  joignant  dans  cha- 
cun de  ces  polygones  les  extrémités  d'un  côté  aux  sommets  des  angles 
opposés  à ce  côté,  on  forme  des  triangles  semblables  chacun  à chacun  et 
semblablement  placés. 

On  peut  encore  définir  les  polygones  semblables  de  la  manière  suivante  : 

Deux  polygones  sont  dits  semblables,  lorsqu’ils  peuvent  être  placés  do 
telle  sorte,  qu'en  joignant  leurs  sommets  deux  à deux  par  des  droites, 
ces  droites  concourent  toutes  en  un  môme  point  et  que  les  portions  de 
ces  mêmes  droites,  comprises  entre  ce  point  et  les  sommets,  soient  pro- 
portionnelles. 

Du  reste,  cette  définition  peut  s’énoncer  plus  simplement  en  disant  : 
qu’un  polygone  est  semblable  à un  autre,  lorsqu’il  est  égal  à l'un  des  po- 
lygones homothétiques  à cet  autre. 

Cette  dernière  définition  de  deux  polygones  semblables  aurait  un  avan- 
tage sur  les  autres  en  ce  qu’elle  peut  s'étendre  à des  figures  semblables 
quelconques.  Mais,  en  somme,  la  définition  ordinaire  est  celle  qui  me 
semble  le  mieux  convenir  dans  les  Eléments  t le  Géométrie.  Les  objec- 
tions qu’on  y oppose  pourraient  s’appliquer  de  même  à la  définition  des 
figures  égales,  et  cependant  personne  ne  s’avisera  de  dire  : qu'on  appelle 
triangles  égaux  deux  triangles  qui  ont  un  côté  égal  adjacent  à deux  angles 
égaux  chacun  à chacun  ; qu’on  appelle  polygones  égaux  deux  polygones 
composés  d'un  même  nombre  de  triangles,  égaux  chacun  à chacun  et  dis- 
posés de  la  même  manière. 


NOTE  33. 


DES  CENTRES  DE  SIMILITUDE  DE  DEUX  CERCLES. 


Théorème  1. 


Les  lignes  homothétiques  d’une  circonférence  sont  des  circonférences . 


On  aura  aussi  ( 204  ) 

. OA 


D’un  point  quelconque  S menons 
au  centre  du  cercle  O et  à un  point  A 
de  la  circonférence  les  droites  SO, 
SA,  et  déterminons  sur  ces  droites 
les  points  o,  a tels  que 

SO  _ SA  , 
s7~s^~a'- 


— = A: 
oa 


donc  la  longueur  de  oa  est  conslante,  et,  par  conséquent,  le  lieu  des 
points  tels  que  a est  une  circonférence  qui  a pour  centre  le  point  o,  et 
pour  rayon  la  droite  oa. 
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Remarque.  — Les  deux  circonférences  0,  a sont  homothétiques  di- 
rectes, et  les  rayons  homologues  OA,  oa  sont  parallèles  et  dirigés  dans  le 
même  sens. 


On  peut  prendre  les  distances  So,  Sa  sur 
les  prolongements  des  droites  OS,  AS  ; alors 
les  deux  circonférences  sont  homothétiques 
inverses  et  les  rayons  homologues  OA,  oa 
sont  parallèles  et  dirigés  en  sons  contraires. 


Théorème  II. 


Deux  circonférences  quelconques 
homothétiques  inverses. 


Car  les  triangles  semblables  SOA, 


0,  o sont  homothétiques  directes  et 

Menons  les  rayons  OA,  oa  paral- 
lèles et  dirigés  dans  le  même  sens, 
et  soit  S le  point  de  rencontre  des 
droites  Oo,  Àa;  je  dis  d’abord  que 
te  point  S sera  toujours  le  même 
quelle  que  soit  la  direction  des 
rayons  OA,  oa. 

Soa  donnent 


et  par  suite, 
ou 


SO  _ OA 
So  oa  ’ 

SO  — So  _ OA  — on 
S*  oa 

Oo  _ OA  — oa 
So  oa 


Or,  dans  cette  proportion,  les  termes  Oo,  OA  — oa  et  oa  sont  constants; 
donc  So  l'est  pareillement. 

Cela  posé,  les  triangles  SOA,  Soa  donnent  aussi 


SA  _ 
Sa  — 


OA 

— = const. 
oa 


= k- 


donc  les  circonférences  0,  o sont  homothétiques  directes. 

Maintenant,  soient  les  rayons  OA,  oa'  parallèles  et  djjigés  en  sens 
contraires,  et  menons  la  droite  A a'  qui  rencontre  Oo  au  point  S'.  On 
verra,  comme  ci-dessus,  que  le  point  S'  reste  le  même  quelle  que  soit  la 
direction  des  rayons  OA,  oa';  et,  à cause  des  triangles  semblables  S'OA, 
S'oa',  on  aura 

SVA  _ OA  _ , 

S’a’  oa'  ’ 


donc  les  circonférences  0,  o sont  homothétiques  inverses. 

Remarque  1.  — Une  ligne  courbe  est  dite  semblable  à une  courbe 
donnée,  lorsqu'elle  est  égale  à l’une  des  courbes  homothétiques  à la  courbe 
donnée. 

Donc,  deux  circonjérences  sont  des  lignes  courbes  semblables. 
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Remarque  II.  — Le  point  S -est  le  centre  de  simi/ittule  directe  des 
deux  cercles  O,  o,  et  le  point  S'  est  leur  centre  de  similitude  inverse. 

Les  distances  SO,  So  sont  proportionnelles  aux  distances  S'O,  S'o;  car 
on  a 

SO  _ OA  &0 

S o oa  S'o 

Lorsque  deux  cercles  se  touchent  extérieurement , leur  point  de  con- 
tact est  leur  rentre  de  similitude  inverse,  et  s’ils  se  louchent  intérieure- 
ment, leur  point  de  contact  est  leur  centre  de  similitude  directe.  Les 
centres  do  similitude  do  deux  cercles  concentriques  se  confondent  avec 
le  centre  commun  à ces  cercles. 

Remnrr/iie  III.  — Deux  arcs  homothétiques  AB,  ab  corres/xindent  à 
des  angles  au  centre  égaux  AOB,  anb.  Car  ces  angles  ont  leurs  côtés 
parallèles  et  dirigés  dans  le  môme  sens.  . 

Si  deux  arcs  sont  homothétiques  inverses,  les  côtés  des  angles  au 
centre  qui  leur  correspondent  sont  parallèles  et  dirigés  en  sens  con- 
traires. 

Donc,  deux  arcs  de  cercle  semblables  correspondent  à des  angles  au 
centre  égaux ; et  l’on  peut  remarquer  que  celte  proposition  est  con- 
forme à la  définition  des  arcs  semblables  donnée  dans  le  quatrième  Livre 
du  texte  (288). 

Rcmart/ue  IV.  — Les  tangentes  menées  à deux  circonférences  par 
des  points  homologues  sont  parallèles.  Car,  les  rayons  menés  aux  points 
de  contact  étant  parallèles,  les  tangentes  le  sont  aussi. 

Les  tangentes  communes  à deux  circonférences  passent  par  l'un  ou 
par  l'autre  des  centres  de  similitude.  Car  les  rayons  menés  aux  points 
de  contact  sont  parallèles. 

De  là  un  nouveau  procédé  pour  mener  une  tangente  commune  à deux 
cercles  donnés  0,  o.  On  trace  dans  le  premier  cercle  un  rayon  quel- 
conque OA  et  dans  le  second  un  diamètre  aa’  parallèle  à OA;  on  tire  les 
droites  A a,  An'  qui  coupent  la  ligne  des  centres  aux  points  S,  S',  et  les 
tangentes  menées  de  ces  points  à l’un  des  cercles  sont  aussi  tangentes  à 
l’autre  cercle. 


Remarque  V.  — Les  centres  de  similitude  directe  S,  T,  U de  trois 
cercles,  considérés  deux  à deux,  sont  en  ligne  droite.  On  le  démontrerait 
en  suivant  la  même  marche  que  dans  le  dernier  théorème  de  la  Note  31 . 

De  même,  deux  centres  de  similitude  inverse  S',  T',  par  exemple,  et 
le  centre  de  similitude  directe  U sont  situés  sur  une  même  ligne  droite. 

La  ligne  STU  est  l’axe  de  similitude  directe  des  trois  cercles,  cl  chacune 
des  trois  droites  S'T'U,  S'U'T,  S U 'T'  est  un  axe  de  similitude  inverse. 


Remarque  VI.  — Le  point  S étant  l'un  des  centres  de  simili  tuile  de 


deux  cercles  0,  o,  si  l’on  mène  par 
ce  point  deux  sécantes  qui  déter- 
minent les  points  A,  B,  C,  D rl 
leurs  homologues  a,  b,  c,  d,  les 
quatre  points  A,  C,  d , b seront  sur 
une  meme  circonférence,  et  il  en 
sera  de  même  des  quatre  points 
B,  D,  c,  a. 
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Car,  les  droites  homologues  AC,  ac  étant  parallèles,  l’angle  A est  égal 
à l’angle  S«r;  mais,  le  quadrilatère  acdb  étant  inscrit,  l’angle  Sac  est  le 
supplément  de  l'angle  rr/i;  donc  le  quadrilatère  ACdb  est  inscriptible.  On 
verrait  do  même  que  les  quatre  points  B,  D,  c,  a sont  sur  une  même  cir- 
conférence. 

Si,  au  lieu  du  centres  de  similitude  directe,  il  s’agissait  du  centre  S' 
de  similitude  inverse,  les  droites  A b,  Cd  seraient  les  diagonales  du  qua- 
drilatère AC db.  Alors  l’angle  A sorait  égal  à l’angle  S1  ac,  et,  par  suite,  à 
l’angle  S 'db  ; donc,  en  décrivant  sur  Ci  un  segment  capable  de  l’angle  A, 
l’arc  de  ce  segment  devrait  passer  par  les  points  A et  d,  d’où  il  résulterait 
que  le  quadrilatère  AC  db  serait  inscriptible. 

Définitions.  — Le  point  S étant  l’un  des  centres  de  similitude  do  deux 
cercles  O,  o,  si  on  mène  la  sécante  Sa,  par  exemple,  qui  coupe  les  cir- 
conférences aux  points  A,  B,  a,  b,  les  deux  points  A et  b sont  dits  anti- 
homologues,  ainsi  que  les  deux  points  B et  a. 

On  appelle  cordes  anti-homologues  deux  cordes  telles  que  AD  et  bc, 
dont  l’une  joint  deux  points  A et  D de  la  circonférence  O,  et  dont  l’autre 
joint  les  points  b et  c anti-homologues  des  premiers. 

‘Conséquence.  — Deux  couples  de  points  anti-homologues  A et  b,  C 
et  d sont  sur  une  même  circonférence. 


NOTE  34. 


SUR  LE  PREMIER  THÉORÈME  RELATIF  AUX  DROITES  PROPORTIONNELLES. 
— VARIATIONS  DU  RAPPORT  DES  DISTANCES  D’UN  POINT,  QUI  SE 
MEUT  SUR  UNE  DROITE  INDÉFINIE,  A DEUX  POINTS  FIXES  PRIS  SLR 
CETTE  DROITE.  — FAISCEAU  COÛTÉ  PAR  DEUX  PARALLÈLES. 


Sur  le  premier  théorème  relatif  aux  droites  proportionnelles. 

Dans  la  démonstration  de  ce  théorème  on  suppose  (218)  que  la  droite  DE, 
parallèle  au  côté  BC,  coupe  les  deux  autres  côtés  du 
triangle  ABC,  et  l’on  a 


ou 


DB 

AD 

AD 

DB 


EC 
= AE 

AB 

EC* 


Or,  la  droite  parallèle  à BC  peut  couper  les  prolongements  des  côtés 
AB,  AC,  et  l’on  a encore  les  mêmes  proportions. 

i°  Soit  la  droite  D'E'  parallèle  à BC.  Les  triangles  semblables  AD’E', 
ABC  donnent 

AD'  _ AE' 

AB  ~ AC  ’ 
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d’où  l'on  tire 

AD -AB  AE'  — AC 
AD'  AE' 

ou 

DIB  rc 

AD' - AE’’ 

ou  bien 

AD'  AE' 

D'B  " E'C’ 

1°  Soit  la  droite  D'E'  parallèlo  à BC.  En  vertu  des  triangles  sembla- 
bles ABC,  AD'E',  on  a 

AB  AC . 

AD"  ~ AE"  ’ 

d’ou  l’on  tire 

AB  4- AD'  AC  4-  AE' 

AD'  ~ AE' 
ou 

D'B  E'C 
AD“  “ AE' 

ou  bien 

AD'  AE' 

D”B  ~ E'C  " 

Remarque.  — Au  n“  221  on  a démontré  cette  réciproque  : Si  une 
droite  DE  divise  deux  côtés  AB,  AC  d’un  triangle  en  parties  proportion- 
nelles, cette  droite  est  />ara llèle  au  troisième  côté  BC. 

AD'  AE' 

De  même  : i°  Supposons  qu'on  ait  prg=  gx”’  i®  dis  (iue  *a  droite 
D'E' est  parallèle  au  côté  BC.  Car  do  la  proportion  donnée  on  tire 

AD'  AE' 

* AD'  - D'B  ~ AE'  - E’C 
on 

AD;  AE' 

AB  " AC ‘ 

Ainsi,  les  triangles  AD'E',  ABC  sont  semblables  comme  ayant  un  angle 
commun  compris  entre  côtés  proportionnels;  donc  (203)  D'E’  est  paral- 
lèle à BC. 

AD'  AE* 

a0  Supposons  qu'on  ait  je  dis  que  la  droite  D'E'  est  pa- 

rallèle à BC.  Car  de  la  proportion  donnée  on  tire 

AD'  AE” 

D'B  - AD'  “ E'C  - AE* 
ou 

AD'  AE” 

AB  _ AC  ’ 

Ainsi,  les  triangles  AD'E',  ABC  sont  semblables  comme  ayant  un 
angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels;  donc  les  angles  alternes-  ’ 
internes  ABC,  AD'E’ sont  égaux,  et  par  conséquent  E’D'  est  parallèle  à BC. 
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Variations  du  rapport  des  distances  d’un  point,  qui  se  meut  sur  une 
droite  indéfinie,  h deux  points  fixes  pris  sur  cette  droite. 

Soient  uno  droite  indéfinie  xy  et  deux  points  fixes  A,  B pris  sur  cette 


s 


M, 


M 

A 


droite,  et  supposons  qu’un  point  M partant  du  point  A se  meuve  sur  xp' , 
d'abord  dans  le  sens  Ay  et  ensuite  dans  le  sens  Ax ; il  s'agit  d'étudier 
MA 

les  variations  du  rapport  que  nous  désignerons  par  r . 

Lorsque  le  point  M se  confond  avec  le  point  A,  la  distance  MA  est 
nulle  et  la  distance  MB  est  égale  à AB;  donc  r = o. 

Si  le  point  M se  meut  de  A vers  le  point  O,  milieu  de  AB,  le  numéra- 
teur MA  augmente  et  le  dénominateur  MB  diminue;  donc  le  rapport  r 
croît  d'une  manière  continue,  c’est-à-diro  par  degrés  insensibles,  et 
lorsque  le  point  M se  confond  avec  le  point  O on  a r = i. 

Si  le  point  M se  meut  de  O vers  B,  le  numérateur  MA  continue  à aug- 
menter et  le  dénominateur  MB  diminue  en  tendant  vers  zéro;  donc  la 
valeur  de  r croit  indéfiniment,  et  lorsque  le  point  M se  confond  avec  le 
point  B,  on  a r = oo  {*). 

Si  le  point  M continue  à se  mouvoir  dans  le  même  sens  et  qu  il  vienne 
se  placer  en  un  point  quelconque  de  B/,  en  M,  par  exemple,  on  a 

M,  A M,  B -4-  BA  BA 

r“M,B~  M,B  ~,  + M,B' 


D'ailleurs,  à mesure  que  le  point  M se  meut  indéfiniment  à partir  du 
point  B dans  le  sens  B/,  le  dénominateur  M,  B croit  de  o à »,  et  par 

conséquent  le  rapport  décroît  de  ® à o ; donc  r varie  de  » à i . 


Maintenant,  supposons  que  le  point  M se  meuve  à partir  du  point  A 
dans  le  sens  Ax  et  qu’il  vienne  se  placer  en  M„  par  exemple,  on  aura 


M,A  M,B  - AB  AB 

r~M,B~  M,  B M,B' 


D’ailleurs,  à mesure  que  le  point  M se  meut  indéfiniment  à partir  du 
point  A dans  le  sens  Ar,  le  dénominateur  M,B  croît  de  AB  à » , et  par 
AB 

conséquent  le  rapport  décroit  de  i à o;  donc  r varie  de  o à 1. 

Ainsi  : 

i°  Il  existe  toujours,  sur  une  droite  donnée  AB,  un  point  dont  les  dis- 
tances aux  tsoints  A et  B sont  entre  elles  dans  un  rapport  donné  — , et  il 

n 

n’en  existe  qu’un  seul. 

a°  Il  existe  toujours,  sur  les  prolongements  d’une  droite  donnée  AB 
un  point  dont  les  distances  aux  points  A et  B sont  entre  elles  dans  sut 


(*)  Pour  exprimer  qu'une  quantité  variable,  r par  exempte,  peut  surpasser 
tel  nombre  qu’on  voudra,  on  dit  qu'elle  peut  prendre  une  valeur  infinie,  et 
l’on  représente  cette  valeur  par  le  symbole  » qui  s'cnonce  : l’infini. 


Digitized  by  Google 


NOTES  SUE  LE  LIVRE  111.  NOTE  34*  3(x) 

rap/sort  donné  — , et  il  n'en  existe  qu’un  seul  (en  supposant  toutefois 

que  re  rapport  ne  soit  pas  égal  à i). 

Ou,  en  d’autres  termes  : 

Il  existe  toujours,  sur  une  droite  indéfinie  J- A B r,  deux  fmints  et  seu- 
lement deux,  tels  que  tes  distances  de  chacun  de  ces  //oints  aux  //oints  A 

in 

et  B soient  entre  elles  dans  un  ra////ort  donne  - (en  supposant  toutefois 
que  ce  rapport  ne  soit  pas  égal  à i). 

De  plus,  si  l’on  a—  < l,  l’un  (le  ces  //oints  est  situé  sur  la  d/vite  AO, 

moitié  de  AB,  et  l’autre  sur  Ax;  et,  si  l’on  a l,  Pun  des  points  est 

situé  sur  OB  et  l’autre  sur  B r : (Pou  il  résidte  que  ces  deux  points  sont 

toujours  situés  d’un  même  côté  du  milieu  0 de  la  droite  AB. 

Reman/ue.  — En  se  fondant  sur  ces  conclusions,  il  est  facile  de  démon- 
trer les  trois  réciproques  auxquelles  donne  lieu  le  premier  tliéurème 
relatif  aux  droites  proportionnelles. 

, AD’  AE’  , ■ i n r i 

Par  exemple,  supposons  qu  on  ait  jj»g  = jr£  (voir  la  i ligure  de 

cette  Note)  ; jo  dis  que  D'E'  est  parallèle  à BC. 

En  effet,  concevons  que  par  le  (joint  D'  on  mène  une  parallèle  à BC. 
Cette  parallèle  doit  déterminer  sur  CE’  un  point  tel,  que  ses  distances  aux 
pointe  A etC  soient  entre  elles  comme  AD' est  à D'B  ; or  le  point  E'  jouit 
de  cette  propriété,  d’après  l’hypotlièse,  et  il  est  le  seul  point  du  prolon- 
gement de  AC,  au  delà  du  point  C,  qui  en  jouisse;  donc  D'E'  est  paral- 
lèle à BC. 

Problème  1. 


Étant  donné  un  point  C sur  une  droite  AB  et  en  supposant  AC  > CB , 
déterminer,  sur  le  prolongement  Bx  de  AB,  le  point  D dont  les  distances 
aux  points  A et  B sont  pm/mrtionnellcs  aux  distances  AC  et  CB. 


4 CS  |J  r 


B'' 

C 

1)\ 


Pour  cela,  sur  la  droite  indétinie  Av, 
on  prend  AC’  = AC,  C'B'=  BC;  on  joint 
le  point  B'  au  point  B cl  l’on  mène  C'D  pa- 
rallèle à B'B;  alors  le  point  D où  cette 
parallèle  coupe  Bx  est  le  point  cherché. 
Car  on  a (218) 


AD 

Bl) 

AC'  ~ 

B'C' 

et,  par  suite, 

AD 

AC 

BD  ~ CB- 

Reman/ue  I.  — Si,  au  contraire,  le  |>oiiit  D était  donné  et  qu’il  s’agit 

. , AC  AD  . 

de  déterminer  sur  AB  le  point  C de  maniéré  qu  on  eut  ^ = gg,  il  sutu- 
rait de  diviser  la  droite  AB  en  deux  parties  proportionnelles  aux  droites 
ADet  BD.  Alors  on  prcndiail  sur  xr  (223)  une  longueur  AD'  — AD  et,  à 
Éléments, 
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la  suite,  D'B'  = BD;  on  joindrait  B’B  ei  l'on  mènerait  D'C  parallèle  à B"  B, 
qui  couperait  AB  au  point  C demandé. 

Remarque  JJ.  — Le  point  C divise  réellement  la  droite  AB  en  deux 
segments  AC,  BC,  et,  par  extension,  on  regarde  souvent  le  point  D comme 
divisant  aussi  la  droite  AB  en  deux  segments  AD,  BD.  Ainsi,  on  dit  que  les 
points  C et  D divisent  la  droite  AB  en  segments  proportionnels . 

Lorsqu’il  y a lieu  de  distinguer  les  segments  AC,  CB,  dont  la  somme  est 
égale  à AB,  des  segments  AD,  BD,  dont  AB  est  la  différence,  on  qualifie 
les  premiers  segments  à’ additifs  et  les  seconds  do  soustractifs. 

Problème  IL 

Étant  donnés  une  droite  indéfinie  xy  et  deux  points  A,  B sur  cette 
droite,  déterminer  sur  xy  les  deux  points  C et  D tels,  que  tes  distances  tic 
e/utcun  d’eux  aux  points  A et  B soient  entre  elles  comme  deux  droites 
données  m et  n. 

M Pour  cela,  on  mène 

par  le  point  A une 
droite  AM  = m et  par 

le  point  B une  parallèle 

11  ,J  à AM,  sur  laquelle  on 
prend  BN  = BN  ' = n ; 
puis  on  tire  les  droites  MN'  et  MN  qui  rencontrent  xy  aux  points  de- 
mandés C et  D. 

Car,  les  triangles  AMC  et  AMD  étant  respectivement  semblables  aux 
triangles  BN’C  et  BND,  on  a 

AC  _ AM  _ »» 

CB  - BN'  ~ n 

et 

AD  AM  m 
BD  ~ BN  ~ n 

Remarque  J.  — Les  points  C et  D sont  les  centres  d’iiomothélie  inverse 
et  directe  des  cercles  qui  auraient  pour  centres  les  points  A et  B,  et 
pour  rayons  les  droites  AM  et  BN  (voir  Note  33,  théor.  II). 

Remarque  JJ.  — On  voit  facilement  que  ce  problème  comprend  Io 
précédent,  c'est-à-dire  qu’il  peut  servir  à trouver  le  point  D ou  le  point  C, 
lorsqu'on  connaît  le  point  C ou  le  point  D.  Pour  déterminer  le  point  D, 
par  exemple,  il  suffit  de  prendre  les  droites  AM  et  BN  égales  aux  droites 
AC  et  CB. 


Faisceau  cou/té  par  deux  parallèles. 


S; 

//i\ 


/ \ 

i j \ i 

B IC  '\' 

«A-A~jc-y 


*/  -/„  ;c-\D 


Définitions.  — On  appelle  faisceau  un  système 
quelconque  de  droites  SA,  SB,  SC,  SD  qui  passent 
par  un  même  point  S. 

Ce  point  est  le  centre  du  faisceau  et  les  droites 
SA,  SB, ...  en  sont  les  rayons. 

Remarque  J.  — D'après  ce  qui  a été  vu  dans 
celte  Note,  on  peut  conclure  que,  si  l’on  coupc  un 
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faisceau  de  plusieurs  droites  SA , SB.  SC,  SD  par  deux  parallèles  AD 
et  ad,  on  aura  la  suite  de  rapports  égaux 

S a S A Sc  S d 

«A  A B cC  d D ’ 

quelle  que  soit  la  position  du  point  a par  rapport  aux  points  S et  A. 

Remarque  II.  — Lorsque  deux  points  a et  A sont  situés  sur  les  côtés 
SA,  SB  du  triangle  SAB,  ou  sur  les  prolongements  de  ces  côtés  au  delà 
des  points  A et  B,  ou  sur  les  prolongements  de  ces  côtés  au  delà  du 
point  S,  et  qu’on  a la  proportion 

Sa  _ S b 
a A AB' 

il  a été  démontré  que  la  droite  aA  est  parallèle  à AB. 

Mais  conce\ons  deux  pointsa’ct  A’ situés  respectivement  stir  les  droites 
indétinics  SA,  SB,  et  supposons  qu’on  ait 

Sa’ SA' 

<7Â  "Alt’ 

alors,  comme  il  existo  sur  la  droite  SA  deux  points  dont  les  distances  aux 
points  S et  A sont  entre  elles  dans  un  rapport  donné,  et  sur  la  droite  SB 
deux  points  dont  les  distances  aux  points  S et  B sont  aussi  entre  elles 
dans  ce  même  rapport,  il  s'ensuit  que  la  proportion  ci-dessus  n’entraine 
pas  le  parallélisme  des  droites  AB,  a' b',  si  l’on  ne  suppose  pas  en  outre 
que  la  position  du  point  a'  par  rapport  aux  points  S et  A est  la  môme  que 
celle  du  point  A'  par  rapport  aux  points  S et  B. 


NOTE  35. 


STR  L.NE  PARALLÈLE  AUX  RASES  d’UN  TRAPÈZE  ET  SUR  LE  CENTRE  DES 
MOYENNES  DISTANCES  D’UN  TRIANGLE. 


Théorème  I. 


Si  une  droite  EF,  /xirallèle  aux  bases  AB  et  DC  d’un  trapèze,  divise 
les  deux  aufres  côtés  dans  le  rapport  de  ni  à n,  de  telle  sorte  que 

DE  CF  m „„  ai . AB -t- n . CD  ._  , 

gj  = — = — , on  ultra  EF  = — — (m.  AB  signifie  m x AB.  ) 


Menons  la  diagonale  DB.  A cause  do  la  simi- 
litude des  triangles  DEG,  DAB  et  de  celle  des 
triangles  BGF,  BDC,  on  a 

EG  = AB  x = AB  x , 

DA  m -+■  n 

GF  = DC  x ®£  = DCx— 

BL.  ni  -f-  n 

a4- 
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donc 

(•) 


ROTES  SUR  LE  LIVRE  III.  — ROTE  35. 
EF  = EG  -H  GF  = m • AB  -4-  n . DC 


m -4-  // 

Remorque  J.  — Lorsque  le  point  E est  sur  le  prolongement  rie  DA, 
au-dessous  de  AB,  la  formule  (i)  devient 

«».AB  — n.DC 
ni  — n ’ 


EF  = 


et,  si  le  point  E élait  sur  le  prolongement  de  AD,  au-dessus  de  DC,  on 


aurait 


EF  = 


// . DC  — m . AB 


Remarque  II.  — En  menant  l'autre  diagonale  AC,  les  triangles  sem- 
blables AEI1,  ADC  donnent  aussi 


donc 

i») 


AF  n 

EH  = DC  x ££  = DC  x — — ; 

AD  m -f  n 


HG  = EG  - EH  = 


m . AB  — n.  DC 

m + n 


Le  lecteur  trouvera  sans  difficulté  les  modifications  qu'éprouve  celle 
formule,  selon  que  la  droite  EF  coupe  l’un  ou  l'autre  des  prolongements 
de  AD. 


Remarque  III.  — Lorsque  m — n,  les  formules  (i)  et  (2)  donnent 


EF  = 


AB  4-  DC 


IIG  = 


AB  - DC  . 


et  on  retombe  ainsi  sur  les  résultats  obtenus  aux  n“  122  et  123. 

Remarque  IV.  — De  ce  théorème  on  déduit  facilement  le  théorème 
suivant,  qui  a déjà  été  démontré  dans  les  Notes  10  et  29. 


Théorème  IL 

Si  des  trois  sommets  d'un  triangle  ABC  et  du  point  d'intersection  O île 
ses  médianes  on  abaisse  des  jierpendirulaires  An,  BA,  Ce,  Oo  sur  uni- 
droite  xy  extérieure  au  triangle,  la  quatrième  perpendiculaire  sera  une 
moyenne  arithmétique  entre  les  trois  autres. 

Car  la  droite  Oo  est  parallèle  aux  bases 
du  trapèze  ADrfn,  et,  de  plus,  les  droites  AO, 
OD  sont  entre  elles  comme  2 est  à 1 ; donc 
on  a 

n A « 4-  a D<7  An  -4-  B A 4-  Ce 


Remanpte.  — Si  la  droite  xy  coupait  le  triangle  ABC  et  que  l'un  des 
sommets,  B par  exemple,  fût  d'un  côté  de  xy,  tandis  que  les  points  O, 
A,  C seraient  de  l'autre,  on  aurait 


„ A « — B A 4-  C r 

Uo  — • 
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Si  la  droite  xy  laissait  d'un  côté  les  deux  sommets  B,  C et  do  l'autre  les 
points  O,  A,  on  aurait 

_ A a — Bô  — Ce 

O o = 

3 

Et  enfin,  si  la  droite  xy  passait  par  le  point  O,  en  laissant  d’un  côte- 
lés deux  sommets  B,  C et  de  l'autre  le  sommet  A,  la  distance  O»  serait 
égale  à zéro  et  l'on  aurait 

o — A a — B b — Ce 
ou 

An  = B b Ce. 

On  démontrera  facilement  les  trois  égalités  ci-dessus,  en  se  fondant 
sur  le  théorème  I et  sur  les  remarques  II  et  III  qui  le  suivent. 


NOTE  36. 

RÉCIPROQUES  DE  QUELQUES  THÉORÈMES  SUR  LES  DROITES 
PROPORTIONNELLES. 


Réciproques  du  théorème  JF  ( 22 1 ) . 

Ce  théorème  est  énoncé  ainsi  : 

Jxs  droites  abaissées  du  sommet  d’un  tri- 
angle sur  sa  base  divisent  cette  base  et  sa  paral- 
lèle en  parties  proportionnelles. 

Mais  il  n’est  qu'un  cas  particulier  de  celui-ci  : 
Si  l’on  coupe  un  faisceau  quelconque  AB,  AC, 
AD,  AE  par  deux  parallèles,  ces  parallèles 
seront  divisées  en  parties  proportionnelles. 

Cette  proposition  a été  démontrée  (22t)  dans 
le  cas  où  les  deux  parallèles  sont  du  même 
côté  du  point  A,  et  l'on  verrait  facilement  qu’on 

BC  CD  DE 

b' c'  ~ e'd'  ~ d'e' 

Première  réciproque.  — Si  deux  parallèles  sont  cou/sécs  en  /sorties 
proportionnelles  par  différentes  droites  B b,  Ce,  Dr/,  Ii  e,  ces  droites  con- 
courent en  un  même  point. 

Soit  A le  point  do  rencontre  des  deux  droites  B b,  Ce,  et  menons  la 
droite  Arfqui  coupe  liE  au  poiut  D',  par  exemple.  On  aura,  d'après  la 
proposition  directe, 

BC  CD'. 

bc  eU 

Mais  on  a,  par  hypothèse, 

BC  _ CD 

bc  “ ni  ’ 

donc  CD’  = CD,  et  par  conséquent  la  droite.  Ad pro'ongée  doit  passer  par 


\ \*  kf  A/ 
S{ 


P*— 


/TH 


y 

a aussi 
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le  point  D.  On  verrait  de  môme  que  les  trois  points  A,  e,  E sont  en  ligne 
droite. 

Ce! te  réciproque  pourrait  être  regardée  comme  une  conséquence  de  la 
remarque  II  du  théorème  V de  la  Note  31 , en  considérant  les  lignes  bCDE, 
bcde  comme  deux  lignes  brisées  semblables  dont  les  angles  sont  de 
1 80  degrés  et  dont  les  côtés  sont  parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sons. 

Seconde  réciproque.  — Soient  les  trois  droites  AB,  AC,  AD  cou/rées  j>ar 
les  droites  BD,  bd,  et  supposons  qu'on  nit 

BC  _ CD. 

bc.  cd  ’ 

je  dis  que  tes  droites  BD  et  bd  sont  parallèles. 

En  effet,  si  ces  droites  ne  sont  pas  parallèles,  menons  bc"d"  parallèle  à 
BCD;  alors  on  aurait 

BC  bc’ 

CD  ~ c‘d“' 

Mais,  en  vertu  de  l’hypothèse,  on  a 

BC  _ bc 
CD  ~ cd’ 

donc  on  aurait  aussi 

bc"  _ bc 
c“d"  cd 

De  là  il  s’ensuivrait  (221)  que  ce"  devrait  être  parallèle  à dd°,  ce  qui 
est  contraire  à l’hypothèse;  donc  la  droite  bd  est  parallèle  à BD. 

Réciproques  des  théorèmes  F,  FJ,  VII  (225,  226,  227  ). 

Les  réciproques  de  ces  trois  théorèmes  peuvent  s’énoncer  ainsi  : 

i“  Lorsque  deux  droites  Ax,  A y se  coupent  en  A,  si  l’on  prend  sur 
l’une  de  ces  droites  Ax,  de  />art  et  d’autre:  du  point  A,  deux  segments 

AB,  AC,  et  qu’on  prenne  aussi  sur  A/,  de  part  et  d’autre  du  point  A, 
deux  segments  AD,  AE,  de  telle  sorte  que  les  deux  premiers  segments  et  les 
deux  autres  soient  inversement  proportionnels-,  les  extrémités  B,  C,  D,  E 
de  ces  segments  seront  sur  une  même  circonférence. 

a”  lorsque  deux  droites  Ax,  A y se  coupent  en  A,  si  l'on  prend  sur 
l’une  de  ces  droites  Ax,  du  même  côté  du  point  A,  deux  segments  AB, 

AC,  et  qu’on  prenne  aussi  sur  A y,  du  même  côté  du  point  A,  deux  seg- 
ments AD,  AE,  de  telle  sorte  que  les  deux  premiers  segments  et  les  deux 
autres  soient  inversement  proportionnels,  les  extrémités  B,  C,  D,  E de  ces 
segments  seront  sur  une  même  circonférence. 

3“  Lorsque  deux  droites  Ax,  A y se  coupent  en  A,  si  l’on  jirend  sur 
l’une  de  ces  droites  Ax,  du  même  côté  du  point  A,  deux  segments  AB. 
AC  et  qu’on  prenne  sur  A y un  segment  AD  qui  soit  moyen  proportionnel 
entre  les  deux  autres,  la  circonférence  passant  par  les  trois  points  B,  C,  D 
sera  tangente  h la  droite  A y. 

Ces  trois  propositions  se  démontrant  de  la  même  manière,  nous  nous 
bornerons  à démontrer  la  seconde,  |>ar  exemple. 
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Polir  cela,  faisons  passer  une  circonférence  par  les  trois  points  B.  C,  E, 
* et  soit  D'  le  second  point  où  cette  circonférence 

/ , coupe  A y.  D'après  la  proposition  directe  (220),  on 

aura 


AB  _ AE 
AD'  ~ AC* 

Mais  on  a,  par  hypothèse, 

AB  AE. 
AD  ~ AC’ 


donc  AD'  = AD,  et  par  conséquent  la  circonférence  doit  couper  Ay  au 
point  D. 


Remarque  I.  — Soit  un  quadrilatère  inscrit  ABCD.  Si  l’on  mène  les 
diagonales  AC,  DB  qui  se  coupent  en  E,  et  qu’on 
prolonge  les  côtés  AD,  BC  jusqu’à  leur  rencontre 
au  point  F,  les  droites  AC,  DB  seront  deux  cordes 
qui  se  coupent  dans  l’intérieur  du  cercle,  et  les 
droites  AF,  BF  seront  deux  sécantes  issues  du  point  F. 
Donc,  dans  un  quadrilatère  inscrit,  les  diagonales 
se  cou/sent  en  parties  inversement  proportionnelles, 
et  les  distances  comprises  entre  tes  extrémités  de 
deux  côtés  opposés  et  le  point  de  rencontre  de  ces 
côtés  prolongés  sont  aussi  inversement  propor- 

Et  réciproquement  : un  quadrilatère  est  inscriplible,  lorsque  ses  dia- 
gonales se  coupent  en  parties  inversement  proportionnelles,  ou  bien  lors- 
que les  distances  comprises  entre  les  extrémités  de  deux  côtés  opposés  et 
te  point  de  rencontre  de  ces  côtés  prolongés  sont  inversement  proportion- 
nelles. 


r 


tionnelles. 


Remarque  II.  — Chacun  des  angles  FAB,  FCD  [fig.  ci-dessus)  est  le 
supplément  de  l’angle  DCB;  donc  ces  angles  sont  égaux.  Ainsi,  les  droites 
AB,  DC  tracées  entre  les  côtés  de  l’angle  AFB  sont  telles,  que  la  première 
fait  avec  le  côté  FA  un  angle  égal  à celui  que  la  seconde  fait  avec  l’autre 
côté  FB.  et  pour  cette  raison  on  dit  que  les  deux  droites  AB,  DC  sont 
, anti-parallèles. 

De  même,  les  deux  droites  AB,  1X1  qui  sont  menées,  l’une  entre  les 
côtés  de  l’angle  AEB  et  l’autre  entre  les  côtés  de  l’angle  opposé  au  som- 
met DEC,  sont  dites  anti-parallèles  parce  que  les  angles  EAB  et  EDC 
sont  égaux. 

Conséquence.  — Lorsque  les  côtés  d'un  angle  F sont  coupés  par  deux 
droites  anti-parallèles  AB,  DC,  les  ilistances  FA,  FD  et  les  distances  FB, 
FC  sont  inversement  pro/sortionnelles.  Cela  résulte  de  la  similitudo  des 
triangles  FAB  et  FDC. 


Réciproques  du  théorème  VIII  (230). 

Première  réciproque.  — Si  d’un  point  D pris  sur  une  droite  BC,  entre 
ses  extrémités  B et  C,  on  élève  sur  BC  une  perpendiculaire  DA  telle 
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AB*  = BC  x BD, 

te  triangle  ABC  sera  rectangle  en  A. 

Sur  BC,  comme  diamètre,  décrivons  une  demi- 
circonférence  ; soit  A'  le  point  d’intersection  de 
cette  demi-circonférence  avec  la  droite  DA,  pro- 
longée s’il  est  nécessaire,  et  menons  les  cordes 
t A’B,  A'C.  On  aura  (230) 

Âdi’  = BC  x BD, 

et,  si  l’on  compare  cette  égalité  à celle  qui  est  donnée  par  hypothèse,  il 
s'ensuit  que  A’B  = AB,  et  par  conséquent  la  demi-circonférence  doit  pas- 
ser par  le  point  A.  Donc  l’angle  BAC  est  droit. 

Seconde  réciproque.  — Si  d’un  point  D pris  sur  une  droite  BC,  entre 
ses  extrémités  B et  C,  on  élève  sur  BC  une  perpendiculaire  DA  telle  qu’on 
ait 

AD’  = BD  X DC, 

te  triangle  ABC  est  rectangle  en  A. 

Décrivons  encore  sur  BC,  comme  diamètre,  une  demi-circonférence  qui 
coupe  DA  au  point  A’.  On  aura  (230) 

ÂVrzBDxDC, 

et,  en  comparant  cette  égalité  à celle  qu’on  a par  hypothèse,  on  conclut 
que  A’D  = AD.  Donc  le  point  A est  situé  sur  la  demi-circonférence,  et 
fur  suite  l’angle  BAC  est  droit. 

NOTE  37. 

DES  TRANSVERSALES.  — DIVISION  HARMONIQUE  DES  LIGNES  DROITES. 
— PÔLE  ET  POLAIRE.  — HEXAGONE  INSCRIT  ET  HEXAGONE  CIR- 
CONSCRIT. — DES  FIGURES  INVERSES. 

Des  transversa'cs  dans  le  triangle. 

Théohème  I. 

Si  une  transversale  DE  coupe  les  trois  côtés  d’un  triangle  ABC,  consi- 
dérés comme  indéfinis,  elle  détermine  sur  ces  côtés  six  segments  tels , 
que  te  produit  tic  trois  segments  non  consécutifs  AD,  BE,  CF  est  égal  au 
produit  tics  trois  autres  DB,  EC,  FA. 


D 


Menons  CG  parallèle  au  côté  AB.  Les  triangles  semblables  ADF,  CGF 
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donnent 

AD  FA 
CG  “ CF’ 

d'où 

(0  AD  x CF  = CG  x FA. 

De  môme,  à cause  des  triangles  semblables  CGE,  BDE,  on  a 

CG  EC 
DB  ~ BE  ’ 

d'où 

('•*)  CG  x BE  = DB  x EC. 

Multipliant  les  égalités  (i)  et  (a),  membre  à membre,  et  supprimant  de 
part  et  d'autre  le  facteur  commun  CG,  il  vient 

(3)  AD  x BE  x CF  — DB  x EC  x FA. 

Remun/ue  J.  — La  transversale  DE  rencontre  deux  côtés  du  triangle 
et  le  prolongement  du  troisième,  ou  bien  les  prolongements  des  trois 
côtés.  Donc  les  points  d’intersection  D,  E,  f sont  toujours  en  nombre 
pair  (o  ou  a)  sur  les  côtés,  et  en  nombre  impair  (i  ou  3)  sur  les  prolon- 
gements. 

Remarque  II.  — De  l’égalité  ( 3)  on  tire 

AD  FA  EC 

DB  CF  X BC-rCE 

OU 

. , . AD  FA  i 

l4'  DB  “CF  XBC 

CÊ"1-  ‘ 

Maintenant,  supposons  que  la  transversale  DE  tourne  autour  du 
point  D jusqu’à  ce  qu’elle  coïncide  avec  la  droite  indéfinie  DF’-r  que  l’on 
conçoit  menée  par  le  point  D parallèlement  à BC  etcoupant  AC  au  point  F'- 

BC 

Alors  le  segment  CE  augmente  indéfiniment  et  la  fraction  diminue  de 

Lb 

plus  en  plus,  en  tendant  vers  la  limite  zéro;  donc,  à la  limite,  l'éga- 
lité (4)  devient 

AD  _ af; 

DB  ~ F'C* 

Ainsi,  le  premier  théorème  relatif  aux  droites  proportionnelles  (218) 
n’est  qu’un  cas  particulier  de  celui  qui  précède. 

Observation . — Ce  premier  théorème  sur  les  transversales  est  connu  sous  le 
nom  de  théorème  de  Ptolémée ; mais  il  serait  mieux  de  l’appeler  théorème  de 
Ménélaüs , attendu  qu’on  le  trouve  déjà  dans  un  ouvrage  de  ce  dernier  géomètre. 

Ptolémék  (Claude),  astronome  grec  ou  égyptien,  florissait  au  second  siècle  de 
notre  ère,  vers  l’an  171,  et  vécut  longtemps  à Alexandrie. 

Mém'.lais,  qui  était  à la  fois  habile  géomètre  et  grand  astronome,  vivait  vers 
l’an  ô5  de  notre  ère. 
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Théorème  II. 

Réciproquement,  si  trois  points,  pris  en  nombre  pair  sur  les  côtés  rf  tut 
triangle  ABC  nu  en  nombre  impair  sur  les  prolongements  des  côtés , dé- 
terminent six  segments  tels,  que  le  produit  de  trois  segments  non  consé- 
cutifs soit  égal  au  produit  des  trois  autres,  ces  trois  points  seront  en  ligne 
droite. 

4 Soient  les  points  D,  E,  F tels  qu’on  ait 

_ /[  AD  x BE  x CF  = DB  x EC  x FA  ; 

je  dis  que  ccs  points  sont  en  ligne  droite. 

D’abord  la  droite  DF  ne  peut  pas  ètrp  pa- 
rallèle à BC,  sans  quoi  l’on  aurait 

AD  _ AF 
DB  _ FC’ 

d’où  AD  x FC  = DB  x AF  ; 

alors,  en  vertu  de  l'hypothèse,  le  segment  BE  serait  égal  au  segment  CE, 
ce  qui  est  impossible. 

Prolongeons  donc  DF  jusqu’à  la  rencontre  de  BC  au  point  E*.  par 
exemple.  On  aura 

AD  x BE'  x CF  = DB  x E’C  x FA, 
et,  si  l’on  divise  l’égalité  donnée  par  celle-ci,  il  vient 

BE  EC 
BE'  ~ EC’ 


et,  par  suite, 


BE  BE  — EC  BC 

BE'  ~ BE'  — E'C  ~ BC" 


De  là  il  résulte  que  BE  = BE'  ou  que  la  droite  DF  prolongée  doit  ren- 
contrer BCau  point  E ; donc  la  proposition  est  démontrée. 

Si  les  points  D,  E,  F étaient  pris  tous  les  trois  sur  les  prolongements 
des  côtés  du  triangle  ABC,  la  démonstration  ne  changerait  pas. 


Remarque.  — Ce  théorème  donne  souvent  !o  moyen  île  démontrer  avec 
facilité  que  trois  points  d’une’ figure  sont  en  ligne  droite. 

Pur  exemple,  nous  allons  faire  voir  que  les  centres  de  similitude  directe 
S,  T,  U de  trois  cercles  O,  O',  O”,  considérés  deux  à deux,  sont  en  ligne 
droite . 


Car,  en  désignant  les  rayons  par 
R,  R',  R",  on  aura,  d’après  le  théo- 
rème II  de  la  Note  33, 

OS  _ R 
SO'  ~ R*’ 

O1  U R' 

00'  “ R*’ 

O*  T R" 

TO  “ R ’ 
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Multipliant  ce  s égalités  membre  à membre,  il  vient 

OS  x O'U  x O" T 
SO'  x ÜU"  x TO 

Ainsi,  les  trois  points  S,  T,  U,  pris  en  nombre  impair  sur  les  prolonge- 
ments des  trois  côtés  du  triangle  Oü'O',  déterminent  six  segments  tels, 
que  le  produit  de  trois  segments  non  consécutifs  est  égal  au  produit  des 
trois  autres;  donc  l<s  points  S,  T.  U sont  en  ligne  droite. 

On  démontrerait  pareillement  que  deux  centres  de  similitude  inverso 
et  le  centre  de  similitude  directe,  correspondant  au  troisième  centre  de 
similitude  inverse,  sont  en  ligne  droite. 

En  considérant  la  figure  du  théorème  VII  de  la  Note  31,  on  verrait  avec 
la  même  facilité  que  les  centres  de  similitude  de  trois  /xsl/gones,  homo- 
thétiques deux  à deux,  sont  en  ligne  droite.  Car  on  aurait 

AS  AB  «S^  _ nô  a' S'  _ a'b' 

S a ni)  S”«'  ' a'b''  S'A  AB  ’ 

et,  par  suite, 

AS  x a S'  x a'  S^  _ i 
SaxS"a'xS'A  — 

Théorème  III. 

Si  des  trois  sommets  tPun  triangle  ABC  on  mène  trois  droites  passant 
par  un  même  point  O,  ces  droites  déterminent  sur  les  côtés  tlu  triangle, 
considérés  comme  indéfinis,  six  segments  tels,  que  le  produit  de  trois  seg- 
ments non  consécutifs  AD,  BE,  CF  est  égal  au  produit  des  trois  autres  DB, 
EC,  FA. 


0 


Car,  le  triangle  ABE  étant  coupé  par  la  transversale  DC,  on  a 
AD  x BC  x EO  = DB  x CE  x OA. 

De  même,  le  triangle  AEC  coupé  par  la  transversale  BF  donne 
AO  x EB  x CF  — OE  x BC  x FA. 

Multipliant  cette  égalité  par  la  précédente  et  supprimant  les  facteurs 
BC,  EO,  AO,  communs  aux  membres,  il  vient 

AD  x BE  x CF  = DB  x EC  x FA. 

Théorème  IV. 

Réciproquement,  si  trois  points,  pris  en  nombre  im/utir  sur  les  côtés 
d’un  triangle  ABC  ou  en  nombre  pair  sur  leurs  prolongements,  détermi- 
nent six  segments  tels,  que  le  produit  de  trois  segments  non  consécutifs 
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soit  égal  au  produit  îles  trois  autres,  les  trois  droites  qui  joignent  ces 

points  aux  sommets  op/msés  concourent  en  un  même  point. 


D 


Soient  les  points  D,  E,  F tels  qu'on  ait 

AD  x BE  x CF  = DB  x EC  x FA  ; 

je  dis  que  les  droites  AE,  BF,  CD  se  couperont  en  un  mémo  point. 

Menons  les  droites  AE,  CD,  qui  se  coupent  au  point  O,  et  supposons  que 
la  droite  BO  rencontre  AC  au  point  F'.  On  aura 

AD  x BE  x CF'  - DB  x EC  x F' A ; 
et,  si  l’on  divise  légalité  donnée  par  celle-ci,  il  vient 
CF  FA 
CF'  " F' A ’ 

et,  par  suite, 

CF  CF-i-FA  _ CA 
CF'  “ CF'-l-F'A  “ CÀ‘ 

Do  là  il  résulte  que  CF  = CF'  ou  que  la  droite  BO  doit  rencontrer  AC 
au  point  F;  donc  la  proposition  est  démontrée. 

Remarque.  — Ce  théorème  peut  servir  à démontrer  que  trois  droites 
d’une  figure  concourent  en  un  même  point. 

Par  exemple,  nous  allons  faire  voir  que  tes  trois  hauteurs  AD,  BE,  CK 
d'un  triangle  ABC  se  coupent  en  un  meme  point. 

Car  les  triangles  AFC  et  AEB  sont  équiangles,  ainsi  que  les  triangles 
BDA  et  BFC,  CEB  et  CDA;  donc  on  a 

AF  _ AC  BD  AB  CE  BC 

EA  AB’  FB  ~ BC’  ÜC  " AC  ’ 

Multipliant  ces  trois  égalités  membre  à membre, 
il  vient 

AF  x BD  x CE 
FB  x DC  x EA  ~~  1 ’ 

Ainsi,  les  trois  points  F,  D,  E,  pris  en  nombre  impair  sur  les  cétés  du 
triangle  ABC,  déterminent  six  segmeuts  tels,  que  le  produit  de  trois  seg- 
ments non  consécutifs  est  égal  au  produit  des  Dois  autres;  donc  les 
droites  AD,  BE,  CF  se  coupent  en  un  mémo  point. 

D après  ce  même  théorème,  on  peut  aussi  conclure  immédiatement  que 
dans  un  triangle  les  trois  médianes  se  coupent  en  un  même  point , et  dé- 
montrer, en  se  fondant  sur  le  n°  519,  que  les  bissectrices  des  trois  angles 
d’un  triangle  se  coupent  en  un  même  point. 
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DÉFISITIONS. 


Trois  nombres  forment  une  pro/roriion  harmonique,  lorsque  le  premier 
moins  le  deuxième  est  au  deuxieme  moins  le  troisième  comme  le  premier 
est  au  troisième.  Par  exemple,  les  nombres  G,  3 et  2 sont  en  proportion 
harmonique. 

Le  second  nombre  a reçu  le  nom  de  moyenne  harmonique. 

Pour  qu’une  corde  sonore  rende  les  trois  sons  ut,  mi,  sol,  qui  forment 
l'accord  parfait  majeur,  il  faut  en  faire  vibrer  trois  parties,  dont  les  lon- 


gueurs soient  entre  elles  comme  les  nombres 


4 

5’  3’ 


et  ces  nombres 


donnent  légalité 


t 

1 — 5 , 

4 a » ’ 

5“  3 3 


de  là  vient  la  dénomination  de  proportion  harmonique. 

Supposons  que  les  points  C et  D divisent  la  droite  AB  en  segments 

proportionnels  (voir  Note  3i, 
; J * — — j — Variations,  etc.,  probl.  I,  re- 

marque II  ) ; on  aura 

AC  AD 

' ' CH  “ BD 

ou 

AC  AD 

AB-  AC  ~ AD  — AB’ 

et.  par  suite, 

AD  - AB  AD 

ri/  AB  — AC  — AC" 


Donc  les  trois  droites  AD,  AB,  AC  forment  une  proportion  harmonique ; 
et  réciproquement,  si  ces  droitc^forment  une  proportion  harmonique, 
on  aura  légalité  (a),  et  par  suite  l’égalité  (1);  donc  les  points  C et  D 
diviseront  la  droite  AB  en  segments  proportionnels. 

Cela  posé,  on  dit  qu’une  droite  AB  est  divisée  harmoniquement  par 
deux  points  C et  D,  lorsqu’elle  est  divisée  par  ces  points  en  segments 
proportionnels.  Les  points  C et  D sont  dits  conjugués  harmoniques  par 
rapport  à la  droite  AB  ou  par  rapport  aux  points  A et  B. 

La  proportion  (1)  donne 

AD  - CD  AD 
CD  — BD  ~ BD’ 

donc  la  droits  CD  est  aussi  divisée  harmoniquement  par  les  points  A et  B, 
qui  sont  des  points  conjugués  harmoniques  par  rapport  à la  droite  CD  ou 
par  rapport  aux  points  C et  D. 

On  dit  que  les  quatre  points  A,  B,  C,  D sont  harmoniques  ou  qu’ils  for- 
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ment  un  système  harmonique.  On  dit  aussi  que  les  deux  segments  AB,  CD 
sont  conjugues  harmoniques. 

Remarque.  — Les  centres  de  similitude  ou  d'hnmnthêtie  S et  S de  deux 
— _ cercles  divisent  harmoniquement  ta 

distance  des  centres  O o.  Car  les 
\ / ' distances  des  points  S,  S'  aux 

5 J s"  V.  ô J T"  points  0,  o sont  proportionnelles 

/ — [voir  Note  33,  théor.  II,  rem.  II), 

■ et  l’on  a 

OS  _ OS' 
oS  S'o 


De  môme,  si  deux  polygones  à centre  sont  homothétiques,  leurs  cen- 
tres 0,  0 et  leurs  centres  do  similitude  S,  S'  sont  quatre  points  harmo- 
niques. 

Quatre  droites  SA,  SB,  SC,  SD  passant  par  un 
môme  point  Set  par  quatre  points  harmoniques  A, 
B,  C,  D forment  un  faisceau  harmonique.  Les  deux 
droites  qui  passent  par  deux  points  conjugués  har- 
moniques sont  appelées  conjuguées  harmoniques. 

Remarque.  — Si,  par  une  droite  parallèle  à AB, 
on  coupe  les  rayons  du  faisceau  aux  points  a,  b,  c,  d , 
ces  quatre  points  sont  aussi  harmoniques  (22-i). 

On  appelle  quadrilatère  complet  un  système  de  quatro  droites  indéfi- 
nies qui  se  coupent  en  six  points  A,  B,  C,  D,  E,  F. 
Ces  points  sont  les  sommets  du  quadrilatère  et  les 
trois  droites  AC,  BD,  EF  en  sont  les  diagonales. 

Reman/ue.  — Pour  passer  d’un  quadrilatère  con- 
vexe ABCD  à un  quadrilatère  complet,  il  suffit  de 
prolonger  les  côtés  opposés  jusqu’à  leur  rencontre 
aux  points  E et  F;  et  l’on  voit  qu’on  obtient  aussi 
un  quadrilatère  complet  en  coupant  un  triangle  AED  par  une  transver- 
sale BCF. 


TliÉORÈÜE  I. 


Si  une  droite  AB  est  divisée  harmoniquement  par  deux  points  C et  D 
la  moitié  de  cette  droite  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  distances 
de  son  milieu  E aux  p oints  conjugués  C et  D. 

Car,  en  vertu  de  l’hypothèse,  on  a 

~n  AC  AD 

CB~  Bü 

AE-t-EC  _ ED-t-  AB 
AE  - EC  ~ ED  - ÂE' 

Mais,  ces  rapports  étant  égaux,  la  somme  des  deux  termes  du  premier 
est  à leur  différence  comme  la  somme  des  deux  termes  du  second  est  à 


x êc  à 
ou 
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leur  différence;  donc 

1 AE  _ aED 
ÏEC  ~ âÂK  ’ 

d'où  l'on  tiro 

AË!  = ECxED. 

Remarque  I.  — Réciproquement,  si  la  moitié  (l’une  droite  AB  est 
moyenne  proportionnelle  entre  tes  distances  du  milieu  E de  cette  droite  à 
deux  points  C et  D,  pris  sur  ta  direction  de  AB  et  d’un  même  côté  du 
point  E,  la  droite  AB  est  divisée  harmoniquement  par  les  points  C et  D. 
— 2 

Car  de  l’égalité  AK  = EC  x ED  on  déduit  successivement 

AE  ED  AE-t-EC  ED  -|-  AE  AC  AD 

EC  ~ AE 1 AK  — EC  ~ ËD  — AE  ’ CB  “ BD* 

Ainsi,  les  points  C et  D divisent  la  droite  AB  en  segments  propor- 
tionnels; donc  ils  la  divisent  harmoniquement. 

Remarque  11.  — Les  distances  du  point  D aux  quatre  points  A,  E,  C,  B, 
forment  une  proportion.  Car  on  a 

DA  x DB  = ( DE  AE)  ( DE  - AE), 

= DËI-  AË\ 

= DE!  — EC  x ED, 

= DE(DE-EC), 

— DE  x DC, 

et,  par  suite, 

DA  _ DC 
DE  “ DB' 

Cette  proposition  n’a  pas  encore  été  remarquée,  que  je  sache  ; elle  nous 
servira  plus  loin  (voir  Pôle  et  polaire  dans  le  cercle,  théorème  I). 

Remarque  III.  — Si  la  distance  du  milieu  E de  la  droite  AB  au  point 
C diminue,  il  résulte  de  l’égalité  (i)  que  la  distance  ED  augmente;  et, 
lorsque  le  point  C se  confond  avec  le  point  E,  son  conjugué  D est  à une 
distance  du  point  E infiniment  grande,  et  réciproquement. 

Théorème  II. 

Si  l’on  coupe  les  quatre  rayons  d’un  faisceau  lutrmoniquc  SABCD  par 
une  droite  quelconque  EH,  les  quatre  points  d'intersection  E,  F,  G,  H 

Menons  la  droite  E cbd  parallèle  à la 
droite  ACBD.  Le  triangle  EF  b,  coupé  par 
la  transversale  Sc,  donne 

EG  x FS  x bc  = GF  x Si  x cE  ; 


de  même,  le  triangle  EFé  étant  coupé  par 
la  transversale  S d,  on  a 

EH  x FS  x bd  = 11F  x Sé  x do- 


seront harmoniques. 
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Divisant  la  première  égalité  par  1j  s 'conde,  il  vient 

EG  hr  _ GF  c E . 

• EÏÏ^ZS-  HKxrfF,’ 


mais  la  droite  E b est  divisée  harmoniquement  aux  points  r,  d ( voir 
définition  du  faisceau  hannonitfur,  rom.),  et  par  conséquent  les  deux 

bc  c E , , . 

rapporls  ^ 60111  égaux  : donc  on  a 


EG  _ GF 
EH  ~ HF 


EG  KH. 
GF  “ FH  ’ 


donc  les  quatre  points  E,  F,  G,  H sont  harmoniques. 

Rcman/ue  I.  — La  démonstration  ne  changerait  pas  si  quelques-uns 
des  points  E,  F,  G,  lise  trouvaient  sur  les  prolongements  des  rayons  SA, 
SB,  SC,  SD,  ou  s'ils  s'y  trouvaient  tous  les  quatre. 

D’ailleurs,  on  peut  mener  la  parallèle  à AD  par  l'un  quelconque  des 
points  E,  F,  G,  11;  seulement,  pour  éviter  toute  confusion,  il  est  bon  de 
se  rappeler  que  le  triangle  à considérer  doit  avoir  pour  l'un  de  ses  côtés 
relui  des  deux  segments  conjugués  EF,  GH,  dont  l’une  des  extrémités 
est  sur  la  parallèle  à AD. 

Remarque  II.  — Concevons  qu’on  fasse  tourner  la  droite  EGFH  au- 
tour du  point  F,  par  exemple,  de  manière  que  le  point  E s’éloigne  indé- 
finiment du  point  S;  alors  le  point  F sera  toujours  le  conjugué  harmo- 
nique du  point  E par  rapport  au  segment  GH,  et  lorsque  la  droite  EFGU 
sera  parallèle  i AS,  le  point  F sera  le  milieu  de  GH;  et  réciproquement, 
si  une  droite  EGFH  coupe  le  faisceau  SABCD  et  que  GF  = Fil,  le  point  E 
sera  à l’infini,  et  par  conséquent  la  droite  EGFH  sera  parallèle  à AS. 

Nous  allons,  du  reste,  démontrer  directement  la  première  de  ces  deux 
propositions  : 

Tuéohèue  111. 


Si  ion  coupe  un  faisceau  harmonique  SABCD  par  une  (boite  KBF  jm- 
rallèlc  à l’un  des  rayons  AS,-  cette  droite  est  divisée  />ar  les  trois  autres 
rayons  en  deux  parties  égales. 


y 


A f/y 

8 

fj\ 

tt-A 

ty  i 

/ / 


\ 


Menons  par  le  point  B une  transversale  quel- 
conque AD.  Les  triangles  SAC,  EBC  seront  sem- 
blables, ainsi  que  les  triangles  SAD,  FBD,  et  l’on 
aura 

AS  AC 

EB  ~ CB 
et 

AS  AD. 

BF  _ BD’ 


d ailleurs,  les  quatre  points  A,  B,  C,  D étant  harmoniques,  on  a 

AC  AD . 

CB  - BD’ 
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AS  AS 

donc  les  deux  rapports  gg  et  gp  sont  égaux,  et,  par  conséquent, 


EB  = BF. 


385 


Remarque  I.  — Réciproquement,  si  quatre  limites  SA,  SB.  SC,  SD 
passant  par  un  même  point  S sont  telles,  que  trois  d’entre  elles  divisent 
en  deux  parties  égales  une  droite  EBF  parallèle  à la  quatrième  AS,  ces 
quatre  droites  forment  un  faisceau  harmonique. 

Soit  toujours  la  transversale  ABD.  Puisque  la  droite  EBF  est  parallèle 
à AS  et  que  EB  = BF,  il  en  résulte,  d'après  la  Nole3t  [Variations,  etc., 
probl.  Il),  que  les  distances  de  chacun  des  points  C et  D aux  points  A 
et  B sont  entre  elles  comme  AS  est  à EB;  donc  les  quatre  droites  SA, 
SB,  SC,  SD  forment  un  faisceau  harmonique. 


Remarque  II.  — Le  problème,  auquel  on  vient  de  renvoyer  dans  la 
remarque  I,  donne  le  moyen  de  diviser  harmoniquement  une  droite  AB  par 

AC 

les  points  C et  D de  telle  sorte,  que  le  rap/mrt  —g  soit  égal  à celui  de 
deux  droites  données  m et  n. 


Remarque  III.  — Si  deux  rayons  conjugués  SA , SB  d’un  faisceau 
harmonique  sont  rectangulaires,  res  rayons  sont  les  bissectrices  des  angles 
supplémentaires  CSD,  CSD',  formés  / >ar  tes  deux  autres  rayons  SC,  SD. 

Car,  une  transversale  EBF  perpendiculaire  à SB  étant  alors  parallèle 
au  rayon  AS,  on  a EB  = BF,  et  les  triangles  rectangles  SBE,  SBF  sont 
égaux  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun 
à chacun;  donc  la  droite  SB  est  la  bissectrice  do  l’angle  CSD,  et,  par 
suite,  la  droite  SA  perpendiculaire  à SB  est  aussi  la  bissectrice  de  l'an- 
gle CSD'  (tli). 

Réciproquement  : Deux  droites  SC,  SD  forment  un  faisceau  luirmo- 
nique  avec  les  bissectrices  SA,  SB  des  angles  supplémentaires  CSD',  CSD. 
Car,  ces  bissectrices  étant  perpendiculaires  entre  elles,  une  transversale 
EBF  parallèle  à AS  est  perpendiculaire  à SB;  d’où  il  résulte  que  les  tri- 
angles rectangles  SUE,  SBF  sont  égaux,  comme  ayant  un  côté  égal  adja- 
cent à deux  angles  égaux  chacun  à chacun,  et  que  EB  = BF.  Donc  les 
quatre  droites  SA,  SB,  SC,  SD  forment  un  faisceau  harmonique. 


TnÉoaiiME  IV. 


Chacune  des  diagonales  d’un  quadrilatère  complet  ABCDEF  est  divisée 
harmoniquement  par  les  lieux  autres. 

Considérons  d’abord  le  triangle  ayant  pour 
deux  de  scs  sommets  les  extrémités  de  la 
diagonale  EF,  et  pour  troisième  sommet  l’un 
des  quatre  points  A,  B,  C,  D,  le  point  A par 
exemple.  Dans  ce  triangle  les  droites  AG,  ED, 
FB  se  coupent  en  un  même  point  C ; donc 

AB  x EG  x FD  = BE  x GF  x DA, 
et  d’ailleurs,  le  triangle  AEF  étant  coupé  par  la  transversale  BDII,  on  a 
AB  x Eli  x FD  = BK  x HF  x DA. 

Klèments.  25 
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Divisant  la  première  égalité  par  la  seconde,  il  vient 

EG  _ GF 
EH  ~ HF 
ou 

EG  _ EH  4 
GF  ~ FH’ 

donc  la  droite  EF  est  divisée  harmoniquement  aux  points  G et  H. 

On  verrait  de  même  que  chacune  des  diagonales  AC,  BD  est  divisée 
harmoniquement  par  les  deux  autres. 


Du  pôle  et  de  la  polaire  /rar  rap/mrt  à lin  systèmede  deux  lignes  droites. 
Théorème  I. 


Un  angle  ASB  et  un  point  D étant  donnés,  si  l'on  mène  /uir  ce  point 
une  transversale  DBA  et  qu’on  détermine  le  point  C conjugué  harmonique 
du  point  D par  rapport  au  segment  AB  compris  entre  les  côtés  de  V angle, 
le  lieu  géométrique  du  /mini  C,  lorsque  ta  transversale  tourne  autour  du 
point  D,  est  la  tlroite  SC  conjuguée  harmonique  de  SD  par  rap/rort  mue 
droites  SA,  SB. 


Car,  les  quatre  droites  SA,  SB,  SC,  SD 
formant  un  faisceau  harmonique,  si  la  trans- 
versale DBCA  prend  la  position  D l>rn,  par 
exemple,  le  point  c où  la  transversale  cou- 
pera SC  sera  le  conjugué  harmonique  de  D par 
rapport  à ab  ; donc  tout  point  du  lieu  se  trouve 
sur  la  droite  SC. 


Définitions.  — Le  point  D est  dit  le  pôle  de  la  droite  SC  et  celte 
droite  est  la  \xdnire  du  point  D,  par  rapport  à l’angle  r S v. 

Le  point  D n'a  qu’une  seule  polaire  SC  par  rapport  à l’angle  ASB  ; 
mais  la  droite  SC,  par  rapport  à ce  même  angle,  a pour  pôle  un  point 
quelconque  de  la  droite  SD. 


Théorème  II. 


Un  angle  ASB  et  un  /mini  D étant  donnés,  si  l’on  mène  par  ce  point 
deux  transversales  quelconques  DBA,  D ha,  cl  les  droites  A b,  IG/  qui  se 
coupent  nu  point  M,  le  lieu  du  /wint  M est  la  /rolaire  du  point  l)  par 
rap/xir!  à l’angle  ASB. 


Car,  S//MAAB  étant  un  quadrilatère  com- 
plet, la  diagonale  SM  rencontre  la  diagonale 
AB  en  un  point  C qui  est  le  conjugué  harmo- 
nique de  D par  rapport  à AB;  donc  la  droite 
SC,  qui  est  la  polaire  du  point  D par  rapport 
à l'angle  ASB,  est  le  lieu  géométrique  du 
point  M. 


Remarque  1.  — S’il  s’agissait  des  deux  transversales  A A,  B«  menées 
par  le  point  M,  les  droites  AB,  ab  se  couperaient  en  D,  et  le  lieu  du 
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point  D sérail  la  polaire  du  point  M.  Car,  ABAnSD  étant  un  quadrilatère 
complet,  la  diagonale  SD  couperait  la  diagonale  AM  b en  un  certain  point, 
E par  cxemplo,  qui  serait  le  conjugué  harmonique  de  M par  rapport  à A b\ 
donc  la  droite  SD,  qui  est  la  polaire  du  point  M par  rapport  à l’angle  j-S_r, 
est  le  lieu  du  point  D. 

Remarque  II.  — On  peut  démontrer  ce  théorème  sans  rocourir  à ce 
qui  a été  vu  sur  le  quadrilatère  complet. 

En  effet,  soit  C le  point  conjugué  harmonique  du  point  D par  rapport 
à AB;  les  quatre  droites  MA,  MB,  MC,  MD  formeront  un  faisceau  harmo- 
nique, et,  par  conséquent  le  point  c,  où  la  transversale  D a coupe  MC,  est 
le  conjugué  harmonique  du  point  D par  rapport  à ab-,  donc  la  droite  CMr 
est  la  polaire  du  point  D par  rapport  à l'ange  ASB. 

Cela  posé,  on  peut  en  déduire  que  chaque  diagonale  du  quadrilatère 
complet  SflM&AB  est  divisée  harmoniquement  par  les  deux  autres. 

Car,  le  point  D étant  le  pôle  de  la  droite  SM  par  rapport  à l'angle  ASB, 
il  s’ensuit  que  C est  le  point  conjugué  harmonique  de  D par  rapport 
à AB,  et  quec  est  aussi  le  point  conjugué  de  D par  rapporté  ah.  EnQn, 
le  point  S est  le  pôle  de  la  droite  DM  par  rappoit  à l'angle  ADn;  donc  M 
est  le  point  conjugué  harmonique  de  S par  rapport  à la  droite  Ce. 

Remarque  111.  — Ce  théorème  donne  le  moyen  de  résoudre,  avec  la 
règle  seulement,  le  problème  suivant  : 

Etant  donnés  une  droite  AB  et  un  />oinl  D sur  cette  droite,  trouver  le 
point  conjugué  harmonique  de  D par  rapjtort  à AB. 

Pour  cela,  on  joint  les  points  A et  B à un  point  quelconque  S;  on  mène 
la  transversale  quelconque  D ha.  puis  les  droites  A h,  B a qui  se  coupent 
au  point  M;  enfin  on  trace  la  droite  SM  qui  rencontre  AB  au  point  de- 
mandé C. 


Du  fuile  et  de  la  / solaire  dans  le  cercle. 

Théorème  1. 


■Si  par  un  point  D,  pris  dans  le  plan  d’un  cercle  O,  on  mène  une  sé- 
cante quelconque  DBA  et  qu'on  détermine  le  conjugué  harmonique  C du 
point  D par  rapport  à la  conte  AB,  le  Heu  géométrique  du  point  C, 
lorsque  la  secanle  tourne  autour  du  point  D,  est  une  ligne  droite  perpen- 
diculaire au  diamètre  ab  qui  passe  par  le  point  D. 


Déterminons  le  point  du  lieu  situé  sur 
le  diamètre  ab,  c’est-à-dire  le  conjugué 
harmonique  c du  point  D par  rapport 
à ab  ; menons  la  droite  Ce  et  abaissons  OF. 
perpendiculaire  à AB.  Puisque  le  point  E 
est  le  milieu  de  la  droite  AB  divisée  har- 
moniquement par  les  points  C et  D,  on  a 
(Div.  harnt.,  théor.  I,  rem.  Il), 


De  mémo, 


DA  x DB  = DE  x DC. 

D«  x Di  = DO  x De; 

a5. 
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mais  DA  x DB  = Do  x D&  (226)  ; donc 

DE  x DC  = DO  x De. 

De  cette  égalité  il  résulte  que  le  quadrilatère  OECc  est  inscriptible 
(voir  la  Note  36),  et,  comme  l’angle  ÜEC  est  droit,  l'angle  OrC  l’est  pa- 
reillement; donc  le  lieu  géométrique  du  point  C est  la  droite  Ce  perpen- 
diculaire à DO  et  passant  par  le  peint  c conjugué  harmonique  du  point  D 
par  rapport  au  diamètre  ab. 

Définitions.  — On  dit  que  le  point  D est  le  pâle  de  la  droite  Ce  et 
que  cette  droite  est  la  polaire  du  point  D,  par  rapport  au  cercle  O. 

Remarque.  — Puisque  le  point  O est  le  milieu  de  la  droite  ab  divisée 
harmoniquement  par  les  poids  c et  D,  on  aura,  en  désignant  le  rayon  O b 
par  R, 

OrxOD  = R’; 

donc,  le  rayon  (la  cercle  est  inor  en  proportionnel  entre  les  distances  dit 
centre  au  /m}/c  et  à la  f/olairc. 

De  cette  relation  on  peut  tirer  plusieurs  conséquences  : 

1°  Si  d'un  point  D extérieur  à un  cer- 
cle O on  mène  des  tangentes  DF,  DF',  In 
corde  qui  joint  les  points  de  contact  F,  K' 
est  ta  polaire  du  point  D.  Car  le  triangle 
rectangle  OFD  donne  (230) 

Oc  x OD  = ÔF*  = R’. 

Réciproquement,  si  par  les  extrémités  d'une  corde  FF'  on  mène  des 
tangentes  FD,  F'  D,  leur  point  d'intersection  D sera  le  pôle  de  la  droite  FF'. 

a°  Si  le  point  D se  meut  sur  la  droite  DO  et  se  rapproche  du  point  b , 
le  point  c s’en  rapprochera  pareillement,  et,  lorsque  le  point  D se  con- 
fond avec  b,  il  en  est  de  même  du  point  c.  Donc,  la  polaire  d’un  point  du 
cercle  est  la  tangente  en  ce  point  ; et  réciproquement,  le  pâle  d'une  tan- 
gente est  son  piint  de  contact. 

3°  Si  le  point  D venait  se  placer  au  point  c,  le  point  c prendrait  la 
place  du  point  D.  Donc,  ta  polaire  de  l’un  île  ces  points  passe  par  l’autre, 
et  vice  versa. 

4“  Si  le  point  D se  rapproche  indéfiniment  du  centre  O,  la  distance  Oc 
augmente  indéfiniment.  Donc,  la  polaire  du  centre  est  à tinjini,  et  elle 
est  toujours  perpendiculaire  à la  direction  du  diamètre  ab  sur  lequel  on 
fait  mouvoir  le  pâle  D. 

5°  Au  contraire,  si  le  point  D se  meut  dans  le  sens  OD  et  qu’il  s'éloigne 
indéfiniment  du  centre,  le  point  c s’en  rapprochera  indéfiniment.  Donc, 
la  pilaire  d’un  piint  qui  s'est  éloigné  indéfiniment  du  centre  ilans  une 
certaine  direction  est  le  diamètre  perpendiculaire  à cette  direction. 

Théorème  U. 

Les  f Hilaires  tic  tous  les  points  d’une  droite  xj  par  rappn  t à un 
cercle  O / Missent  par  le  pâle  de  celte  droite. 
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Menons  le  diamètre  AB  perpendiculaire  à xy  au  point  D,  et  soit  C le 
pôle  de  xy\  je  dis  que  la  polaire  d’un 
point  quelconque  D'  de  xy  passe  par  le 
poinlC. 

Car,  en  abaissant  sur  OD’  la  per|>endi- 
culaire  CC',  les  triangles  semblables  ODD', 
OCC'  donnent 


et,  par  suite, 


OD' 

OC 


OC'x  OD’  = OC  x OD  = OB 


OD 

OC1’ 


donc  la  droite  CC'  est  la  polaire  du  point  D'. 

Remarque  I.  — Réciproquement,  si  par  un  point  C on  mène  une 
droite  quelconque  CC',  le  /Me  île  cette  droite  sera  situé  sur  la  / solaire  xy 
du  point  C.  Car,  en  abaissant  sur  CC'  la  perpendiculaire  OC'  qui  ren- 
contre xy  au  point  D',  les  triangles  semblables  ODD',  OCC'  donnent  encore 


OC'x  OD  - OC  x OD  = Ob'  ; 


donc  D'  est  le  pôle  de  CC'. 

Remarque  JT.  — Ce  théorème  et  sa  réciproque  peuvent  s’énoncer  de 
cette  manière  : l/irsqu'un  /mint  D se  meut  sur  une  droite  xy,  la  polaire 
de  ce  /mint  tourne  autour  du  /Me  C de  cette  droite;  et  inversement,  si 
une  droite  CC'  tourne  autour  du  pôle  C d’une  droite  xy,  le  pôle  de  CC' 
se  meut  sur  xy. 

De  là  les  conséquences  suivantes  : 

l°  Si  des  différents  points  d’une  droite  xy  on  mène  des  couples  de  tan- 
gentes à une  circonférence,  les  cordes  de  contact  passeront  toutes  par  le 
/tôle  de  xy.  Car  ces  cordes  sont  respectivement  les  polaires  des  différents 
points  de  la  droite. 

i°  Si  par  un  même  p oint  C on  mène  à un  cercle  autant  de  sécantes 
qu’on  votu Ira,  puis  des  tangentes  aux  points  d'intersection  de  chaque 
sécante  avec  la  circonférence,  te  lieu  des  points  de  rencontre  des  tan- 
gentes, considérées  ainsi  deux  à deux,  sera  la  polaire  du  /mint  C.  Car  lo 
point  de  rencontre  de  deux  tangentes  est  le  pôle  do  la  sécante  qui  corres- 
pond à ces  tangentes. 

3°  lui  droite  qui  joint  les  pôles  de  deux  droites  est  la  /solaire  de  leur 
point  de  rencontre.  Car  le  pôle  de  la  première  droite  doit  se  trouver  à la 
fois  sur  les  deux  autres  droites. 

4”  Si  deux  polygones  d’un  même  nombre  de  côtés  tracés  dans  le  plan 
d un  meme  cercle  sont  tels,  que  les  sommets  de  l’un  soient  les  pôles  des 
côtés  de  i autre  par  rap/rort  à ce  cercle,  les  sommets  du  second  polygone 
seront  réciproquement  les  /rôles  des  côtés  du  premier. 

Définition.  — Deux  polygones  sont  dits  polaires  réciproques,  lorsque  les 
sommets  de  l’un  sont  les  pôles  des  côtés  de  l’autre  par  rapport  à un  cercle. 

5"  Si  un  /m/ygone  est  circonscrit  à un  cercle  et  qu'on  joigne  les  /romts 


Digitized  by  Google 


390  NOTES  SUR  LE  LIVRE  III.  — NOTE  3;. 

de  contact  consecutifs,  on  formera  un  second  polygone  qui  sera  te  polaire 

réciproque  du  premier. 


Théorème  III. 


Si  par  un  point  D,  pris  dans  le  plan  d’un  cercle  0,  on  mène  deux  sé- 
cantes quelconques  DBA,  D ha  et  qu’on  tire  les  droites  A a,  B 4 qui  se  entt- 
/ Kiit  en  M,  ainsi  que  les  droites  A 4,  B a qui  se  coupent  en  N,  le  lieu 
géométrique  des  points  M et  N est  la  polaire  du  //oint  D. 


Car,  en  considérant  le  quadrilatère  com- 
plet MaN4AB,  on  voit  que  la  diagonale 
MN  coupe  les  deux  autres  AB,  ab  aux 
points  C et  c qui  sont  respectivement  les 
conjugués  harmoniques  du  point  D par 
rapport  aux  droites  AB,  ab  ; donc  la  droite 
MN  est  la  polaire  du  point  D. 

Remarque  J.  — S’il  s’agissait  des  deux 
sécantes  A4,  a B menées  par  le  point  N 
intérieur  au  cercle,  les  droites  A a,  B4 
se  couperaient  en  M,  les  droites  AB,  ab  se  couperaient  en  D,  et  le  lieu 
des  points  M et  D serait  la  polaire  du  point  N.  Car  le  point  D est  le  pôle 
de  la  droite  MN,  comme  on  vient  de  le  voir,  et,  par  une  raison  semblable, 
le  point  M est  le  pôle  de  la  droite  DN;  donc  le  point  de  rencontre  des 
droites  MN,  DN  est  le  pôle  de  MD. 

Du  reste,  il  serait  facile  de  démontrer  directement  que  MD  est  la  po- 
laire du  point  N.  Pour  cela  on  prolongerait  les  sécantes  A4,  aB  jusqu'à 
la  rencontre  de  MD,  en  E et  en  F,  par  exemple;  alors,  en  considérant  le 
quadrilatère  complet  AB4aMD,  on  verrait  que  la  diagonale  MD  coupe  les 
deux  autres  A4,  aB  aux  points  E et  F qui  seraient  respectivement  les 
conjugués  harmoniques  du  point  N par  rapport  aux  droites  A4,  aB  ; donc 
la  droite  MD  serait  la  polaire  du  point  N. 


Remarque  U.  — Dans  le  triangle  MND,  chaque  côté  est  la  polaire  du 
sommet  opposé.  Donc,  dans  tout  quadrilatère  inscrit  à un  cercle,  le  point 
d’intersection  des  diagonales  et  tes  points  de  concours  des  côtés  opposés 
déterminent  un  triangle  dont  chaque  sommet  est  le  pôle  du  côté  opposé. 


Remarque  III.  — D’après  ce  théorème,  on  peut,  au  moyen  de  la  règle 
seulement,  construire  la  polaire  d’un  point  D par  rapport  au  cercle  O; 
et,  par  suite,  si  le  point  D est  extérieur  au  cercle,  on  peut  aussi  mener 
par  ce  point  des  tangentes  au  cercle. 


De  l’hexagone  inscrit  et  de  l’hexagone  circonscrit  <1  une  circonférence. 


Tdéorème  I. 

Dans  tout  hexagone  ABCDEF  inscrit  à une  circonférence,  tes  points  de 
concours  G,  H,  K des  côtés  op/msés  (AB  et  DE,  BC  et  EF,  CD  et  FA)  sont 
en  ligne  droite. 

Car,  en  prolongeant  les  trois  côtés  non  consécutifs  AB,  CD,  EF,  on 
forme  le  triangle  LMN  qui  est  coupé  par  les  transversales  EDG,  FAH, 


Digitized  by  Google 


NOTES  SIR  LE  LIVRE  111.  — NOTE  37.  3()I 

CBK,  donc,  en  verlu  du  théorème  fondamental  dus  transversales,  on 


/ I 


aura 

NE  x LG  x MD  = EL  x GM  x DN, 

NF  x LA  x MH  ~ FL  x AM  x HN, 

NK  x LB  x MC  = KL  x BM  x CN. 

Multipliant  ces  égalités  membre  à membre,  et  remarquant  qu’on  a 

NE  x NF  = DN  x CN, 

MCxMD-  BM  x AM, 

LA  x LB  = FL  x EL , 

il  vient 

LG  x MH  x NK  = GM  x HN  x KL; 
donc  les  trois  points  G,  H,  K sont  en  ligne  droite. 

Remarque.  — Ce  théorème  est  dù  à Pascal.  Il  est  vrai  lors  même  que 
l’hexagone  n'est  pas  convexe. 

De  plus,  comme  ce  même  théorème  ne  dépend  pas  de  la  grandeur  des 
côtés,  il  est  encore  vrai  lorsque  certains  côtés  de  l’hexagone  deviennent 
nuis;  mais  alors  il  faut  remplacer  chaque  côté  qui  devient  nul  par  une 
tangente  à la  circonférence. 

Par  exemple,  un  triangle  étant  inscrit  dans  un  cercle,  si  l’on  mène  par 
ses  sommets  des  tangentes  à ce  cercle,  les  points  de  concours  de  ces  tan- 
gentes avec  les  côtés  op/msés  seront  en  ligne  droite. 

Théorème  IL 

Dans  tout  hexagone  ABCDEF  circonscrit  à une  circon  férence,  les  trois 
diagonales  qui  joignent  les  sommets  opposés  (A  et  D,  B et  E,  C et  F)  se 
coupent  en  un  même  point. 

Car,  en  joignant  les  points  de  contact  consécutifs,  on  forme  l’hexagone 
inscrit  abedef  qui  est  le  polaire  réciproque  de  ABCDEF. 

Maintenant,  les  sommets  A et  D étant  les  pôles  des  côtés  fa,  cd,  de 
l’hexagone  inscrit,  le  point  de  concours  de  ces  côtés,  que  je  désignerai 


Digitized  by  Google 


392  NOTES  SIR  LE  LITRE  III.  — NOTE  3^. 

par  G,  sera  le  pôle  de  la  diagonale  AD.  De  même,  le  |>oinl  de  concours  H 
n des  côtés  ab,  de  sera  le  pôle  de  la  diagonale  BE, 

et  le  point  de  concours  K des  côtés  Oc,  cf  sera 
le  pôle  do  la  diagonale  CF.  Or,  les  trois  points  G, 
II,  K sont  on  ligne  droite;  donc  leurs  polaires 
AD,  BE,  CF  se  coupent  eu  un  môme  point  qui 
est  le  pôle  de  la  droite  GIIK. 

Remarque.  — Ce  théorème  est  dû  à Brian* 
chon. 

À 14 

Comme  il  ne  dépend  pas  de  la  grandeur  des  angles,  il  est  encore  vrai 
lorsque  certains  angles  de  l'hexagone  deviennent  égaux  à deux  droits. 

Par  exemple,  un  triangle  circonscrit  à un  cercle  peut  être  regardé 
comme  un  hexagone  qui  aurait  pour  sommets  les  trois  sommets  du  tri- 
angle et  les  trois  points  de  contact.  Donc,  dans  un  triangle  circonscrit  à 
un  cercle,  les  trois  droites  qui  joignent  tes  sommets  aux  points  de  con- 
tact des  côtes  opposes  /tassent  par  un  meme  point. 


Observation.  — Pour  démontrer  ce  théorème  II,  on  a construit  le  polygone 
abedef  qui  est  le  polaire  réciproque  du  polygone  propose  ABCDKF  per  rapport 
à un  cercle  directeur , qui,  dans  ce  cas,  est  le  cercle  inscrit  dans  le  polygone 
proposé;  puis,  d'une  propriété  du  polygone  abedef  on  a conclu  une  propriété 
correspondante  ou  corrélative  du  polygone  ABCDEF.  Ce  mode  de  démonstra- 
tion rentre  dans  une  méthode  generale  connue  sous  le  nom  de  méthode  des 
polaires  réciproques. 


Des  figures  inverses  ou  réciproques 
Définitions. 

Lorsque  trois  points  sont  en  ligne  droite,  on  appelle  puissance  do  l'un 
de  ces  points  par  rapport  aux  deux  autres,  le  protluit  des  distances  de 
ce  point  aux  deux  autres.  Mais  ce  produit  doit  être  affecté  du  signe  -+- 
si  le  premier  point  est  d’un  même  côté  des  deux  autres,  et  du  signe  — 
si  le  premier  point  est  placé  entre  les  deux  autres.  Ainsi,  en  considérant 
sur  une  droite  trois  points  S,  A,  B rangés  dans  cet  ordre,  la  puissance  du 
point  S,  relativement  aux  points  A et  B,  est  + SA  x SB;  et,  s'ils  étaient 
rangés  dans  l'ordre  A,  S,  B,  la  puissance  du  point  S serait  — SA  x SB. 

Si,  par  un  point  S et  par  les  différents  points  A,  B,  C,. . . d'une  figure, 
on  mène  les  droites  SA,  SB,  SC, . . .,  et  qu’on  prenne  sur  ces  droites  des 
distances  SA',  SB',  SC',...  telles  qu'on  ait 

SA  x SA  = SB  x SB'=  SC  x SC'  = . . . = p 

[p  étant  une  quantité  positive  ou  négative),  on  dit  que  la  nouvelle 
figure  A’,  B’,  C',. . . est  inverse  ou  réciproque  de  la  première. 

Le  point  S s’appelle  origine,  et  l'on  donne  à la  quantité  p le  nom  de 
puissance,  comme  étant  la  puissance  constante  du  point  S par  rapport  aux 
différents  systèmes  de  points  A et  A',  B et  B',  etc. 

Remarque.  — La  figure  F'  inverse  d'une  figure  donnée  F est  parfaite- 
ment déterminée,  lorsqu’on  donne  en  outre  I origine  S et  la  puissance  p. 

D'ailleurs  il  est  clair  que  la  figure  donnée  F est  aussi  la  figure  inverse 
de  F*,  en  prenant  toujours  S pour  origine  et  pour  puissance  p. 
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Si  deux  figures  F'  et  F’  gont  chacune  inverses  de  la  figure  F,  en  pre- 
nant la  même  origine  cl  deux  puissances  égales  et  de  signes  contraires, 
les  figures  F'  et  F*  sont  symétriques  par  rapport  au  point  S,  et,  par 
conséquent,  elles  sont  égales.  Car,  en  faisant  tourner  l'une  de  ces  figures 
autour  du  point  S de  180  degrés,  cette  figure  coïncidera  avec  l'autre. 

Théorème  I. 

La  figure  inverse  d'une  droite  xy  par  rapport  h un  point  quelconque  S, 
pris  /Mmr  origine,  et  suivant  une  puissance  donnée  p est  une  circonjérencc. 

De  l'origine  S abaissons  sur  xy  la  perpendiculaire  SP,  déterminons  sur 

SP  lo  point  P’  de  manière  que  le 
produit  SP. SP'  soit  égal  à la  puis- 
sance donnée,  que  nous  supposerons 
positive  et  égale  à /«’,  et  sur  SP' 
comme  diamètre  décrivons  une  cir- 
conférence 0 ; alors  cette  circonfé- 
rence sera  une  figure  inverse  de  xy. 

Car,  si  l’on  mène  à xy  une  droite 
quelconque  SA  qui  coupe  la  circon- 
férence au  point  A'  et  qu’on  tire  la 
corde  A’P',  on  formera  un  quadrilatère  APP'A'  dont  les  angles  en  P et 
en  A'  sont  droits,  et  qui,  par  conséquent,  est  inscriptible;  donc  on  a (228) 

SA.SA'=  SP.SP'=  m7. 

Remarque  I.  — Si  l’on  portait  sur  le  prolongement  de  PS,  au  delà  de 
l’origine  S,  une  longueur  SP'  égale  à SP'  et  qu’on  décrivit  sur  SP” 
comme  diamètre  une  circonférence  O',  celle  seconde  circouférenco  égale 
à la  première  serait  la  figure  inverse  de  xy  par  rapport  à la  même  ori- 
gine S et  suivant  la  puissance  — ni'. 

Remarque  II.  — Pour  déterminer  le  point  P',  on  peut  élever  du 
point  S sur  SP  une  perpendiculaire  SL  égale  à ni,  joindre  le  point  P au 
fioint  L,  et  élever  du  point  L sur  PL  une  perpendiculaire  qui  rencontre- 
rait le  prolongement  do  SP  au  point  P' (230).  On  connaîtrait  ainsi  la 
distance  SP'  égale  à SP',  et  par  suite  le  point  P’. 

Pour  obtenir  le  point  P',  on  peut  aussi  décrire  une  demi-circonférence 
sur  SP  comme  diamètre,  déterminer  sur  cette  demi-circonférence  le 
point  M dont  la  distance  au  point  S est  égale  à m,  et  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  M sur  SP  tombera  au  point  P'.  Mais  celte  construction 
suppose  qu’on  ait  m < SP. 

Si  l’on  avait  m > SP,  on  déterminerait  sur  xy  un  point  N dont  la  dis- 
tance au  points  serait  égale  à m et  la  perpendiculaire  élevée  du  point  N 
sur  la  droite  SN  rencontrerait  SP  au  point  cherché  P'. 

Remarque  III.  — La  figure  inverse  d'une  circonférence  O /uir  rap- 
port à l'un  quelconque  de  ses  jmints,  S par  exempte , et  suivant  ta  puis- 
sance m7,  est  une  droite  xy  perpendiculaire  au  diamètre  SP'  passant  par 

l'origine.  La  dislance  de  cette  droite  à l'origine  est  égale  à 

3r 

Remarque  IV.  — Une  droite  xy  et  une  circonférence  O peuvent  être 
regardées  comme  deux  figures  inverses  l’une  île  l’autre.  Ces  figures  sont 


s 
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inverses,  en  prenant  pour  origine  l’une  ou  l’autre  des  extrémités  du  dia- 
mètre SP'  perpendiculaire  à xy;  et,  lorsqu’on  prend  pour  origine  1 extré- 
mité S,  on  a vu  que  la  puissance  correspondante  est  4- SP  x SP'.  Si 
l’on  prenait  pour  origine  l’extrémité  P',  la  puissance  serait  — SP'x  P' P; 
car,  en  menant  à xy  une  droite  quelconque  P' A,  qui  coupo  la  circonfé- 
rence au  point  A',  les  angles  SPA,  et  SA'A,  sont  droits;  donc  le  quadri- 
latère SA'PA,  peut  être  inscrit  dans  un  cercle  décrit  sur  SA,  cornino 
diamètre,  et  l’on  a (225) 

— P'A,  .P'A'  = — SP'.P'P. 


Remarque  V.  — Si  l’on  mène  à xy  la  droite  SB  qui  coupe  la  circonfé- 
rence O en  B',  et  qu’on  tire  la  corde  A'B',  on  a SA.SA'=  SB. SB'  ou 


SA 

SB' 


SB 


gj-,;  d’où  il  résulte  quo  les  triangles  SAB, 


SA'B'  sont  sembla- 


bles (201).  Donc 


d’où  l’on  tire 


AB  SA  SA. SA'  _ ;»* 

A'B'  “ SB'  ~ SA'. SB’  - SA'. SB” 


AO  A'B' 

AB  = SÀ77SB'Xm- 


On  a ainsi  une  relation  entre  la  distance  AB  de  deux  points  quelcon- 
ques d’une  figure,  et  la  distance  A'B'  des  points  correspondants  de  la 
figure  inverse,  et,  en  supposant  m1  — i , cette  relation  devient 


AB  = 


A'B' 

SA'.  SB1' 


Cela  posé,  menons  encore  à xy  la  droite  SC  qui  coupe  la  circonfé- 
rence O en  C'  et  tirons  la  corde  A'C'.  On  aura  un  quadrilatère  inscrit 
SA'B'C',  et,  en  prenant  S pour  origine  et  pour  puissance  une  constante 
quelconque  m',  les  sommets  A',  B',  C' auront  pour  réciproques  des  points 
A,  B,  C situés  sur  une  droite  telle  que  xy  perpendiculaire  au  diamètre 
SP';  donc  on  a 

AC  = AB  4-  BC. 

Maintenant,  si  l’on  suppose  m'  ~ i et  qu’on  remplace  les  distances 
AC,  AB,  BC  par  leurs  valeurs,  il  vient 

A'C'  A'B'  B'C' 

(l)  SA'. SC'  “ SA'.SB’"*-  SB'.SC' 

ou 

(a)  A'C' x SB' = A'B' x SC' 4- B'C’ x SA’; 

donc,  dans  un  quadrilatère  inscrit  SA'  B'C',  te  //rodait  des  diagonales  est 
égal  à la  somme  des  //rodai ts  des  côtés  opposes.  Ce  théorème,  attribué  à 
Ptolémée,  a déjà  été  démontré  au  n“  256. 

Réciproquement,  tout  quadrilatère  SA'  B'  C'  qui  jouit  de  cette  propriété 
est  inscriptible.  Car  on  a l’égalité  (a)  par  hypothèse,  et  par  suite  l’éga- 
lité (i);  de  plus,  si  l’on  détermine  les  points  A,  B,  C réciproques  des 
sommets  A',  B',  C',  en  prenant  S pour  origine  et  pour  puissance  l’unité, 
on  pourra  passer  de  l’égalité(i)  à celle-ci  : 

AC  = AB  4-  BC. 
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Donc  les  trois  points  A,  B,  C seront  en  ligne  droite,  et,  par  suite,  les 
sommets  A',  B',  C'  sont  situés  sur  une  circonférence  passant  par  l’origine  S, 
ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Observation.  — Pour  démontrer  que  dans  un  quadrilatère  inscrit  SA'B'C', 
le  produit  des  diagonales  est  égal  à la  somme  des  produits  des  côtés  opposés , on 
a construit  les  points  A,  B,  C réciproques  des  sommets  A',  B',  C’  par  rapport  à 
I origine  S et  suivant  une  puissance  m*  (qu’on  a supposée  égalé  à 1 pour  plus 
de  simplicité  j puis,  d’une  propriété  de  la  figure  obtenue  on  a conclu  une  pro- 
priété correspondante  de  la  figure  proposée.  Ce  mode  de  démonstration  rentra 
dans  une  méthode  generale  connue  sous  le  nom  de  méthode  de  transformation 
par  rayons  vecteurs  réciproques. 

La  proposition  réciproquo  a été  démontrée  par  la  même  méthode. 

Autre  observation.  — Dans  tout  ce  qui  précède  on  a supposé  que  l'origine  S 
était  située  hors  de  la  droite  xr.  Si  le  point  S était  sur  xv,  la  figure  inverse  de 
xv  serait  celte  droite  elle-même. 


Théorème  II. 


La  figure  inverse  d’une  circonférence  0 par  rapport  U un  point  quel- 
conque S de  sun  plan,  pris  pour  origine,  et  suivant  une  puissance  donnée 
est  une  seconde  circonférence. 


Par  l'origino  S menons  la  droite  SO  qui  coupe  la  circonférence  0 aux 

points  P et  Q,  déterminons 
sur  SO  les  points  P'  et  Q'  de 
maniéré  que  les  produits 
SP.SP'  et  SQ.SQ' soient  égaux 
chacun  à la  puissance  donnée, 
que  nous  supposerons  posi- 
tive et  égale  à ni1,  et  sur 
Q'P'  comme  diamètre  décri- 
vons une  circonférence  0';  alors  cette  circonférence  sera  une  ligure  in- 
verse de  la  circonférence  0. 

En  effet,  puisque  les  produits  SP.SP' et  SQ.SQ'  sont  égaux,  on  a 


SP  SO  SP  - SO  OP  _ SP  — OP  SO 
SQ'  ~ SP'  “ SO'  - SP'  ~ O'P'  _ SQ'  - O'P'  ~ SO  ’ 


d’où  l’on  voit  que  les  distances  du  point  S aux  centres  des  cercles  0 et  0' 
sont  proportionnelles  aux  rayons  OP  et  O'P';  donc,  dans  la  figure  que 
nous  considérons,  le  point  S est  le  centre  de  similitude  directe  des  cir- 
conférences 0 et  0'  ( voir  Note  33,  théor.  Il,  remarque  II,  et  Note  34, 
Variations,  etc.  ).  Si  le  point  S était  donné  dans  l’intérieur  du  cercle  0, 
SO  OP 

on  aurait  encore  gg-,  = et  S serait  le  centre  de  similitude  inverse 
des  deux  circonférences  0 et  0'. 

Cela  posé,  si  l’on  mène  uno  droite  quelconque  SA  qui  coupe  les  cir- 
conférences 0,  0'  aux  points  A,  A',  et  que  l’on  tire  les  cordes  AP,  A'P', 
on  forme  un  quadrilatère  inscriplible  APP'A'  ( voir  Note  33,  théor.  Il, 
remarque  VI  ) ; donc  on  a 

SA.S.V=  SP.SP'  = m\ 
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En  désignant  par  B ot  B'  les  deux  autres  points  où  la  droite  SA  coupe 
les  circonférences  O et  O',  on  aurait  de  même 

SB.  SB'  = SQ.SQ'  = /«’. 

Remarque  I.  — Si  l'on  portail  sur  te  prolongement  de  PS,  au  delà  du 
point  S,  des  longueurs  SP*,  SQ"  respectivement  égales  à SP',  SO',  et  qu’on 
décrivit  sur  P'y’,  comme  diamètre,  une  circonférence  O”,  celte  cii confé- 
rence serait  une  figure  inverse  de  la  circonférence  O par  rapport  à la 
même  origine  S et  suivant  la  puissance  — /«’. 

Remarque  II.  — Pour  obtenir  les  points  P'  et  Q',  on  peut  élever  du 
point  S sur  SP  une  perpendiculaire  SM  égale  à /«,  joindre  les  points  P 
et  Q au  point  M,  et  élever  du  point  M sur  PM  et  sur  QM  des  perpendi- 
culaires qui  rencontreraient  SP  aux  points  P*  et  Q*;  on  connaîtrait  ainsi 
les  droites  SP*,  SQ*  respectivement  égales  aux  droites  SP',  SO’,  et  par 
suite  les  points  P'  et  Q'. 

Remarque  III.  — Deux  circonférences  quelconques  sont  deux  figures 
inverses  l’une  de  l'autre,  en  prenant  |>our  origine  l'un  ou  l’autre  de  leurs 
centres  de  similitude.  Par  exemple,  dans  la  figure  ri -dessus,  les  circon- 
férences O et  O'  sont  deux  figures  inverses  et,  selon  qu’on  prend  pour 
origine  le  centre  S de  similitude  directe  ou  le  centre  S'  de  similitude  in- 
verse, la  puissance  est  égale  à + SP. SP'  ou  à — S'P.S'Q'. 

Observation . — Dans  ce  qui  précède,  on  a supposé  l'origine  S située  à l 'exté- 
rieur ou  à l’intérieur  de  1a  circonférence  O.  Si  le  point  S était  sur  cette  circon- 
férence, elle  aurait  pour  figure  inverse  une  ligne  droite. 


NOTE  38. 

REMARQUES  SUR  LE  TliCORÈME  DE  PTT1Ï AGORE. 

Remarque  I.  — Lorsqu'on  démontre  le  théorème  de  Pythagore  par  la 
méthode  d’Euclide  (239),  la  figure  que  l'on  considère  jouit  des  pro- 
priétés suivantes  : 

l°  Les  trois  droites  AM,  FC,  BK  se  coupent  en  un  même  //oint. 
Prolongeons  MA  d’une  longueur  AL  égale  à BË,  et  menons  les  droites 
LB,  LC  qui  rencontrent  les  droites  CF,  BK 
aux  points  P et  Q;  le  quadrilatère  LBEA 
sera  un  parallélogramme,  et,  par  consé- 
quent, BL  sera  parallèle  à AE. 

Maintenant,  dans  les  triangles  ART,  BRF 
les  angles  en  R sont  égaux  comme  opposés 
au  sommet,  et  les  angles  RAT,  BFC  sont 
aussi  égaux  à cause  de  l égalité  des  triangles 
ABE,  FBC  (239  ) ; donc  l’angle  ATR  est  égal 
à l'angle  droit  FBU,  et  il  s'ensuit  que  la 
droite  1JB  parallèle  à AE  est  perpendicu- 
laire à CP.  On  verrait  de  même  que  la 
droite  LC  est  perpendiculaire  à BQ. 

Ain^i  LM,  CP,  11Q  sont  les  trois  hau- 
teurs du  triangle  LBC;  donc  ces  droites  se 
coupent  en  un  même  point  (H9). 


L 
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Autre  démonstration  fondée  sur  la  théorie  des  transrerudes.  — Les 
triangles. semblables  ARC,  BRF  donnent 

A R AC 
RB  " BF; 

d'ailleurs,  dans  le  triangle  rectangle  ABC,  on  a 

BM  AB1 

MC~ÂC'’ 

et  enfin  les  triangles  semblables  CSK,  ASB  donnent  aussi 

CS  _ CK 
SA  " AB* 

Multipliant  membre  à membre  les  trois  égalités  précédentes,  et  re- 
marquant que  BF  = AB  et  que  CK  = AC,  il  vient 

AR  x BM  x CS 
RB  x MC  x SA  “ ‘ ’ 

donc  les  trois  droites  AM,  CR.  BS  se  coupent  en  un  même  point. 
a°  Les  droites  AR  et  AS  sont  égales. 

Car  les  triangles  semblables  CAR,  CGF  donnent 

AR-GFxÇA. 

CG  ’ 

de  même,  à cause  de  la  similitude  des  triangles  BAS,  BilK,  on  a 


AR  CA  ... 
GF- CG’  doU 


AS  BA 


d’où  AS  = 


B A xHK 
BH 


Or,  les  droites  GF,  CA,  CG  sont  respectivement  égales  aux  droites  BA, 
HK,  Bll;  donc  AR  = AS. 

3“  Les  droites  FG  et  K 11  prolongées  se  rencontrent  au  point  L.  Car  les 
angles  GAL,  ABC  sont  égaux  comme  étant  chacun  le  complément  de 
l’angle  BAM,  et,  si  l’on  joint  le  point  G au  point  L,  les  triangles  GAL, 
ABC  seront  égaux  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés 
égaux  chacun  à chacun;  donc  l’angle  AGL  est  droit,  et  il  en  résulte  que 
le  point  L est  situé  sur  le  prolongement  de  FG.  On  verrait  pareillement 
qu’il  est  situé  sur  le  prolongement  de  KH. 

Remorque  II.  — Euclide  démontre  de  cette  manière  la  réciproque  du 
théorème  de  Pythagore  : 

c Soit  le  triangle  ABC,  et  supposons  qu’on 

^ ‘ ait 

. \ (1)  BC*  ^Ab'  + Âc’; 

D k * je  dis  que  l’angle  A est  droit. 

Élevons  AD  perpendiculaire  à AC,  prenons  AD  = AB  et  menons  la 
droite  CD.  Le  triangle  rectangle  ADC  donnera 

DCJ=  ÂdVÂc’; 

et,  si  l’on  compare  ccttc  égalité  à l’égalité  (1),  on  conclut  que  BC  = LC. 
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Ainsi,  les  deux  triangles  ABC,  ADC  sont  légaux  comme  ayant  les  trois 
côtés  égaux  chacun  à chacun  ; donc  l’angle  CAB  est  égal  à l'angle  droit  CAD. 


Remarque  UT.  — Si  l’on  construit  trois  polygones  semblables  ayant 
pour  côtés  homologues  les  côtés  d'un  triangle  rectangle  ABC,  le  polygone  P 
construit  sur  V hypoténuse  sera  équivalent  à la  somme  des  deux  autres 

P'  et  P'. 


Car  on  aura  (215) 


Ajoutant  ces  égalités  membre  à membre,  il  vient 
P' 4-  P*  ÂB’  + ÏC 


1 BC 

or,  BC  = AB  4-  AC  ; donc  on  a aussi 

P = P’  4-  P'. 


* 


Remarque  If.  — Soit  le  triangle  ABC  rectangle  en  A,  et  abaissons  sur 
a BC  >a  perpendiculaire  AD.  On  sait  qu'on  a (2  58), 


BC' 

2 

AB 


BC 

BD' 


Réciproquement,  si  d'un  point  D pris  sur  une  droite  BC,  entre  ses 
extrémités  B et  C,  on  élève  sur  BC  une  perpendiculaire  DA  telle  qu'on 
ait 


BC.’ 

ab' 


BC. 
~ BD’ 


le  triangle  ABC  sera  rectangle  en  A. 

S 

Car  de  l’égalitée  donnée  1 on  tire  AB  = BC  x BD;  donc  l’angle  B\C 
est  droit  ( voir  la  Note  30). 


Remarque  V. 
k 


»> 


te/ 

/ t'1» 

A J-\ 

S (a)  u c 

la  base  BC. 


Dans  un  triangle  ABC  rectangle  en  A,  on  a (238) 
ÂB  BD 


et  il  est  clair  que  cette  égalité  a lieu  aussi  dans  tout 
triangle  isocèle  ABC,  quel  que  soit  l’angle  A opposé  à 
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Réciproquement,  xi  il' un  /joint  D pris  sur  une  ilroite  BC,  entre  ses 
extrémités  D et  C,  on  élève  sur  BC  une  /ler/jetnlirulairc  DA  telle  i/u’on  ait 

AB1  BD 


le  triangle  ABC  sera  rectangle  en  A ou  il  sera  isocèle. 

En  effet,  désignons  les  côtés  BC,  AC,  AB  par  a,  b , c,  la  hauteur  AD 
par  h et  les  segments  BD,  DC  par  m,  n.  En  vertu  de  l'hypothèse,  on  a 
les  trois  égalités 

r*  m 
1?~  ht' 
c1  = A*  -f-  nè, 
b1  = A»  -+■  «*. 

Remplaçant  dans  la  première  c 1 et  A’  par  leurs  valeurs,  il  vient 
le  4-  ni1  m 

A* '4-  n ' ~ Tt  ’ 

d’où  l’on  déduit  successivement 

h1  n -f-  nèn  = lèm  4-  mn’, 
b1  {n  — ni)  — nin  ( n — m)  = o, 

(A*  — mn ) (n  — ni)  = o. 

Or,  cette  dernière  égalité,  dont  le  premier  membre  est  un  produit  de 
deux  facteurs  et  dont  le  second  membre  est  nul,  ne  peut  avoir  lieu  quo 
dans  deux  cas  : i°  lorsqu’on  a A*  = mn,  2°  lorsqu'on  a n — m. 

Mais  si  1 on  a A*  = mn,  la  hauteur  AD  est  moyenne  proportionnelle 
entre  les  deux  segments  BD,  DC;  donc  l’angle  BÂC  est  droit  (voir  la 
Note  36),  et,  si  l’on  a n = m,  on  voit  que  lo  triangle  ABC  est  isocèle. 

En  supposant  qu'on  eut  à la  fois  h1  — mn  et  n = m,  il  s’ensuivrait  que 
le  triangle  ABC  serait  rectangle  et  en  même  temps  isocèle. 

Donc  la  proposition  est  démontrée. 

Remarque  VI.  - On  a démontré  le  théorème  de  Pythagore  de  bien 
des  manières;  mais,  parmi  les  démonstrations  qu’on  a données  de  ce 
théorème,  nous  avons  préféré  celles  qui  se  trouvent  dans  le  texte  (238 
et  239),  à cause  des  corollaires  importants  qui  s’en  déduisent.  A ces  deux 
démonstrations  nous  joindrons  la  suivante. 

Soit  le  triangle  ABC  rectangle  en  A,  et  construisons  sur  l'hypoténuse  BC 
le  carré  BCDE  ; puis  menons  DG  parallèle  à AB  et  EH 
parallèle  à AC.  Le  carré  BCDE  sera  ainsi  décompose  en 
quatre  triangles  BCA,  CDF,  DEG,  EB11  égaux  entre 
eux,  et  en  un  carré  AFGH  dent  le  côté  AH  sera  la  dif- 
férence des  côtés  AB  et  AC,  puisque  BH  = AC. 

Donc,  en  désignant  l'hypoténuse  BC  par  a et  les 
côtés  AC,  AB  par  b , c,  on  aura  (186, 189  et  210) 

a*  = - bc  x 4 4-  (c  — b)*  ou  a1  — c'  4-  A1. 
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NOTE  39. 

CALCUL  DB  DIVERS  ÉLÉMENTS  D’UN  TRIANGLE  AU  MOYEN  DE 
SES  TROIS  CÔTÉS. 

Scient  a,  b,  c les  côtés  d’un  triangle,  respectivement  opposas  au* 
angles  A,  B,  C;  nous  allons  calculer  en  fonction  de  ces  côtés  la  projec- 
tion de  l'un  dos  côtés  du  triangle  sur  un  autre,  les  hauteurs,  la  surface, 
les  médianes,  etc. 

Calcul  de  la  projection  du  côté  b sur  a. 

1“  Supposons  l'angle  Caigu,  on  aura  (24f) 

tJ  =■  «’  + b*  — a a X DC, 

d’où 

DÇg^-y.-<. 

la 

a“  Si  l’angle  C était  obtus,  on  aurait  (2iK) 
c 1 = n1  lé  + iu  x DC; 

d’eù 


%a 


Calcul  de  la  hauteur  h. 
i*  Supposons  l'angle  C aigu,  on  aura  (2i0) 


Ici 

/ 


/ 


y, 

n 


ta  I O C 


JP'  il,  J 

v> 

\ 

(a)  n c 


/<*  = ô‘-  UC  , 

„ («’4 -b' -c')> 

= O 7~ï * 

4" 

4 a'b1  — («’  -4-  lé  — c5)1 

~ Jï?  ’ 

(lab  + a’  + b*  — c')(iab  — a,—b,-^-c,) 

= (m  m) 


- (197) 


_ |tH-//  + r)(a  + i-r)(r  + n-i|(f  _«+/,)  _ 

— — ; (1!)7| 


4"J 


donc 


h - ~ ^{‘>  + t>-\-c)[a-irb  — r)jc  + o — b)  [<  6 — a). 
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Maintenant,  si  l’on  représente  le  périmètre  du  triangle  par  a p,  on  a 
n + c = tp, 

et,  en  retranchant  surcessivement  ta,  tb,  a c des  deux  membres,  il 
vient 

4 + r — a — tp  — ta  — t[p  — a), 
a-hc  — b — t(p  — b), 
a -+-  b — c — t(p  — c). 

Donc  on  aura  la  formule 

A = jj  y/p\p  — u)(p  — b H/-'  — '’)- 

a°  Si  l’angle  C était  obtus,  on  arriverait  au  mèmè  résultat. 

En  désignant  par  A',  A'  les  hauteurs  abaissées  sur  les  côtés  AC,  AB, 
on  aurait  pareillement 

A'  = g \/p(p  — a)[p  — b)  (p  - c), 

h"  = - )/p  [/'-")  (p  -b)  ( P-C ). 

C 


Calcul  (le  la  surface  S. 

On  a (189) 


s 


s = - X /i  = 7 y/(«  -I-  b + c)  (fl  b — r)(fl  + c— A)(A-4-c  — a), 
2 4 . ' 

OU 

S = vV  (/^  — ")  [p  — b)  ! P — c). 

Donc,  /’«/«  rf’iwi  triangle  est  égale  à la  racine  carrée  ilu  pnnluit  du 
demi-périmètre  par  les  trois  restes  qu’on  obtient  en  retranchant  succes- 
sivement du  demi-périmètre  chacun  des  trois  côtés. 


On  a (247) 


a 


* D(«i  c 


Éléments. 


Calcul  de  la  médiane  ni. 


cJ+  A’  = a m’-t , 

2 

multipliant  les  deux  membres  par  2,  il  vient 
20*+  2 A1  = 4,H>+  n1, 


d’où 


tb’  + te1  — a’ 


2<j 
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pt.  par  conséquent, 

ni  = p y/aô'  4-  ac3  — a1. 


De  même,  si  l'on  représente  par  ni'  et  ni'  les  médianes  relatives  aux 
côtés  AC  et  AB,  on  aura 


ni'  = j i c‘  — h 

ni’  = i \lï/l*  + xü‘  — c1. 

a 


Calcul  îles  segments  BD,  DC  déterminés  par  ta  bissectrice  AD 
île  l’angle  intérieur  BAC. 


On  a (219) 

A 

w/  I \|6* 

Z /A 

B (al  0 C 

d’où  l'on  tire 
et,  par  suite,  on 


II) 


BD  _ r_ 
DC  ~b' 


et,  si  à chaque  numérateur  on  ajoute 
leur,  il  vient 

a c -f~  b 

DC  ~ b~~ 


aura 


DC  = 


nb 


V 


__  ne 
BD  = T * 

c -p-  b 


son  dénomina- 


Reiniinpic.  — L'égalité  (i)  donne 

BD  PC  BD-t-DC  n 
e ~ b - c ri-  b ~ e b' 

et  de  là  on  peut  tirer  les  valeurs  de  BD  et  de  DC. 


Calcul  tics  segments  BD,  DC  déterminés  / mr  la  bissectrice  AD  rte 
l’angle  cxtirieu  CA  J. 


On  a (249) 


X 


(') 


BD  r_ 

DC  ~ b' 


et,  si  de  chaque  numéral  ur  on  retram  ho 
son  dénominateur,  il  vient 


d'où  l’on  tire 


et,  par  suite,  on  aura 


n 

DC  ~ 


e — li 


b ;; 


DC 


I 


BD  = 


ne 

c — b 
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Remarque.  — L'égalité  (i)  donne 

BT)  DC.  BD  — DC  n 
c b c — b c — é* 
et  de  là  on  peut  tirer  les  valeurs  de  BD  et  de  DC. 


Calcul  de  Ut  bissectrice  p de  l'anulc  intérieur  BAC. 

On  a (250) 

ré  = BD  x DC  4-  p\ 

a d’où 

g S- cb  - n'rb  = c*f(f  4-^)*— g’1 
r (r4-é)’  (r-t-é)' 

Représentant  le  périmètre  du  triangle  par  ip,  il  vient 

cj  _ ieb/tip  — n) 
f (r4-é)J  ’ 

et,  par  suite, 

6 = ~-b  i/cbp  (p  — a). 

En  désignant  par  p',  p’  les  bissectrices  des  angles  B et  C,  on  a 
p'  = y/ucp  [t>  - b ), 

P’ = {P  — <-)■ 


Calcul  de  la  bissectrice  y de  l’angle  extérieur  CAx. 
On  a (250) 

ré  = BD  x DC  — y% 


d'où 


«’  ré 


cb  - réfn»-  (c- él»] 


(f-é)1  ” (c-é)1 

\ _ ré  ( « 4-  c — b)  (a  — c 4-  é ) 


B i«Tc -ni  - *)* 

Représentant  le  périmètre  du  triangle  par  ip,  il  vient 


(197). 


et,  par  suite, 


, _ jcbjp  — b)  (p  - c | 

7 (r-é)>  ’ 

7 = ~b  v'cb  ( ï>  -b)[p-T) . 


En  désignant  par  y’,  y"  les  bissectrices  des  angles  extérieurs  adjacents 
aux  angles  B et  C,  on  a 

i = ~-a  / <•«  (/>  - «)  (/>  - c), 

7*  = — Aé  (/>  - a ) [j,  — b). 

aG. 
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Calcul  du  rayon  R du  cercle  circonscrit, 

On  a (251  ) 

abc  = 4 RS, 

d’où 

abc 

R ” 4S’ 

ou  bien 

abc 

~ 4 \/V(p  — “HP  ~ G*  — Ô 

Calcul  du  rayon  r du  cercle  inscrit,  et  des  rayons  /•’,  r',  r”  des 
cercles  ex-inscrits. 

i°  En  désignant  la  surface  du  triangle  par  S et  son  périmètre  par  ip, 

K on  a (252) 

S - [a  4-  b 4-  c)  - = pr\ 

d'où  

S /(p  — a)  (P  — b)  — c) 

r ~ H ~ V P 

1°  Soit  O’  le  centre  du  cercle  ex-inscrit  langent 
au  côté  BC,  et  désignons  son  rayon  par  r on  aura 

S = O' AC  4-  O' AB  — O'BC 
r< 

= (b  4-  c — a)  — = (p  — a)r’, 

d’où  

S jp  {p  — b)  (p  — c) 

r ~ p — a~  ^ p — a 

On  trouverait  de  même  pour  les  rayons  r",  r " des  cercles  ex-inscrits, 
tangents  aux  côtés  AC,  AB, 

S //.  i p — "1  (P  — c ) 
r ~ p — b ~ V p — l>  ’ 

r =p —c=\ 7^ 

NOTE  40. 

RECHERCHE  DE  DEUX  LIEUX  GÉOMÉTRIQUES. AXES  RADICAUX  ET 

CENTRE  RADICAL.  — DEUX  PROBLEMES  SUR  LES  CONTACTS. 

Recherche  de  deux  lieux  géométriques. 

Si  du  sommet  A d’un  triangle  ABC  on  mène  la  médiane  AD,  on  a (247) 
Ab’4-Ac’  = iAD  4- i BD  ; 

or,  en  supposant  que  les  points  B et  C soient  fixes  ot  que  le  sommet  A 
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2 - — 3 

se  meuve  de  manière  que  la  somme  AB  4-  AC.  reste  constante,  on  von 
que  la  médiane  AD  ne  changerait  pas  de  valeur.  Donc,  le  lieu  îles  points , 
tels  que  la  somme  ries  carrés  cle  leurs  distances  à deux  points  fixes  B 
et  C soit  constante,  est  une  circonférence  qui  a pour  centre  le  milieu 
de  BC. 

De  même,  en  supposant  que  les  points  B et  C soient  fixes  et  que  le 

3 I 

sommet  A se  meuve  de  maniéré  que  la  différence  AB  — AC  reste  con- 
stante, on  voit  (248)  que  la  projection  DE  do  la  médiane  AD  sur  la 
droite  BC  ne  change  pas  de  valeur.  Donc,  te  lieu  des  points  tels,  que  la 
dijfércnce  des  carrés  de  leurs  distances  à deux  / /oints  fixes  B et  C soit 
constante,  est  une  droite /rérpendiculaire  à BC. 

Remarque.  — Après  avoir  montré  combien  ces  deux  lieux  géométri- 
ques découlent  naturellement  des  relations  établies  aux  n°*2l7  et  248, 
nous  croyons  utile  d’en  faire  la  recherche  à priori. 

Problème  I. 


Trouver  le  lieu  des  //oints  tels,  <pte  ta  somme  des  carrés  de  leurs  dis- 
tances à deux  points  fixes  A et  B soit  égale  à un  carré  donné  né. 


donc 


Soit  M un  point  du  lieu;  on  aura 
MA* -4- MB ’ = né. 

Mais,  si  l’on  mène  la  médiane  MC  du 
triangle  MAB,  on  a aussi  (247) 

Ma’  4- MB*  = aMC’-f-aAC’; 


d’où  l’on  tire 

(«) 


a MC  4-  a AC  = /»»’, 


Ainsi  la  valeur  de  MC  est  constante;  donc  tout  point  du  lieu  cher- 
ché est  situé  sur  la  circonférence  qui  a pour  centre  le  milieu  de  AB,  et 

pour  rayon  CM  = » /—  — ÀC  . D’ailleurs,  on  verrait  facilement  que 

' : , j 

pour  tout  point  M de  la  circonférence  CM,  on  a MA  4r  MB  = né.  Donc 
cotte  circonférence  est  le  lieu  cherché. 


Remarque  1.  — Pour  construire  lo  rayon  CM.  on  cherche  d’abord  un 

fjjl  - 1 ■ - 3 — 2 

carré  n’  égal  à — (243);  alors  on  doit  avoir  MC  = ré  — AC  , et  la 

question  est  ramenée  à trouver  le  côté  d’un  carré  équivalent  à la  diffé- 

2 

rence  des  deux  carrés  connus  n’  et  AC  (242). 

On  peut  disposer  les  constructions  de  la  manière  suivante  : 

Prenons  sur  AB/  la  droite  AD  égale  à m , sur  AD  comme  diamètre  décri- 
vons une  demi-circonférence,  du  centre  O menons  le  rayon  OE  perpen- 
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diculaire  à AD  et  enfin  joignons  AE;  on  aura  (238) 


ae’ 


% 


Maintenant,  si  l’on  élève  CF  perpendiculaire  à AB,  et  que  du  point  A 
comme  centre,  avec  le  rayon  AE,  on  décrive  un  arc  qui  coupe  AF  au 
point  F,  la  droite  CF  sera  le  rayon  cherché.  Car  on  a 

2 j 2 2 — -3  7|| 5 — -3 

CF  = AF  - AC  = AE  - AC  = — - AC  . 

■i 

Si  donc  du  point  C comme  centre,  avec  CF  pour  rayon,  on  décrit  uno 
circonférence,  elle  sera  le  lieu  demandé. 

Remarque  II.  — Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit 

qu'on  ait  — > Ac’  ou  ml  > a AC.’  ; donc  le  côté  m doit  être  plus  grand 
a 

que  la  diagonale  du  carré  construit  sur  AC  (254). 

Si  l’on  avait  m J = aAC  , l égalité  (i)  donnerait  MC  = o et  le  lieu  so 
réduirait  au  point  C milieu  de  AB. 

Lorsqu'on  a ni * <aAC  , la  valeur  do  MC  devient  imaginaire  et  le 
problème  est  impossible.  11  est  d’ailleurs  facile  de  le  voir  immédiatement 
à l’inspection  de  la  figure. 

Remarque  III.  — Si  le  côté  m du  carré  donné  était  égal  à AB,  on  de- 
vrait avoir  Ma’-i-  MB  = AB  ; donc  (246)  le  triangle  MAB  devrait  être 
rectangle  en  M,  et  par  conséquent  lo  lieu  cherché  serait  la  circonférence 
décrite  sur  AB  comme  diamètre. 

Du  reste,  cette  conséquence  peut  aussi  se  déduire  de  l'égalité  (i).  Car, 
en  y faisant  m = AB,  on  a 

iüt;»  __  AB*  _ ÀB  AB"  _ AB* 

~~  a ~ a 4 _ 4 


a 


Problème  II. 

Trouver  le  lieu  des  points  tels,  que  la  différence  des  carres  de  leurs 
distances  à deux  points  fixes  A et  B soit  égale  à un  carré  donné  «/’.  (On 
suppose  que  la  distance  de  chaque  point  du  lieu  au  point  A est  plus 
grande  que  sa  distance  au  point  B.  ) 

Soit  M un  point  du  lieu;  on  aura 
MA’  - MB*  = m\ 


Mais,  si  l’on  mène  la  médiane  MC 
du  triangle  MAB  et  qu’on  abaisse  MD 
perpendiculaire  à AB,  on  a aussi  (2i8) 

MA1  — MB1  = a AB  x CD; 


/ 


et  ’B  b 

V. 

-V 


(F  » 
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a AB  x CD  = ni7-, 


407 


Ainsi  la  valenr  de  CD  est  ronstante;  donc  tout  point  du  lieu  cherché 
est  sur  la  droite  DM  perpendiculaire  à AB  et  menée  à une  distance  du 

• nti 

point  C égale  à ^jj-  D'ailleurs,  pour  tout  point  M de  la  droite  indé- 
finie DM,  on  aurait  MA  —MB  = ni7.  Donc  cetto  droite  est  le  lieu 
cherché. 

Remarque  I.  — Pour  construire  la  distance  CD,  il  faut  chercher  une 
troisième  proportionnelle  aux  deux  droites  a AB  et  m,  ce  qu’on  peut 
faire  de  cette  manière  : 

Prenons  sur  CB^-  la  longueur  CE  égale  à AB,  et  du  point  E comme 
centre,  avec  EC  pour  rayon,  décrivons  une  demi-circonférence  CGF  ; du 
point  C comme  centre,  avec  m pour  rayon,  décrivons  un  arc  qui  coupe  la 
demi-circonférence  au  point  G,  de  ce  point  abaissons  GD  perpendiculaire 
à xjr,  et  CD  est  la  distance  cherchée.  Car  on  a (230) 

CF  x CD  = m7 
ou 

jAB  xCD  = m7. 

Le  point  D étant  connu,  on  élèvera  sur  AB  une  perpendiculaire  indé- 
finie qui  sera  le  lieu  demandé. 

Cette  construction  suppose  qu’on  ait  a AB  > m.  Si  l'on  avait  aAB=  m, 
la  distance  CD  serait  aussi  égale  à m,  et  le  lieu  cherché  serait  la  perpen- 
diculaire élevée  sur  AB  au  point  F.  Si  l’on  avait  aAB  < m,  on  ferait  un 
triangle  rectangle  ayant  a AB  ou  CF  pour  côté  de  l’angle  droit,  et  pour 
hypoténuse  la  droite  CG  égale  à ut,  puis  du  point  G on  élèverait  sur  CG 
une  perpendiculaire  qu’on  prolongerait  jusqu’à  la  rencontre  de  A/,  en  H 
par  exemple,  et  la  droite  CH  serait  la  distance  cherchée;  car  le  triangle 
rectangle  CGH  donnerait  (230) 

CF  x CH  = CG*  = m7 

ou 

a AB  x CI1  m ’. 


Remarque  JT.  — Si  le  côté  du  carré  donné  était  égal  à AB,  on  devrait 

avoir  MA  — MB  = AB  ; donc  (2tfi)  le  triangle  MAB  devrait  être  rec- 
tangle en  B,  et,  par  conséquent,  le  lieu  cherché  serait  la  perpendiculaire 
élevée  sur  AB  à son  extrémité  B.  Du  reste,  cette  conséquence  peut  aussi 
se  déduire  de  l’égalité  (1)  ; car,  en  y remplaçant  m par  AB,  on  a 


AB  AB 

GU  — — = — • 

a AB  1 


Remarque  111.  — Si  l’on  n’indique  pas  celle  des  deux  distances  MA, 
MB  qui  doit  être  plus  grande  que  l’autre,  le  lieu  se  compose  de  deux 
droites  perpendiculaires  à AB  et  situées  à égale  distance  du  point  C. 
Dans  le  cas  où  ni  = o,  ces  deux  droites  se  réduisent  à une  seule  qui  est 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AB. 
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Axes  radicaux  et  centre  radical. 

Définition.  — Si,  par  un  point  M pris  dans  le  plan  d'un  cercle  O,  on 
mène  une  droite  quelconque  qui  coupe  la  circonférence  de  ce  cercle  aux 
points  A et  B,  on  appelle  puissance  du  point  M par  rapport  nu  cercle  O 
la  puissance  constante  du  point  M relativement  aux  deux  points  d inter- 
section A et  B ( voir  n°  228  et  Note  37,  Figures  inverses). 

Cette  puissance  sera  positive,  nulle  ou  négative,  selon  que  le  point  M 
sera  hors  de  la  circonférence,  ou  sur  la  circonférenco,  ou  dans  l'intérieur 
de  la  circonférence. 

Théorème  I. 

La  puissance  d’un  point  M par  rapport  à un  cercle  O est  égale  au 
carré  de  la  distance  de  ce  point  au  ccntret  moins  le  carré  du  rayon  R de 
ce  cercle. 

En  effet  : i”  Supposons  lo  point  M hors  du  cercle,  cl  concevons  qu'on 
mène  de  ce  point  la  sécante  MAB  qui  passe  par  le  centre  O et  qui  coupe 
la  circonférence  aux  points  A et  B,  on  aura 

MA  = MO  - R, 

MB  = MO  + R, 

et,  par  conséquent,  la  puissance  MA  x MB  du  point  M est  égale  à 
MO5  - R:. 

a°  Supposons  le  point  M dans  l'intérieur  du  cercle  et  menons  encore 
la  sécante  AMOB  qui  coupe  la  circonférence  en  A et  en  B;  on  aura 

- MA  = MO  - R, 

MB  = MO  + R ; 

donc  la  puissance  — MA  x MB  = MO  — R’. 

3°  Supposons  que  le  point  M soit  sur  la  circonférenro  ; alors  sa  puis- 
sance est  nulle  et  l’on  peut  dire  aussi  qu  elle  est  égale  à MO  — R!,  puisque 

MO  = R. 

Théorème  II. 

Le  lieu  des  points  d’égale  puissance  par  rapport  à deux  cercles  O,  O' 
est  une  droite  perpendiculaire  à la  ligne  des  centres  00'. 

En  effet,  soient  M un  point  du 
lieu,  et  R,  R'  les  rayons  des  deux 
cercles;  on  doit  avoir 

MO*  — R3=  MÔ"'*  — R'*: 
d’où  l’on  tire,  en  supposant  R > R’, 

MÔ!-Mo’=  R’-R'1. 

Donc  le  lieu  cherché  est  celui 
des  points  tels,  que  la  différence  des 
carrés  de  leurs  distances  aux  deux 
points  0 et  0'  soit  égale  à la  diffé- 
rence des  carrés  des  rayons  R et  R', 


I 
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ou  égale  à un  carré  connu  iw*  (212).  Par  conséquent,  ce  lieu  est  une 
droite  MP  perpendiculaire  à 00',  plus  éloignée  du  centre  0 que  du  centre 
0',  et,  en  désignant  par  -r  sa  distance  au  milieu  de  00’,  on  aura 


(•) 


x = 


K*  - R" 
a 00' 


La  distance  y de  la  droite  MP  au  centre  0 du  plus  grand  des  deux 
cercles  0,  0'  serait  donnée  par  la  formule 

. , 00'  F’—  R'1  Ôo’  + R’-R'* 

(a)  '=-r  + -^r-== — ioo1 — 

Définition.  — On  appelle  axe  radical  de  deux  cercles  0,  0'  la  droite 
MP  dont  tous  les  points  sont  d’égale  puissance  par  rapport  à chacun  de 
ces  cercles. 

De  ce  théorème  on  peut  tirer  les  conséquences  suivantes  : 

1°  Si  deux  cercles  se  coupent,  leur  axe  radical  est  leur  corde  commune 
indéfiniment  prolongée.  Car  chaque  point  d’intersection  des  deux  cercles 
a une  puissance  nulle  relativement  à chacun  de  ces  cercles. 

a"  Deux  cercles  tangents,  soit  extérieurement,  soit  intérieurement,  ont 
pour  axe  radical  leur  tangente  commune. 

3°  Lorsque  deux  cercles  n'ont  aucun  point  commun,  leur  axe  radical 
ne  les  coupe  ni  l'un  ni  l’autre. 

De  plus,  si  les  deux  cercles  sont  extérieurs  l’un  à l’autre,  leur  axe 
radical />asse  entre  ces  deux  cercles.  Car  il  y a évidemment  sur  la  portion 
de  la  ligne  des  centres,  comprise  entre  les  deux  cercles,  un  point  d’ég  de 
puissance  par  rapport  à ces  cercles. 

4°  Lorsque  deux  cercles  ne  sont  pas  tangents,  leur  axe  radical  MP  est 
moins  éloigné  du  plus  grand  cercle  0 que  du  plus  petit  0'.  Car  on  a 

Pü’  — R’  = PÔ'’  — R'1. 

et,  par  suite, 

(PO  + R ) ( PO  - R ) = (PO'  + R')  (PO'- R') 
ou 

(P0+R)CP=  (PO'-t-R')  PD; 

or,  en  supposant  R > R',  on  a vu  que  la  distance  PO  était  plus  grande 
que  la  distance  PO'  ; donc,  par  compensation,  on  doit  avoir  CP  < PD. 

Du  reste,  cette  proposition  est  évidente  dans  le  cas  où  les  deux  cercles 
sont  intérieurs  l’un  à l’autre. 

5°  L’axe  radical  de  deux  cercles  égaux  passe  par  le  milieu  de  ta 
droite  qui  joint  les  deux  centres,  et  l’axe  radical  de  deux  cercles  concen- 
triques est  à l’infini  ou  cesse  d’exister.  Ces  deux  propositions  résultent 
de  la  formule  ( ■ ) ou  delà  formule  (a). 

6°  Si  R'=  o ou  si  le  cercle  0'  se  réduit  à un  point,  on  a 

M0’-MÔ‘J=  R>; 

donc  l’are  radical  du  cercle  0 et  du  point  0'  est  le  lieu  des  points  tels, 
que  la  différence  des  carrés  de  leurs  distances  aux  deux  points  0 et  0' 
soit  égale  au  carré  R1. 
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Et,  si  l’on  a à la  fois  R = o et  R'=  o,  l’aie  railirat  (les  tlcu.r  points 
0 et  0'  est  ta  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  la  droite  00'. 

7°  Si  deux  cercles  sont  extérieurs  ou  intérieurs  l’un  à l’autre  ou  s ils 
sont  tangents,  soit  extérieurement,  soit  intérieurement,  leur  axe  radical 
est  le  lieu  des  points  d’où  l’on  peut  mener  à ces  deux  cercles  des  tan- 
gentes égales.  Car  le  carré  do  chacuno  (les  tangentes  MA,  MB  menées 
aux  deux  cercles  d’un  point  quelconque  M de  l’axe  radical  est  la  puis- 
sance de  ce  point  par  rapport  à ces  cercles. 

Lorsque  deux  cercles  se  coupent,  le  lieu  des  points  d'où  l’on  peut  me- 
ner à ces  cercles  des  tangentes  égales  se  réduit  aux  prolongements  de 
leur  corde  commune. 

8°  Si,  d’un  point  M de  l’axe  radical  de  deux  cercles  0,  0',  on  mène  à 
ces  cercles  deux  tangentes  MA,  MB,  et  si,  de  ce  jmint  comme  centre, 
avec  l’une  de  ces  tangentes  pour  rayon,  on  décrit  un  cercle,  ce  cercle 
coupera  les  deux  premiers  orthogonalement , c'est-à-dire  à angles 
droits  (143). 

Et  réciproquement,  le  centre  de  tout  cercle  M qui  en  coupe  deux 
autres  0,  0'  orthogonalement  est  situé  sur  l'axe  radical  de  ces  deux 
cercles.  Car  les  carrés  des  rayons  MA,  MB  sont  les  puissances  du  centre  M 
de  ce  cercle  par  rapport  a chacun  des  deux  autres. 

Ainsi,  l’axe  radical  de  deux  cercles  qui  n'ont  aucun  /roint  commun  nu 
qui  sont  tangents  est  le  lieu  des  centres  de  tous  les  cercles  qui  coupent 
les  deux  premiers  orthogonalement. 

Lorsque  deux  cercles  se  coupent,  te  lieu  des  centres  (les  cercles  qui 
coupent  les  deux  premiers  orthogonalement  se  réduit  aux  prolongements 
de  la  corde  commune  à res  deux  cercles. 

9°  Si  deux  cercles  M,  M' en  coupent  deux  autres  0,  0'  orthogonalement, 
les  cercles  O,  O'  coupent  aussi  orihogonalement  les  deux  premiers.  Donc, 
tous  tes  cercles  M,  M',  M", ...,  qui  coupent  orthogonalement  deux  cercles 
donnés  0,  0',  considérés  (leux  à deux,  ont  pour  axe  radical  commun  ta 
ligne  des  centres  00'. 

Lorsque  les  deux  cercles  0,  0'  n’ont  aucun  point  commun,  l’un  des 
cercles  M,  M',  M',...  a son  centre  sur  00'  et  coupe  celte  droite  en 
deux  points  qui  sont  communs  à tous  les  cercles  M,  M',  M',. . . . 

Lorsque  les  deux  cercles  0,  0’  sont  tangents,  en  P par  exemple,  tous 
les  cercles  M,  M',  M’,...  sont  tangents  à la  droite  00'  au  point  P. 

Enfin,  dans  le  cas  où  les  deux  cercles  0,  O'  se  coupent,  tous  les  cercles 
M,  M',  M', . . . sont  extérieurs  à la  droite  00'. 

Théorème  111. 

Les  axes  radicaux  de  trois  cercles  0,  0',  0“  considérés  deux  à deux 
concourent  en  un  même  point. 

Car  le  point  d’intersection  de  l’axe  radical  des  cercles  0 et  O'  avec 
celui  des  cercles  0’  et  0’  a la  mémo  puissance  par  rapport  à chacun  des 
trois  cercles  0,  0',  0*;  donc  ce  point  appartient  aussi  à l’axe  radical  dos 
cercles  0 et  0". 

Définition.  — On  appelle  centre  radical  de  trois  cercles  le  point  commun 
à leurs  trois  axes  radicaux,  ou  le  point  d’égale  puissance  par  rapport  à 
ces  cercles. 
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Remarque  I.  — Si  les  centres  des  trois  cercles  étaient  en  ligne  droite, 
les  axes  radicaux  de  ces  cercles  seraient  parallèles  et  leur  centre  radical 
serait  à l’infini. 

Toutefois,  lorsque  les  centres  do  trois  cercles  sont  en  ligne  droite,  il 
peut  arriver  que  ces  cercles  aient  le  même  axe  radical;  alors  tout  point 
de  cet  axe  est  un  centre  radical  des  trois  cercles. 

Remarque  II.  — Solon  que  le  centre  radical  M de  trois  cercles,  ü,  O', 
O",  est  extérieur  ou  intérieur  à l’un  des  cercles,  O par  exemple,  la  puir-sanco 
du  point  M par  rapport  à chacun  des  trois  cercles  est  positive  ou  négative, 
et,  par  conséquent,  ce  point  est  aussi  extérieur  ou  intérieur  aux  cercles 
O’,  O*. 

Lorsque- le  centre  radical  est  extérieur  aux  trois  cercles,  on  peut  de  ce 
point  mener  à ces  cercles  des  tangentes  égales,  et,  de  ce  point  comme  cen- 
tre, on  peut  décrire  un  cercle  qui  coupe  les  trois  autres  orthogonalement. 

Si  le  centre  radical  était  sur  l’une  des  trois  circonférences,  il  serait 
aussi  sur  les  deux  autres. 

Problème. 

Construire  l’axe  radical  de  deux  cercles  O et  O'  qui  n'ont  aucun  point 
commun. 

Pour  cela  on  décrit  un  troisième  cercle  O"  qui  coupe  les  deux  cercles 
donnés;  alors  la  corde  commune  aux  cercles  O,  O"  et  la  corde  commune 
aux  cercles  0',  0*  se  rencontrent  au  centre  radical  M des  trois  cercles  0, 
O1,  0*,  et,  en  abaissant  de  ce  point  une  perpendiculaire  sur  00',  cette 
perpendiculaire  sera  l’axe  radical  cherché. 

Remarque  I.  — Si  l’un  des  cercles,  0'  par  exemple,  se  réduit  à un 
point,  on  décrit  une  circonférence  0"  qui  coupe  le  cercle  0 et  qui  passe 
par  le  point  0';  on  mène  la  corde  commune  aux  cercles  0,  0*,  ainsi  que 
la  tangente  au  cercle  0*  par  le  point  0',  et  res  deux  droites  se  rencon- 
trent en  un  même  point  M;  enfin,  de  ce  point,  on  abaisse  sur  00'  une 
perpendiculaire  qui  est  l’axe  radical  du  cercle  0 et  du  point  0'. 

Remarque  II.  — Si  les  deux  cercles  donnés  sont  extérieurs  l’un  à 
l’autre,  leur  axe  radical  passe  par  les  milieux  des  portions  de  leurs  tan- 
gentes communes,  comprises  entre  deux  points  de  ci  ntact,  et  de  là  résulte 
un  autre  moyen  de  construire  cet  axe. 

Deux  problèmes  sur  les  contacts. 

Problème  I. 

Décrire  une  circonférence  passant  par  deux  points  donnés  A,  B,  et 
tangente  à une  droite  donnée  xy. 

Supposons  le  problème  résolu  et  soit  ABC  la  circonférence  demandée 
qui  louche  xr  au  point  C et  dont  le  cen- 
tre est  0.  Ce  centre  doit  se  trouver  sur  la 
perpendiculaire  O'O  élevée  sur  le  milieu 
de  AB  et  sur  la  droite  CO  perpendiculaire 
à xr;  donc  la  qucidion  se  réduit  à déter- 
miner le  point  C.  Or,  si  l’on  prolonge  AB 
jusqu’à  la  rencontre  de  xy  en  D,  on  voit 
que  la  tangente  DC  est  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  droites  connues  DA,  DB  (227). 


Digitized  by  Google 


4 12  NOTES  SUB  LE  LIVRE  III.  — NOTE  4°- 

Ainsi,  pour  résoudre  le  problème,  on  cherchera  cette  moyenne  propor- 
tionnelle (231  ) et  on  la  portera  sur  xyk  partir  du  point  D,  etc. 

Remarque.  — Si  l’on  porte  la  distance  DCsurxr,  à gauche  du  point  D, 
on  obtient  une  seconde  circonférence  O'  qui  satisfait  encore  au  problème. 

Lorsque  la  droite  AB  est  parallèle  à xy , le  point  D cesse  d’exister.  Dans 
ce  cas  le  problème  n’admet  plus  qu’une  solution,  et  la  perpendiculaire 
élevée  sur  le  milieu  de  AB  rencontre  xy  au  point  C qui  est  le  point  de 
contact  cherché.  De  même,  il  n’y  a plus  qu’une  solution  lorsque  l’un  des 
points  donnés  A,  B se  trouve  sur  xy. 

Enfin,  il  est  évident  que  le  problème  serait  impossible  si  les  points  A 
et  B n’étaient  pas  situés  d’un  même  côté  de  xy. 

Problème  II. 


Décrire  une  circonférence  passant  par  deux  points  donnes  A,  B,  et  tan- 
gente à une  circonférence  donnée  O. 

Supposons  le  problème  résolu  et  soit  ABC  la  circonférence  demandée 
qui  touche  la  circonférence  O au  point  C 
et  dont  le  centre  est  O’.  Ce  centre  doit 
se  trouver  sur  la  perpendiculaire  O'O' 
élevée  sur  le  milieu  de  AB  et  sur  la  ligne 
des  centres  OCO';  donc  la  question  revient 
h déterminer  le  point  C.  Or,  si  par  ce 
{•oint  on  mène  la  tangente  commune  aux 
circonférences  O,  O',  cette  tangente  ren- 
contrera la  droite  AB  en  un  point  D,  et  l’on 
voit  que,  le  point  D étant  connu,  le  point 
C le  serait  pareillement  : il  s'agit  donc  de 
déterminer  le  point  D. 

Pour  cela,  menons  par  ce  point  et  par 
un  point  quelconque  E de  la  circonférence 
O une  sécante  DEF  qui  coupera  celle  circonférence  en  un  second  point  F. 
On  aura  (227) 

DE  x DF  = DC  ' = DA  x DB  ; 

et  de  là  il  résulte  que  les  quatre  points  A,  B,  E,  F sont  sur  une  même 
circonférence  ( voir  Note  3ü);  donc,  réciproquement,  si  par  les  deux 
points  A,  B et  par  un  point  quelconque  E de  la  circonférence  O on  décrit 
une  circonférence  ABE,  cette  circonférence  coupera  la  circonférence  O en 
un  point  F,  et  la  corde  EF  devra  rencontrer  la  droite  AB  au  point  D. 

Ainsi,  pour  résoudre  le  problème,  on  décrira  une  circonférence  quel- 
conque ABE  qui  coupe  la  circonférence  0 en  deux  points  E et  F ; puis  on 
tracera  la  corde  EF  qui  rencontrera  la  droite  AB  au  point  D,  et  de  ce 
point  on  mènera  la  tangente  DC  à la  circonférence  O,  etc. 

Remarque  1.  — Comme  on  peut  mener  du  point  D une  autre  tan- 
gente DC’  au  cercle  O,  on  a une  seconde  circonférence  O”  qui  satisfait  en- 
core au  problème. 

Si  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  AB  passait  par  le  centre  O 
de  la  circonférence  dunnée,  les  trois  droites  AB,  CD,  EF  seraient  paral- 
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lèles  et  le  point  D n’existerait  plus.  Dans  ce  cas,  la  perpendiculaire  élevée 
sur  le  milieu  de  AB  couperait  la  circonférence  O en  deux  points  C,  C’qui 
seraient  les  points  do  contact  cherchés. 

Lorsque  l'un  des  points  donnés  A,  B se  trouve  sur  la  circonférence  O, 
le  problèmo  n’admet  qu’une  solution. 

Enfin,  il  est  évident  que  le  problème  serait  impossible  si  les  points  A 
et  B étaient,  l'un  extérieur,  et  l’autre  intérieur  à la  circonférence  donnée. 

Remarque  II.  — Dans  l'analyse  de  ce  problème,  après  avoir  mené  la 
tangente  commune  aux  circonférences  O et  O’  qui  rencontre  la  droite  AJB 
au  point  D,  on  aurait  pu  remarquer  que  ce  point  est  le  céntre  radical  des 
deux  circonférences  O,  O'  et  de  toute  autre  circonférence  passant  par  les 
points  A et  B.  Alors,  pour  trouver  le  point  D,  on  aurait  décrit  une  cir- 
conférence quelconque  pas:-ant  par  les  points  A et  B et  coupant  la  cir- 
conférence O aux  points  E et  F,  et  la  corde  EF  aurait  rencontré  la  droite 
AB  au  point  D. 

De  cette  manière  on  arriverait  un  peu  plus  vite  à conclure  la  construc- 
tion indiquée  ci-dessus. 


NOTE  41. 

SUR  USE  RÉCIPROQUE  QUI  M'EST  PAS  TOUJOURS  VRAIE. 

Soient  un  triangle  ABC  et  AD  l une  de  ses  médianes,  on  a { 247  ) 

f,\  1 3 1 J 

ll)  AB  4- AC  = 2. AD  -f-  2 BD  . 

Maintenant,  supposons  que  l'angle  C soit  aigu  et 
que  le  côté  AC  soit  moindre  que  la  médiane  AD. 
Alors  la  circonférence  qui  serait  décrite  du  point  A 
comme  centre,  avec  le  rayon  AC,  couperait  BC  en 
un  point,  C’  par  exemple,  situé  entre  D et  C,  et,  quoique  AD  ne  fût 
pas  une  médiane  du  nouveau  tiiangie  ABC’,  on  aurait 

ÂB’-t-ÂC'’  = a AD*  4-  aBo'. 

Donc,  U du  sommet  A d'un  triangle  ABC  on  mène  sur  le  côté  opposé  BC 
une  droite  AD  et  que  l'on  ait 

AB  4-  AC  ~ a AD  + a BD  , 

on  ne  peut  pas  toujours  conclure  que  AD  suit  une  médiane  de  ce  triangle. 

Remarque  I.  — On  arrive  encore  à cette  conclusion,  en  supposant  que 
l'angle  C soit  aigu  et  qu'on  ait  AC  < AB. 

En  effet,  si  l'on  joint  le  point  D au  point  E milieu  de  AB,  l'angle  EDB 

AC 

égal  à l'angle  C (117)  sera  aigu,  puis  on  aura  ED  = — > et,  par  suite, 

ED  < — ou  ED  < EB;  donc  la  circonférence  décrite  du  point  E comme 

centre,  avec  le  rayon  ED,  coupera  BC  en  un  point  F situé  entre  B et  D. 
et,  EF  étant  une  médiane  du  triangle  ABF,  on  aura  (£47) 

aEB*  -t-  a EF*  = ÂF*  4-  BF*, 
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4EB  -F  4 EF  = aAF  -FaBF 

ou  bien 

AB  -F AC  = aAF  -Fa BF’  . 


Ainsi,  la  droite  AF  menée  du  sommet  A sur  BC  satisfait  à cette  der- 
nière égalité,  et  cependant  elle  n’est  pas  une  médiane  du  triangle  ABC. 

Remarque  JJ.  — Le  point  ü étant  le  milieu  du  côté  BC,  on  a 

2 2 


AD*  -F  BDJ  = AB  ^AC  = A': 


donc,  en  vertu  de  la  Note  précédente,  la  circonférence  ED  est  le  lieu  des 
points  tels,  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  distances  aux  points  A et 
B est  égale  à Donc,  /mur  qu’il  existe  sur  BC,  entre  B et  C,  un  point  F 
différent  du  point  D et  tel  qu’on  ait 


ou 


âf’  + bf^  ab  +ac 


AB'+AC  = aAF  + aBF  , 


il  faut  et  il  suffît  que  ta  circonférence  ED  coupe  BC  en  un  second  point  F, 
situé  eut  te  B et  C. 

Or,  on  a démontré,  dans  la  Remarque  I,  que  cela  a lieu  lorsque  l'an<»le  C 
est  aigu  et  qu’on  a AC  < AB;  mais  on  verra  facilement  qu’il  n'en  est  plus 
de  môme  : i°  lorsque  l'anglo  C est  aigu  et  qu'on  a AC  > AB;  a"  lorsque 
AC  = AB;  3°  lorsque  l’angle  C est  droit;  4°  lorsque,  l’angle  C étant  obtus, 
la  droite  ED  moitié  de  AC  est  plus  grande  que  la  médiane  EC  du  tri- 
angle ABC  ou  égale  à cette  médiane.  Donc,  dans  ces  derniers  cas,  si  l’on 
a l égalité  (.)  entre  les  côtés  AB,  AC,  la  droite  AD  et  le  segment  BD,  on 
peut  conclure  que  AD  est  une  médiane  du  triangle  ABC. 


NOTE  42. 

SUR  LA  BISSECTRICE  ü’UN  ANGLE  d’üN  TRIANGLE  ET  SUR  LA  BISSEC- 
TRICE d’un  angle  extérieur;  lieu  géométrique.  — sur  deux 

RÉCIPROQUES. 

Sur  la  bissectrice  d'un  angle  d’un  triangle,  etc. 

Nous  allons  démontrer,  sans  faire  de  construction,  les  deux  théorèmes 
suivants,  ainsi  que  leurs  réciproques,  et  nous  les  ferons  sui*re  de  la  re- 
cherche d'un  lieu  géométrique  important. 

Théorème  I. 

Dans  tout  triangle  ABC,  ta  bissectrice  AD  d’un  angle  BAC  divise  te 
côté  opposé  BC  en  deux  segments  BD,  DC,  pro/mrtionncls  aux  côtés  . 
cents  (ifOj.  ' J 
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Car  les  triangles  ABD,  ADC,  ayant  môme  hauteur, 
sont  entre  eux  comme  leurs  bases  BD,  DC,  et  l'on  a 

ABD  BD. 

ADC  ~ DC’ 


d’ailleurs  le  point  D de  la  bissectrice  AD  est  égale- 
ment distant  des  côtés  AB,  AC;  donc,  en  prenant  ce  point  pour  sommet 
commun  des  triangles  ABD,  ADC,  on  a auss: 

ABD  _ AB 

ADC  “ AC* 

Donc 

BD  AB 

DC  ~ AC* 

Béciproquement  : Supposons  qu'on  ait  je  dis  que  In  droite  AD 

est  la  bissectrice  de  l’angle  BAC. 

En  effet,  concevons  qu’on  mène  la  bissectrice  de  cet  angle  et  suppo- 
sons qu  elle  rencontre  BC  au  point  D'  ; alors  on  aura 

BD'  AB. 

D’C  ~ AC  ’ 


donc,  en  vertu  do  l'hypothèse,  on  a aussi 

BD'  BD 
D'C  ~ DC’ 

et,  par  suito, 

BD'  -+-  D'C  BD  + DC 
D'C  ~ DC 
ou 

BC  _ BC 
D'C  " DC* 

Do  là  il  résulte  que  D'C  doit  être  égal  à DC  ; donc  la  bissectrice  do 
l’angle  BAC  doit  passer  par  le  point  D et  se  confondre  avec  AD. 

Remarque.  — On  peut  encore  démontrer  cette  réciproque  en  se  fon- 
dant sur  la  Note  31  (Variations,  etc.). 

Car,  d’après  la  directe,  la  bissectrice  de  l’angle  BAC  doit  rencontrer 
BC  en  un  point  dont  les  distances  aux  points  B et  C seront  entre  elles 

AB 

dans  le  rapport-^;  or,  le  point  D est  le  seul  point  de  BC  dont  les  dis- 
tances aux  points  B et  C soient  entre  elles  dans  ce  rapport;  donc  la 
bissectrice  de  l'angle  BAC  doit  se  confondre  avec  AD. 

Théorème  II. 

La  bissectrice  AD  de  l’angle  CAx,  eitéricur  au  triangle  ABC,  déter- 
mine sur  le  côté  BC  deux  segments  BD,  DC  proportionnels  aux  côtés  ml ■ 
jaeents  AB,  AC. 
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Car  les  triangles  ABD,  ADC,  ayant  même  hauteur,  sont  entre  eux 
x comme  leurs  bases  BD,  IX'.,  et  l'on  a 

ABD  _ BD 

[ \ ADC — DC’ 


* c D d’ailleurs,  le  point  D de  la  bissectrice  AD  e.-t 

également  distant  des  côtés  AB,  AC;  donc,  en  prenant  ce  point  pour 
sommet  des  triangles  ABD,  ADC,  on  a aussi 

ABD  AB 
ADC  “ AC* 

Donc 

BD  AB 

DC  AC* 


Réciproquement  : supposons  qu'on  ait  — = — ; je  rtis  que  la  droite 

LHj  Au 

AD  est  la  bissectrice  de" l'angle  CA  x. 

En  effet,  concevons  qu’on  mène  la  bissectrice  de  cet  angle,  et  suppo- 
sons qu’elle  rencontre  le  prolongement  de  BC  au  point  D';  alors  on  aura 


BIV  _ AB. 
D'C  ~ AC’ 


donc,  en  vertu  de  l’hypothèse,  on  a aussi 


BD’  BD 

Fc=Dc’  et’Parsu,,c> 


BD' -D’C  BD  - DC  BC  BC 
U'C  ~ UC  °U  D'C  ~ DC* 


De  là  il  résulte  que  D’C  doit  être  égal  à DC;  donc  la  bi  scetrice  do 
l’angle  CAx  doit  passer  par  le  point  Det  se  confondie  avec  AD. 

Remarque.  — On  peut  encore  dém.  ntrer  celte  réciproque  en  sc  fon- 
dant sur  la  Note  31. 

Car,  d’apres  la  directe,  la  bissectrice  de  l’angle  CA-r  doit  rencontrer  le 
prolongement  de  BC  en  un  point  dont  les  distances  aux  points  B et  C sc- 

AB 

ront  entre  elles  dans  le  rapport  or,  le  point  D est  le  seul  point  do 

CD  dont  les  distances  aux  poinLs  B et  C soient  entre  elles  dans  ce  rap- 
port; donc  la  bissectrice  de  l’angle  CAx  doit  se  confondre  avec  AD. 


PnOBLÈMK. 


Trouver  le  Heu  des  points  dont  les  distances  à deux  points  /i.ccs  \ 

et  B soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné  — • 

n 


Déterminons  d’abord  sur  la  droite  indé- 
finie AB  les  points  C et  D dont  les  distances 
aux  points  A et  B sont  entre  elles  comme  ai 
est  à n (voir  Note  34,  Variations,  etc 
probl.  II). 

Maintenant,  soit  M un  autre  point  du  lieu 
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cherché  et  joignons-le  aux  points  A et  B.  On  aura 

MA  m AC  AD 
MB  ~ a ~ CB  “ DB’ 

donc  les  droites  MC,  MD  sont  respectivement  les  bissectrices  des  angles 
adjacents  AMB,  BM-r,  et,  par  conséquent,  l’angle  CMD  est  droit  (114); 
d'où  il  résulte  que  tous  les  points  du  lieu  sont  situés  sur  la  circonférence 
décrite  sur  la  droite  CD  comme  diamètre. 

Réciproquement:  soit  M un  point  quelconque  de  cette  circonférence; 

. , MA  m 

ie  dis  qu  on  aura  ryr,  = — • 

' MB  n 

En  effet,  abaissons  sur  MD  les  perpendiculaires  AE,  BF  qui  seront  pa- 
rallèles à la  droite  MC,  puisque  l’angle  CMD  est  droit.  On  aura  (222,  202) 

EM  AC  m 
’ MF  ~ CB  — n ’ 

AE  AD  «/ 

BF  " DB  " « ’ 

et,  par  suite, 

EM  AE. 

MF  ~ BF’ 

donc  les  triangles  AEM,  BFM  sont  semblables  comme  ayant  un  angle 
égal  compris  entre  côtés  proportionnels,  et  l’on  a 

MA  EM  _ /n 
MB  ~ MF  ~ //  ' 

Donc  le  lieu  cherché  est  la  circonférence  décrite  sur  CD  comme  dia- 
mètre. 

Remarque.  — On  peut  résoudre  ce  problème  en  raisonnant  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Soit  M un  point  du  lieu  cherché,  on  aura 

MA  _ m 
MB  ~ u' 

Maintenant,  si  l’on  mène  les  bissectrices  MC,  MD  de  l’angle  AMB  et  de 
l'angle  supplémentaire  BM-r  formé  par  MB  et  par  le  prolongement  de  AM, 
on  aura 

AC  MA  m 
CB  “ M B " n 
et 

AD  _ MA  _ m 
DB  ~ MB  ~ « ’ 

Ainsi,  les  distances  de  chacun  des  points  C et  D aux  points  A et  B 
sont  proportionnelles  aux  droites  m et  n,  et,  par  conséquent,  les  points 
C et  D peuvent  se  déterminer  {voir  Note  34,  Variations,  etc.,  probl.  11). 
D'ailleurs  l'angle  CMD  est  droit;  donc  tout  point  M du  lieu  cherché  se 
trouve  sur  la  circonférence  décrite  sur  CD  comme  diamètre. 

ÉUmcnts.  a7 
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Réciproquement  : je  dis  que  tout  point  M de  cette  circonférence  est  un 

..  .vu-  . m 

point  du  lieu,  cest-à-dire  qu  on  a = — • 

Car  les  quatre  droites  MA,  MB,  MC,  MD  forment  un  faisceau  harmo- 
nique, et  les  deux  rayons  conjugués  MC,  MD  sont  rectangulaires  ; donc  la 
droite  MC  est  la  bissectrice  de  l'angle  AMB  (voir  Note  37,  Division  harmo- 
nique, théor.  III,  rom.  III),  et  l'on  a (249) 

MA  AC  m 

MB  - CB  n ' 

Donc  le  lieu  cherché  est  la  circonférence  décrite  sur  CD  comme  dia- 
mètre. 

Sur  deux  réciproques. 

i°  Soient  un  triangle  ABC  et  AD  la  bissectrice  de  l’angle  BAC,  on  a (250) 
AB  x AC  = BD  x DC  4-  AD  . 

Maintenant,  supposons  que  les  côtés  AB  et  AC  soient 
égaux,  et  du  sommet  A menons  sur  la  base  BC  une 
droite  quelconque  AE.  On  aura  (24-4) 

AB'  = BË’  4-  AÈ1  — aBE  x DE 

AB  x AC  = BE  (BE  - -/DE ) + ÂË’  ; 
d'ailleurs  il  est  facile  de  voir  que  BE  — a DE  = EC;  donc 
AB  x AC  = BE  x EC  4-  AË’ . 


Donc,  si  du  sommet  A d'un  triangle  ABC  on  abaisse  sur  te  côté  opposé 
une  droite  AE  et  qu'on  ait 

AB  x AC  = BE  x EC  + AË' , 

on  ne  peut  pas  conclure  dans  tous  les  cas  que  AE  est  la  bissectrice  tic 
l’angle  BAC. 

Remarque.  — Mais  on  peut  tirer  cette  conclusion  toutes  les  fois  que 
le  triangle  n’est  pas  isocèle. 

Soit  le  triangle  ABC  dans  lequel  on  a AB  > AC, 
7 * et  supposons  que 

( / 1 \|  (i)  AB  x AC  = BE  x EC  4-  ÂË* , 

d rtrJc 

y je  dis  que  AE  doit  se  confondre  avec  la  bissec- 
trice Ap  de  l’angle  BAC. 

En  effet,  supposons,  s’il  est  possible,  qu’il  en  soit 
autrement;  on  aura  d’abord  (250) 

(a)  ABx  AC  = ADxDCq-ÂDJ. 

Ensuite,  si  l’on  prolonge  AE  jusqu’à  la  rencontre  de  la  circonférence  ABC 


X^F 

c 
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au  point  P,  on  a (243) 

BE  x EC  = AE  x EF. 

et  l’égalité  (i)  devient 

AB  x AC  = AE  x EF  + ÂË’ 
ou 

AB  x AC  = AE  x AF. 


De  même,  en  prolongeant  AD  jusqu’à  la  circonférence  au  point  G,  on 
déduit  de  l’égalité  (a) 

AB  x AC  = AD  x AG. 

Donc 

AE  x AF  = ADx  AG; 

d’où  il  résulte  que  le  quadrilatère  DEFG  serait  inscriptible  ( voir  Note  36), 
et,  par  suite,  l'angle  EFG  serait  le  supplément  de  l'anglo  EDO  et  égal  à 
l’angle  ADC,  ce  qui  est  impossible.  Car  les  angles  EFG  et  ADC  ont  res- 
pectivement pour  mesures 

-arcBG  -F-  - arc  AB 

a i 

et 

-arcBG  4-  - arc  AC; 

•i  à 


or,  ces  mesures  sont  différentes  d’après  l'hypothèse. 

a“  Si  i la  sommet  A t l’un  triangle  ABC  on  mène  une  ilroite  AE  sur  te 
T prolongement  C jr  du  côté  BC  et  qu'on  ait 

AB  x AC  = BE  x EC  - AE  , 

yS  / ’V 

X celte  droite  est  ta  bissectrice  de  l'nngle  exté- 

B c E * rieur  CA  -r . 

On  démontrera  facilement  cette  proposition  en  suivant  la  mémo 
marche  quo  dans  la  remarque  précédente. 

Si  dans  le  triangle  ABC  les  côtés  AB  et  AC  étaient  égaux,  on  ne  pour- 
rait pas  supposer  qu’on  eût  l’égalité  ci-dessus.  Car,  dans  ce  cas,  en  me- 
nant sur  C/  une  droite  quelconque  AE,  on  aurait 

AB1  = AB  x AC  = AI'/  — BE  x CE. 


Je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  le  constater. 


NOTE  43. 

CALCULS  RELATIFS  AU  QUADRILATÈRE  INSCRIT.  THÉORÈMES  SUR 

LE  QUADRILATÈRE  NON  INSCRII'TIBLE. 

Calculs  relatifs  au  quadrilatère  inscrit. 

Connaissant  les  côtés  a,  b,  c,  d,  d’un  quadrilatère  inscrit,  nous  allons 
calculer  les  diagonales  et  la  surface  de  ce  quadrilatère,  ainsi  que  le  rayon 
du  cercle  qui  lui  est  circonscrit. 
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4^0 


On  a (256,257) 

_A 


Calcul  des  diagonales  3,  3'. 


33'  = ac  bd 

3 ad  -f-  bc 
d ' ab  cil' 

et,  si  l'on  multiplie  ces  égalités  membre  à membre, 
puis  qu’on  divise  la  première  par  la  seconde,  il 
vient 


,j  (ar  bd)  (ml -b  br) 
ab  -f-  cd 

, ( ac  -+-  bd)  ( ab  -f-  cd) 

ad  -+■  bc 


On  connaît  ainsi  les  valeurs  de  3 ’ et  deô°,  et,  par  conséquent,  celles 
de  5 et  de  3'.  * 


Calcul  de  la  surface  S. 


Prolongeons  les  côtés  CB,  DA  jusqu'à  leur  rencontre  au  point  E;  dési- 
gnons la  surface  du  triangle  EBA  par  T et  ses  côtés 
B EB,  EA  par  x,  y.  Les  triangles  ECD,  EBA  seront 

semblables;  donc  (208) 

S + T _ r* 

T “ a2’ 

S r5  — a% 


a 


S = T x —f-- 
a1 


T = i ^(x  -hy~h  a)  (x — a)  (a  + x — r)  (r/  + r — x]  • 

4 

et  il  s’agit  d évaluer  chacun  des  facteurs  de  la  quantité  placée  sous  le 
radical  en  fonction  des  côtés  a,  b,  c,  d. 

Or,  les  triangles  semblables  ECD,  EBA  donnent 

x 4-  h _ r •+-  d _ r _ 
y x “«• 


de  plus,  lorsqu’on  a une  suite  de  rapports  égaux,  si  l'on  combine  plusieurs 
numérateurs  par  voie  d’addition  et  de  soustraction  et  que  l'on  combine 
de  la  même  manière  les  dénominateurs  correspondants,  on  sait  que  le 
quotient  du  premier  résultat  par  le  second  est  égal  à chacun  des  rapports 
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proposés;  ainsi  l’on  a 


et,  par  suite, 


/+rf+j+t+f  r 
r+/-( -a  ~ a' 

y -h  il  -t-  x 4-  b — c __  c 
x -h  y — n ~~  a ’ 

a x — y ' a' 

c -f-  x -p  b — y — ’l  _c , 


a -h  y — x 

U 

il  -h  b -h  c — a 

r — n 

x-hy-ha 

a 

il  -h  b — c -h  a 

c — a 

x + y — a 

a 

c -f-  d — b a 

c -h  a 

a-hx—y 

a 

c 4-  b — il  -h  a 

c -ha 

a-j-y  — x il 


De  ces  proportions  on  tire 


4»i 


x y a — ^ ^ (ri -h  b -h  r — a), 

x-hy  — a = — — Ul+b  — c -h  a), 
c — a 

<i  + x — y — lc-htl  — h 4-  n), 

c -f-  a ' 

a +y  — x = — ; — [c  -+-  b — il  4-  « ) : 

C -f-  (l 

donc 

i ^ 

T = --j ïV  (d+b  + c — a)[U-hb  -ha  — c)  ( c-hil-ha — b)  {c-hb-+-a—‘t)- 

4 c — a 


et,  par  conséquent,  on  aura 

(i)  S=  7 \J[il-hb-hc  — a){c-h<i-ha — b)(tl-h  b -h  a — c)[cy-  b-ha  — d) 

4 

Enfin,  si  l’on  pose 

a -h  b -h  c -h  il  — ip, 

et  que  l'on  retranche  successivement  in,  ib,  ic,  ni,  des  deux  membres, 
on  a 

b + e -+-  il  — a = a (p  — a), 
a -h  c -+-  U — b = a (p  — b), 
a -h  b -h  <1  — c — i[p  — c), 
a -h  b -h  c — il  — 1 [p  — il). 
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Alors  la  formule  (i)  devient 

S = \KÎ>~—  “)  iP~b)  {p~c)  (P—*1)' 

Donc,  la  surface  d’un  quadrilatère  inscrit  est  égale  à la  racine  carrée 
du  produit  des  quatre  restes  qu’on  obtient  en  retranchant  successivement 
du  demi-périmètre  chacun  des  quatre  côtés.  _ 


Calcul  du  rayon  R du  cercle  circonscrit.' 

En  désignant  par  S la  surface  du  quadrilatère,  on  a (237,  rem.  ) 


d'où 


S { ab  -f-  cd)  = S x 4 R. 
S I nb  cd) 


R = 


4S 


et,  si  l’on  remplace  S et  S par  leur»  valeurs,  il 
vient 


j/(«c-4-  bd)  {ad -H  lie)  { rdi  + cd) 

4 \J (p  — aj (P- h)  (p  — ~c) (p- d) 


Théorèmes  sur  te  quadrilatère  non  inscriptiblc. 

Théorème  1. 

Dans  tout  quadrilatère  non  inscriptiblc  ABCD,  le  produit  des  diago- 
nales est  moindre  que  la  somme  des  produits  des  côtés  opposés. 

Par  les  trois  sommets  B,  A,  D,  faisons  passer  une  circonférence;  con- 
struisons l’angle  DAE  égal  à l'angle  BAC  et  l’angle 
ADE  égal  à l'angle  ACB.  On  voit  d’abord  que  la 
droite  DE  ne  coïncidera  pas  avec  la  diagonale  BD; 
car,  le  sommet  C n’étant  pas  situé  sur  la  circonfé- 
rence, les  angles  ADB,  ACB  sont  inégaux  : et  joi- 
gnons le  point  E au  point  B. 

Les  triangles  ABC,  ADE,  équiangles  i>ar  conslruc- 

AC_BC 
AD~ED’ 

AC  x ED  = AD  x BC. 

Maintenant,  l’angle  DAC  est  égal  à l’angle  BAE,  et,  à cause  de  la  simi- 
litude des  triangles  ABC,  ADE,  ou  a 

AC  AB 
AD  ~ AE’ 

donc  les  triangles  ACD,  ABE  sont  semblables  comme  ayant  un  angle 
‘■gai  compris  entre  côtés  proportionnels,  et,  par  conséquent, 

AC  CD 
AB  ~ BR’ 
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d'où 

(>)  AC  x BE  = AB  x CD. 

Ajoutant  membre  à membre  les  égalités  (i)  et  (a),  il  vient 

AC  (ED  + BE)  = AD  x BC  ( AB  x CD; 

mais  la  ligne  brisée  BE  + ED  est  plus  grando  que  la  droite  BD  ; donc  on  a 

AC  x BD  < AD  x BC  + ABx  CD. 

Coroltnire.  — Un  quadrilatère  est  inscriptiblc,  lorsque  le  produit  de 
ses  diagonales  est  égal  à la  somme  des  pros/uils  de  ses  côtés  opposés. 


Théorème  II. 

Dans  tout  quadrilatère  non  inscriptiblc,  les  diagonales  ne  sont  j>as 
entre  elles  comme  les  sommes  des  produits  des  côtés  qui  aboutissent  à 
leurs  extrémités. 

Soit  le  quadrilatère  ABCD,  dans  lequel  la  somme  des  angles  A et  C est 

plus  grando  que  celle  des  angles  B et  D ; 
je  dis  qu'on  a 

AC  . AB  x AD  + BC.  x CD 
BD  < AB  x BC+ÂD  x DC‘ 

En  effet,  supposons  que  la  somme 
AB  -f-  BC  soit  moindre  que  la  somme 
CD  -+-  AD,  et  du  point  B comme  centre, 
avec  BC  pour  rayon,  décrivons  un  arc  CC,  qui  rencontre  le  côté  AB  pro- 
longé au  point  C,  ; prenons  sur  cet  arc  un  point  quelconque  C'  et  menons 
les  droites  BC',  AC'.  Les  triangles  ABC',  ABC  ont  deux  côtés  égaux  cha- 
cun à chacun  et  l’angle  ABC'  est  plus  grand  que  l’angle  ABC;  donc  le 
côté  AC'  est  plus  grand  que  le  côté  AC,  et,  comme  le  côté  AC  du  tri- 
angle ACD  est  plus  grand  que  la  différence  des  deux  autres,  on  aura,  à 
fortiori,  en  supposant  CD  > AD, 

AC'  > CD  - AD. 

D’ailleurs  on  a aussi 

AC’<  AB-fBC', 

et,  par  conséquent, 

AC' < CD  4- AD. 

Donc  on  peut  construire  le  triangle  AC'D'  dans  lequel  AD'=ADet 
C'D'=  CD,  et  l’on  obtiendra  ainsi  le  quadrilatère  ABC'D'  dont  les  quatre 
côtés  sont  respectivement  égaux  à ceux  du  quadrilatère  ABCD  et  dont 
les  diagonales  sont  AC'  et  BD'. 

• Cela  posé,  les  triangles  AC'D’,  ACD  ont  deux  côtés  respectivement 
égaux  et  le  troisième  côté  AC'  du  premier  est  plus  grand  que  le  troisième 
côté  AC  du  second;  donc  l’angle  AD'C'  est  plus  grand  que  l’angle  ADC, 
et,  comme  l’angle  ABC’  est  déjà  plus  grand  que  l’angle  ABC,  il  s'ensuit 
que  la  somme  des  angles  ABC',  AD'C'  est  plus  grande  que  la  somme  des 
angles  ABC  ADC. 


c 
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Maintenant,  concevons  quo  lo  point  C\  d’abord  placé  en  C,  se  meuve 
sur  l’arc  CC,  et  que  pour  chaque  position  du  point  C'  on  construise  un 
quadrilatère  tel  que  ABC'D'.  Alors  la  somme  des  angles  ABC',  AD'C'  de- 
vient de  plus  en  plus  grande,  et,  lorsque  le  point  C'  sera  en  C„  il  est 
facile  de  voir  que  cette  somme  sera  plus  grande  que  deux  droits. 

Ainsi,  la  somme  de  ces  deux  angles,  qui  à l’origine  du  mouvement 
était  moindre  que  deux  droits,  est  devenue  plus  grande  que  deux  droits; 
donc  il  doit  y avoir  une  position  du  point  C'  pour  laquelle  cette  mémo 
somme  est  égale  à deux  droits,  et  dans  ce  cas  le  quadrilatère  ABC'D', 
étant  inscriptible,  donne 

AC'  ABx  AD'  + BC'xC'D' 

BD'  ~ AB  x BC’-t- AD'x  D'C'" 

Or,  on  a AC’>  AC;  do  plus,  la  somme  des  angles  BAD',  BC'D'  étant 
moindre  quo  la  somme  des  angles  BAD,  BCD,  l'un  des  premiers  angles, 
au  moins,  l’angle  BAD'  par  exemple,  est  moindre  que  l’angle  BAD  qui  lui 
correspond,  et,  par  suite,  en  comparant  les  triangles  ABD',  ABD,  on  a 
BD'<BD.  Donc,  en  remarquant  que  AD'  = AD,  que  BC'=  BC,  etc.,  on 
aura  l’inégalité 

AC  ^ AB  x AD  4-  BC  x CD 
BD  ' AB  x BC  -t-  AD  x DC 

On  a supposé  au  commencement  de  cette  démonstration  que  la  somme 
des  côtés  AB,  BC  était  moindre  que  la  somme  des  côtés  AD,  PC;  mais  le 
raisonnement  reste  le  même  lorsque  ces  deux  sommes  sont  égales. 

Corollaire.  — Un  quadrilatère  est  inscriptible,  lorsque  ses  diagonales 
sont  entre  elles  comme  les  sommes  des  produits  des  côtés  qui  aboutissent 
à leurs  extrémités. 

Remarque  /.  — Avec  quatre  côtés  donnés  AB,  BC,  CD,  DA,  dont  le 
plus  grand  est  moindre  que  la  somme  des  trois  autres,  il  est  clair  qu’on 
peut  former  un  quadrilatère  ABCD;  donc,  d’après  le  théorème  précédent, 
on  peut  avec  ces  memes  côtés  construire  un  quadrilatère  inscriptible  dans 
un  cercle.  D’ailleurs,  lorsque  les  côtés  AB,  BC,  CD,  DA  d’un  quadrilatèru 
inscriptible  sont  donnés,  sa  diagonale,  AC  par  exemple,  est  déterminée 
(voir  la  première  partie  de  cette  Note),  et  do  là  il  est  facile  de  conclure 
qu’«irc  ces  côtés  on  ne  peut  construire  qu’un  seul  quadrilatère  insenp- 
tib/e  ABCD  (*). 

Cela  posé,  on  peut  démontrer  de  la  manière  suivanto  la  réciproque 
énoncée  dans  le  corollaire  ci-dessus  : 

Soit  un  quadrilatère  ABCD  et  supposons  qu’on  ait 

AC  AB  x AD  4 BC  x CD 
BD  ~ AB  x BC  + AD  x DC’ 

je  dis  que  ce  quadrilatère  est  inscriptible. 

En  effet,  concevons  qu’avec  les  côtés  de  ABCD  on  construise  un  qua- 


(*)  Il  sera  démontre  plus  généralement,  dans  la  Note  52.(theor.  Il),  qu’<i<re 
des  côtés  donnés , qui  doivent  te  succéder  dans  un  certain  ordre  et  dont  le  plus 
grand  est  moindre  que  la  somme  de  tous  tes  autres,  on  peut  toujours  foi  mer 
un  polsgonc  corne xe  inscriptible  et  qu'on  n'en  peut  former  qu’un  seul. 
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drilatère  inscriplible  A'B'C'D';  on  aura 

AC'  _ A'B'x  A'D'-f-  B'C'x  C'D' 

B D'  “ A'B'  x B'C'-t- A'D'  x R'C’’ 

et,  par  suite, 

AC  _ AT' 

BD  ~ B'D'" 

Donc  on  a à la  fois  A'C'  = AC  et  B'D'  = BD,  ou  A'C'  > AC  et  B'  D'>  BD, 
ou  A'C' < AC  et  B'D' < BD.  Or,  on  no  peut  pas  avoir  A'C' > AC  et 
B'D'>  BD,  sans  quoi  (94)  les  angles  du  quadrilatère  A'B'C'D'  seraient 
respectivement  plus  grands  que  ceux  du  quadrilatère  ABCD,  ce  qui  est 
impossible;  de  même,  on  ne  peut  pas  avoir  A'C'  < AC  et  B'D’ < BD. 
Donc  A'C'  = AC,  et  par  conséquent  les  deux  quadrilatères  ABCD  et 
A'B'C’D'  sont  égaux;  donc  le  quadrilatère  ABCD  est  inscriptible. 

Heman/ue  II.  — Soit  un  quadrilatère  quelconque  ABCD,  dont  nous 
représenterons  les  côtés  AB,  BC,  CD,  DA  par  a,  b,  c,  d,  et  supposons 
qu'il  s'agisse  de  construire  avec  ces  côtés  un  quadrilatère  inscriplible 
ABCD'. 

Pour  cela,  il  suffit  de  déterminer  la  diagonale  A'C',  par  exemple;  or, 
en  la  désignant  par  x,  on  a 

, [ne  -\-bil)  I ml  4-  br\ 

x1  — 

ub  -+-  al 


Maintenant,  on  peut  trouver  ( 231  ) six  droites  f,  g,  h,  i,  k,  I,  telles 
qu’on  ait 

fJ  — ac,  g1  = ht,  h*  = ad,  i1  — bc,  h2  = ab,  I1  — cd. 


puis  (241  ) trois  autres  droites  ni , »,  p,  telles  qu’on  ait 

«i*  =P  + g',  n,  = h2  + i »,  p2  = A2  + l1. 


Alors  on  a 


x»  = 


///  n' 


d’où  x 


wn 

T’ 


donc,  pour  avoir  x,  il  suffit  de  chercher  une  quatrième  proportionnelle 
aux  trois  droites  p,  m et  ». 


NOTE  4i. 

sur  l’emploi  de  l’algèbre  pour  résoudre  des  problèmes  de 

GÉOMÉTRIE.  — SUR  LA  DIVISION  d’üNE  DROITE  EN  MOYENNE  ET 
EXTRÊME  raison. 

Sur  l'emploi  de  l’Algèbre  pour  résoudre  des  problèmes  de  Géométrie. 

Résoudre  un  problème  de  Géométrie  par  l’Algèbre,  c’est,  en  général, 
faire  dépendre  sa  solution  de  la  valeur  d’une  droite  en  fonction  de  droites 
connues. 
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Pour  cola,  on  conçoit  que  les  droites  données  et  la  droite  inconnue 
aient  été  mesurées  avec  une  unité  quelconque,  puis  on  représente  ordi- 
nairement les  mesures  des  droites  données  par  des  lettres  telles  que  a , 
b , c, et  l'inconnue  par  x,  par  exemple;  alors  il  s’agit  de  trouver 
d'abord  une  équation  qui  lie  toutes  ces  mesures  entre  elles  et,  s'il  y 
lieu,  la  formule  qui  donne  la  valeur  de  x en  fonction  de  a,  b,  c, . .. 
Ensuite  on  déduit  de  cette  équation  ou  de  cette  formule  les  constructions 
qu’il  faut  faire  avec  les  droites  données  pour  obtenir  la  droite  inconnue. 
Ainsi  : i°  Supposons  qu’on  arrive  à une  équation  de  la  forme  ax  = bc, 
bc 

ou  à cette  formule  x = — ■ Cette  équation  ou  cette  formule  peut  être 


OC 

remplacée  par  la  proportion  ^ = -,  et  l'on  voit  que  xest  une  quatrième 
proportionnelle  aux  trois  droites  n,  b,  r (202,  220). 

2°  Soit  la  formule  x = Onar-^Xji  et,  comme  on  peut 


df 

ab 


trouver  une  droite  g égale  à on  aura  x = donc  on  obtiendra  .r 

en  cherchant  une  quatrième  proportionnelle  g aux  trois  droites  d,  n , b, 
puis  une  quatrième  proportionnelle  aux  droites  f,  g,  c. 

b1 

3°  Soit  l’équation  ax  — b'  ou  la  formule  x = — • On  en  déduit 
o b 

j = -;donc  x est  une  troisième  proportionnelle  aux  deux  droites 
a,  b (220), 


4°  Soit  l'équation  x1  = ab  ou  x est  une  moyenne  proportion- 

nelle entre  net  b( 231,  229). 

5°  Soit  x1  = a2  + b1  ; x est  le  côté  du  carré  équivalent  à la  somme  des 
carrés  donnés  a1,  b7,  ou  l’hypoténuse  du  triangle  rectangle  dont  les 
côtés  de  l'angle  droit  sont  a,  b (231  ). 

6°  Soit  x2  = a7  — b7\  x est  le  côté  du  carré  équivalent  à la  différence 
• des  carrés  donnés  a1,  b1,  ou  le  côté  de  l’angle  droit  du  triangle  rectangle 
dout  l'hypoténuse  est  a et  dont  l'autre  côté  de  l’angle  droit  est  b (212). 

7°  Soit  x*  = ab  ± cd.  On  cherchera  un  carré  /’  équivalent  au  rec- 
tangle ab  (231),  puis  un  carré  équivalent  au  rectangle  cd,  et  l’on  aura 
x’ ==/J±^- 

8°  Soit  ax7  = bc 7 ou  x1  = - c’,  ou  enfin  — = x sera  le  côté  du 
a c‘  a 

carré  dont  le  rapport  au  carré  donné  c’  est  - (213). 

9“  Soit  ax  — x3  = b7  ou  x (n  — x ) = b \ La  somme  de  x et  de  a — x 
est  n;  donc  il  s’agit  de  construire  un  rectangle  équivalent  à un  carré 
donné  b 1 et  dont  la  somme  des  dimensions  soit  égale  à la  droite  a;  et 
l’une  quelconque  des  dimensions  du  rectangle  cherché  satisfera  à l’équa- 
tion x (a  — x ) = b1  ( 2C2 ) . 

io"  Soit  x1  + ax  — b7.  Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 


x(.r-(-«)  = b', 


et  l’on  voit  qu’il  s’agit  de  trouver  un  rcclanglo  équivalent  au  carré  b 7 et 
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dont  la  différence  des  dimensions  soit  égale  à la  droite  a.  La  plus  petite 
dimension  de  ce  rectangle  sera  la  droite  cherchée  (203). 

1 1“  Soit  x*  — ax  = b'  ou  x (x  — a)  = b ’.  En  retranchant  x — a dex, 
on  trouve  pour  différence  «;  donc  on  cherchera  encore  un  rectangle  équi- 
valent à b ’ et  dont  la  différence  des  dimensions  soit  la  droite  a,  et  la 
plus  grande  dimension  de  ce  rectangle  sera  la  droite  cherchée  (203). 

ia°  Soit  x*  -f-  nx  = a'.  De  là  on  tire  x1  — a'  — ax  = a (a  — x)  ou 
a jr 

- = - _ i et  l'on  voit  que  x est  le  plus  grand  segment  de  la  droite  a 
divisée  en  moyenne  et  extrême  raison  (261). 

Remarque  J.  — Si  dans  un  problème  il  est  question  d'une  surface 
telle  qu’un  rectangle,  un  carré,  on  remplace  le  rectangle  ou  le  carré 
par  leurs  mesures,  qui  sont  ab  ou  a’,  en  représentant  les  dimensions  du 
rectangle  par  a,  b,  et  le  côté  du  carré  par  a. 

Remarque  11.  — Dans  la  résolution  d’un  problème  de  Géométrie  par 
l'Algèbre,  il  n'est  pas  toujours  facile  de  choisir  tout  d’abord  la  droite 
qu’il  convient  le  mieux  de  prendre  pour  inconnue.  Lorsqu’il  en  est  ainsi, 
on  peut  représenter  par  x,  y,  z,...,  les  différentes  droites  inconnues 
qu’on  est  conduit  à mettre  en  relation  avec  les  droites  connues,  et,  après 
avoir  obtenu  autant  d’équations  qu’on  a considéré  d'inconnues,  on  exa- 
mine avec  attention  quelles  sont  celles  de  ces  inconnues  qui  peuvent 
s'éliminer  le  plus  facilement,  et  la  dernière  inconnue  qui  reste  sert  à 
résoudre  le  problème. 

Remarque  111.  — Quelquefois  la  résolution  d'un  problème  exige 
qu’on  trouve  les  valeurs  de  plusieurs  inconnues.  Dans  ce  cas,  le  pro- 
blème, s’il  est  déterminé,  doit  donner  lieu  à autant  d’équations  qu'il  y a 
d’inconnues;  alors  on  résout  le  système  de  ces  équations  et  l’on  construit 
les  formules  obtenues. 

Sur  la  division  d’une  droite  en  moyenne  et  extrême  raison. 

Le  problème  résolu  au  n"  261  n'est  qu’un  cas  particulier  du  problème 
suivant,  que  nous  allons  résoudre  par  la  méthode  analytique. 

Problème. 

Etant  donnés  deux  /joints  A et  B sur  une  droite  indéfinie  XY , de  tel'- 
miner  sur  cette  droite  un  point  tel,  que  sa  distance  nu  point  A soit 
moyenne  pro/jortionncllc  entre  sa  distance  au  /joint  B et  la  droite 
donnée  AB. 

Comme  on  ne  sait  pas  si  le 
point  cherché  doit  se  trouver 
entre  les  points  A et  B,  ou 
sur  AX  ou  sur  BY,  il  s’en- 
suit que  le  problème  présente 
trois  cas. 

î”  Supposons  que  le  point 
cherché  se  trouve  sur  AB; 


O 


> 

A 


E*  Y 
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soit  K ce  point,  et  désignons  AB  par  a et  AE  par  x.  On  doit  avoir 


il  x n .r 
x n — x a 

d’où 

x (<i  -4-  x)  = iê\ 

donc  la  droite  inconnuo  x est  le  plus  petit  côté  d’un  rectangle  équiva- 
lent au  carré  «’  et  dont  la  différence  des  dimensions  est  a,  et  par  consé- 
quent on  peut  construire  x en  se  fondant  sur  le  n°2G3. 

On  élève  sur  AB,  à son  extrémité  B,  la  perpendiculaire  BO  égale  à la 
moitié  de  AB,  et  du  point  O comme  centre,  avec  le  rayon  OB,  on  décrit 
une  circonférence;  on  mène  la  droite  AO  qui  coupe  la  circonférence  aux 
points  C,  D,  et  la  partie  extérieure  AC  de  la  sécante  AD  est  la  droite  cher- 
chée. Si  donc  du  point  A comme  centre,  avec  le  rayon  AC,  on  décrit 
une  circonférence,  elle  coupera  AB  au  point  cherché;  on  retombe  ainsi 
sur  la  construction  indiquée  au  n°  264. 

Supposons  que  le  point  cherché  E'  soit  sur  AX.  En  désignant  en- 
core la  droite  inconnue  AE'parx,  on  doit  avoir 


d’où 


n x __  x — « 
x x -t-  u u 

x (x  — <i)  = 


alors  x est  le  plus  grand  côté  du  rectangle  équivalent  au  carre  a1  et 
dont  la  différence  des  dimensions  est  a,  et  par  conséquent  la  sécante  AD 
est  la  valeur  de  x.  Si  donc  du  point  A comme  centre,  avec  le  rayon  AD, 
on  décrit  une  circonférence,  elle  coupera  AX  au  point  cherché. 

3°  Supposons  que  le  point  cherché  E'  soit  sur  AY.  En  désignant  tou- 
jours AE"  par  x,  on  déviait  avoir 


a 

x 


X 


1 

x — a 


ce  qui  est  évidemment  impossible,  puisque  le  premier  rapport  - est 

X 

moindre  que  i et  que  le  second  est  plus  grand  que  i . 

Ainsi,  le  problème  admet  deux  solutions,  et  les  points  E,  E'  sont  les 
points  demandés. 

Reniarr/uc.  — En  supposant  qu’un  point  M se  meme  sur  XY  à partir 
du  point  A dans  le  sens  Ay,  on  peut  reconnaître  à priori  qu'il  y a entre 
A et  B une  position  du  point  U et  une  seule,  pour  laquelle  les  rapports 

TSÏ  et  MB  150111  e§aux’  et  Q11  “ n y a Pas  sur  “7  de  position  du  point  M 

satisfaisant  à cette  condition.  De  même,  si  le  point  M se  meut  à partir 
du  point  A,  dans  le  sens  AX,  on  verrait  qu'il  y a sur  AX  un  point  et  un 
seul  satisfaisant  à cette  même  condition. 

Le  point  E divise  la  droite  AB  en  moyenne  et  extrême  raison , et,  par 
extension,  on  dit  que  le  point  E'  divise  aussi  celte  droite  en  moyenne  et 
extrême  raison.  Le  point  E divise  la  droite  AB  en  deux  segments  athii- 
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tifs  AE,  EB,  t'I  le  |K>inl  E'  la  divise  en  deux  segments  soustractifs  AE', 
E'B. 

Dans  le  texte  ( 20“»  ) , on  a déterminé  la  valeur  du  plus  grand  segment 
additif  AE  en  fonction  de  AB  ou  a;  on  trouverait  facilement  celle  du  plus 
petit  segment  EB  et  les  valeurs  des  deux  segments  soustractifs  AE'  et 
E'B.  Ainsi,  l'on  a 


AE  = fl 


- — » 4-yS 


EB 


3 - ^5 
= a — i 


cl 


i -+-  y'5 
AE  = n . 


E'B  — fl 


3 4-  ^ 3 
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NOTES  SUR  LE  LIVRE  IV. 


NOTE  45. 

COUP  d’oeil  rétrospectif  sur  les  trois  premiers  livres, 
but  qu’on  se  propose  dans  le  quatrième. 

Dans  le  premier  Livre  on  s'est  ocsupé  spécialement  des  problèmes  gra- 
phiques les  plus  simples,  qui  sont  indépendants  et  de  la  mesure  des  gran- 
deurs géométriques  et  de  la  similitude  des  figures  et  des  relations  mé- 
triques. On  a jeté  ainsi  les  premières  bases  de  la  Géométrie  graphique  ou 
de  construction. 

Dans  le  second  Livre,  au  contraire,  il  s’est  agi  de  mesurer  les  droites, 
les  angles  et  les  surfaces  polygonales,  c’est-à-dire  d’assigner  à chacune 
de  res  grandeurs  le  nombre  qui  doit  l’exprimer.  Par  là  on  a commencé 
la  théorie  importante  de  la  mesure  des  grandeurs  géométriques. 

Ces  deux  Livres  peuvent  être  regardés  comme  constiluant  ensemble  la 
parlio  la  plus  élémentaire  de  la  Géométrie,  dont  l'origine  se  perd  au  delà 
des  temps  historiques.  C’est  à cette  sorte  de  Géométrie  primitive  que  l’on 
doit  probablement  l’étymologie  du  mot  Géométrie , qui  signifie  mesure  de 
la  terre. 

A partir  du  troisième  Livre  on  aborde  les  principes  d’une  Géométrie 
plus  savante.  En  se  fondant  sur  la  similitude  des  triangles,  on  arrive  à 
des  relations  métriques  au  moyen  desquelles  on  peut  : i°  donner  une 
grande  extension  à la  Géométrie  graphiquo;  a°  calculer  différents  élé- 
ments de  certaines  figures  au  moyen  d'autres  éléments  connus;  3°  créer 
des  méthodes  puissantes  pour  découvrir  ou  démontrer  les  propriétés  de 
l’étendue.  Celte  partie  do  la  Géométrie  est  susceptible  des  plus  grands 
développements,  et  elle  a été  cultivée  avec  un  immense  succès  par  les 
géomètres  modernes. 

Cela  posé,  que  resle-t-il  à faire  dans  le  quatrième  Livre?  Il  reste  à faire 
connaître  les  propriétés  élémentaires  des  poljgnnrs  réguliers  et  à déter- 
miner la  mesure  de  la  circonférence  et  celle  du  cercle. 

Les  propriétés  des  polygones  réguliers,  intéressantes  et  utiles  par 
elles-mêmes,  auraient  pu  trouver  leur  place,  dans  les  trois  premiers  Livres; 
mais  nous  n’avons  pas  hésité  à les  réunir  toutes  ensemble  au  commen- 
cement du  quatrième,  vu  qu’elles  servent  de  base  à la  rectification  de  la 
circonférence  et  à la  quadrature  du  cercle. 

En  général,  rectifier  une  ligne  courbe,  C’est  trouver  sa  mesure  par 
rapport  à la  droite  priso  pour  unité  ; et  carrer  uno  surface,  c’est  déter- 
miner sa  mesure,  en  prenant  pour  unité  le  carré  qui  a pour  côté  l’unité 
de  longueur. 

Remarque.  — En  résumé,  on  peut  reconnaître  quel  parti  j'ai  tiré  du 
mode  particulier  de  classification  dont  je  parle  dans  la  Préface,  et  qui 
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consiste  à ranger  d’abord  les  différents  problèmes  fondamentaux  dans 
l’ordre  de  leurs  dépendances,  puis  à intercaler  entre  ces  problèmes  les 
théorèmes  nécessaires  pour  les  démontrer.  Ainsi,  je  m’en  suis  servi  pour 
diviser  la  Géométrie  plane  en  quatre  Livres,  pour  diviser  chaque  Livre  en 
chapitres,  et  chaque  chapitre  en  paragraphes. 

De  plus,  au  moyeu  de  ce  mode  de  classification,  on  satisfait  à l'une  des 
premières  conditions  que  doit  remplir  tout  ouvrage  élémentaire,  en  allant 
du  simple  au  composé,  du  facile  au  difficile;  et  l'on  a aussi  le  grand  avan- 
tage de  se  rapprocher,  autant  que  possible,  de  X ordre  historii/ue,  c'est-à- 
dire  de  l'exposition  des  connaissances  dans  l’ordre  suivant  lequel  l'esprit 
humain  les  a acquises. 

Au  lieu  de  suivre  celte  marche,  on  a proposé  maintes  fois  de  diviser 
d’abord  la  Géométrie  en  trois  grandes  parties  qui  correspondraient  aux 
trois  genres  d’étendue;  alors  on  devrait  épuiser  l’étude  des  lignes  avant 
de  passer  à celle  des  surfaces,  et  l'étude  des  surfaces  avant  de  passer  à 
celle  des  volumes.  Mais  ce  mode  de  division,  qui  séduit  au  premier 
abord  par  sa  simplicité,  est  loin  de  satisfaire  aux  conditions  énoncées 
plus  haut,  et,  à mon  avis,  il  no  doit  pas  être  adopté  dans  les  Éléments 
de  Géométrie,  lors  même  qu’il  ait  eu  quelquefois  l’assentiment  de  très- 
bons  esprits. 


NOTE  46. 


CALCUL  DES  CÔTÉS  DE  CERTAINS  POLYGONES  RÉGULIERS. 

— POLYGONES  ÉTOILÉS. 

Calcul  des  côtés  de  certains  polygones  réguliers. 

Nous  avons  vu  comment  on  inscrit  et  comment  on  circonscrit  certains 
polygones  réguliers  à un  cercle  donné,  et,  en  désignant  par  R le  rayon 
de  ce  cercle,  par  C„  C(,  C,,  C„  les  côtés  du  carré,  do  l'hexagone  régu- 
lier, du  triangle  équilatéral  et  du  décagone  régulier  inscrits,  nous  avons 
trouvé  (271 , 572,  273) 

C,  = Ri/i,  C,=  R,  Ç,  = R y/3,  C„  = R— l+v/1- 


Il  s'agit  dans  cette  Note  de  calculer  les  côtés  d'autres  polygones  régu- 
liers. 


Problème  1. 


Connaissant  le  rayon  OC  d’un  cercle  et  le  côté  AB  d’un  polygone  ré- 
gulier inscrit,  calculer  le  côté  AC  du  polygone  régulier  inscrit  d’un 
nombre  double  de  côtés. 


Soient  OC  = R,  AB  = a,  AC  = x.  Si  l’on  mène 
le  diamètre  CD,  la  corde  AD  et  le  rayon  OA,  le  tri- 
angle rectangle  CAD  donne  (230) 

ACJ  = CD  x CE 
ou 

a‘  = iRxCE 
= aR  (OC  - OE) 

= aR(R-OE). 
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D'ailleurs,  dans  le  triangle  rectangle  AEO,  on  a 


OE  = Voa’- aej  = y/V- 

donc 

10  ^aR^-y/V-^), 

d’où 

* = y/2®  (R  ~ \ZR>  - j)  * 

Applications , — i°  Trouver  le  côté  C,  de  l’octogone  régulier  inscrit, 
sachant  que  le  côté  du  carré  inscrite,  est  égal  à R \fx 
En  remplaçant  a par  R sfx  dans  la  formule  (i),  on  a 


= R’ (a-V^h 


d’où  

x — C,  = R V a — y/a. 

2°  Trouver  le  côté  C„  du  dodécagone  régulier  inscrit,  sachant  que  le 
côté  de  l'IieMgone  régulier  inscrit  C,  est  égal  à R.  On  aura 

*■=»«(»- vA'-t) 

=■»(»-¥) 

= R!  (a-y'â), 

d'où 

x — C„  = R a — ^3 

Remarque.  — Connaissant  le  rayon  OC  d'un  cercle  et  une  corde  quel- 
conque AB  inscrite  dans  ce  cercle,  on  peut  calculer  aussi  au  moyen  de 
la  formule  (i)  la  corde  AC  qui  sous- tend  la  moitié  de  l’arc  AB. 

Problème  II. 

Connaissant  le  rayon  OB  d'un  cercle  et  le  côté  AB  d'un  polygone  ré- 
gulier inscrit,  calculer  le  côté  AC  du  polygone  régulier  inscrit  d'un 
nombre  sous-double  de  côtés. 
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Soient  OB  = R,  AB  = a,  AC  = x.  Si  l’on  mène  le  diamètre  BD  et  la 
cordo  AD,  les  deux  triangles  semblables  ABE, 
ABD  (330)  donnent 

x 

AE  AB  2 a 

ÂD  = BD  °U  AD  = TÏÏ’ 


mais  AD  = V BD  — AB  = — “*>  donc 


ar  = sv/4R>-«*. 


Application*.  — i°  Trouver  lo  côté  G,  du  triangle  équilatéral  inscrit, 
sachant  que  le  côté  de  l’hexagone  régulier  inscrit  C,  est  égal  à R. 

En  remplaçant  a par  R,  il  vient 

R 


x = C,=  g*/4R’-R‘  = Rv'3. 

Un  arrive  ainsi  à une  formulodéjà  trouvée  directement  (272). 
i°  Trouver  le  côté  C,  du  pentagone  régulier  inscrit,  sachant  que  lo 

— I -|-  y/5 


côté  du  décagone  régulier  inscrit  C„  - R X 


On  aura 


= Rx=H 

..  I , /lO  + l yfl  t a\s 

= Rxü  V 4 


R x - Vio  — a v/5. 


Remarque.  — Si  l’on  fait  la  somme  du  carré  du  rayon  et  du  carré  du 
côté  du  décagone  régulier  inscrit,  on  a 


R’ 4- 


et  l’on  voit  que  cette  somme  est  égalo  au  carré  du  côté  du  pentagone 
régulier  inscrit. 

Donc,  le  côté  du  pentagone  rt:gulicr  inscrit  est  égal  à l’hypoténuse 
du  triangle  rectangle  qui  aurait  pour  côtés  de  l’angle  droit  le  rayon  et 
le  côté  du  décagone  régulier  inscrit  (246). 

Éléments . 2Ü 
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Problème  III. 


Calculer  le  côté  i lu  pentêdécagonc  régulier  inscrit  eu  fonction  tlu 
rayon  du  cercle  circonscrit . 


Soient  AB  et  AC  les  côtés  de  l’hexagone  régulier  et  du 
décagone  régulier  inscrits;  CB  sera  le  côté  du  penlé- 
décagone  régulier  inscrit  (273);  et  menons  le  diamètre 
AD,  ainsi  que  les  cordes  DB,  DC. 

lin  désignant  le  rayon  OA  par  R,  le  côté  CB  par  or  et 
en  remarquant  que  BD  est  le  côté  du  triangle  équi- 
latéral inscrit,  on  aura 


AB  = R, 


AC  = Il 


— i + 

- , 


CB  = x,  AD  = aR,  BD  = R y/3  , 


et  enfin 


DC  = VAD 


'-act  = 0r’-r’^P^  = r 


X - V io  a . 


Cela  posé,  dans  le  quadrilatère  inscrit  ACBD,  le  produit  des  diagonales 
est  égal  à la  somme  des  produits  des  côtés  opposés  (25(5),  et  par  consé- 
quent on  a 

AD  x CB  = AB  x DC  — AC  x BD 
ou 

aR  x a = R!  x - V^io  + a v/5  — R1  x it~  V*i  x ^3 

a a r 

d'où  l’on  tire 

x = C.,  — R x (\/io  a y/5  -f-  — C75  i • 

4 


Problème  IV. 


Connaissant  le  rayon  OA  d’un  ren  te  et  le  côté  AB  d’un  polygone  rc:- 
gidicr  inscrit,  calculer  te  côté  A'B'  du  polygone  régulier  circonscrit  sem- 
blable. 


Soient  OA  = R.  AB  = a,  A’B'  = x.  A cause  des 
triangles  semblables  OAB,  OA’ B',  on  a 

A'B'  OA'  x OA' 

AB  OA  °U  a ~ OA  ' 

mais 


OV  OC 
OA  - OD  “ 

VOA 


R 


a R 


donc 


j a2  j/4  R’  — «i 


a R <7 


v'4  R*  — a‘ 
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Application.  — Trouver  le  côté  C'3  du  triangle  équilatéral  circonscrit, 
sachant  que  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  C,  = R y'3.  On  aura 


x 


= C', 


.an. 

V'4H  — 311' 


Donc,  le  côté  du  triangle  éi/uilatéral  circonscrit  à lia  cercle  est  le 
double  du  côté  du  triangle  éi/uilatéral  inscrit,  comme  on  l’a  déjà  vu  dans 
le  texte  (275). 


Remarque.  — Connaissant  le  rayon  OA,  le  côté  A'B',  il  est  facile  de 
calculer  AB. 

Car,  en  désignant  OA  par  R,  A'B'  par  «'  et  AB  par^v,  on  a 


y 

«' 


OA  _ R 
OA'  OA' 


a R 


d’où 


V/b,+t 


\,r^  H'  ■+•  «' ’ 


r= 


îRo' 

•i  K r - 


va 


Problème  V. 


Connaissant  le  rayon  OC  d'un  cercle  et  le  côté  A'B'  d'un  jmlygane 
régulier  circonscrit , calculer  le  côté  du  polygone  régulier  circonscrit  d’un 
nombre  double  de  côtés. 


Menons  les  droites  OA',  OB'  qui  rencontrent  la 
circonférence  aux  points  A,  B,  et  par  ces  points 
menons  des  tangentes  qui  rencontrent  A'B'  aux 
points  D et  E;  alors  la  droite  DE  sera  le  côté  du 
polygone  régulier  circonscrit  d’un  nombre  double 
de  côtés;  joignons  OD  et  désignons  OC  par  R,  A'B' 
par  «',  DE  par  x'.  Dans  le  triangle  OCA',  la  droite 
OD  est  la  bissectrice  de  l’angle  COA'et  l’on  a (2i!)) 


CD  DA'  CD-I- DA' 
OC  ~ OA'  OC  OA’ 


donc 


2 CD  = x' 


CA' 


OC  -t-  OA' 


v/“’  + 7 


R «' 


H + VR,+T 


Application.  — Trouver  le  côté  C',  de  l’octogone  régulier  circonscrit 
sachant  que  le  côté  du  carré  circonscrit  C',  = a R.  On  aura 


x' 


' = C', 


aR: 

R i/lT  + R' 


a R 


* + 


= -»  »(/ï 


i). 

23. 


Digitized  by  Google 


436 


ROTES  SUR  LE  LIVRE  IV.  NOTE  4^. 


Des  polygones  étoiles. 

Théorème. 

Si  une  circon  férence  est  divisée  en  in  parties,  égales  ou  inégales,  par 
tes  points  o,  i , a,  3 m — a , m — l , et  que  l'on  joigne  ces  points  de 
n en  n,  à partir  du  point  o,  par  exemple,  on  finira  toujours  par  revenir 
au  point  de  départ. 

Caries  nombres  n,  in,  3/»,. . pn,  diminués  des  multiples  de  ni 
qu'ils  peuvent  contenir,  représentent  les  points  par  lesquels  on  passe 
successivement,  et,  pour  que  l’on  revienne  au  point  de  départ  o,  il  fiant 
et  il  suffit  évidemment  que  pn  soit  le  plus  petit  multiple  de  ni  et  de  //. 
Or,  d’après  une  proposition  d’arithmétique,  cette  condition  nécessaire  et 
suffisante  sera  remplie,  si  p est  égal  au  quotient  a du  nombre  m divisé 
parle  plus  grand  commun  diviseur  il  des  nombres  m et  n.  Donc,  après 
avoir  passé  par  a sommets,  on  reviendra  au  point  o et  l’on  n’y  reviendra 
pas  avant. 

Remart/ue  l.  — On  ne  passera  qu'une  fois  par  chacun  des  a sommets. 
Car,  si  l'on  passait  une  seconde  fois  par  l’un  do  ces  sommets,  A par 
exemple,  il  s'ensuivrait  qu'en  joignant  les  m points  proposés  de  n en  n, 
à partir  de  A,  on  serait  revenu  au  point  A,  tandis  qu'ayant  commencé  à 
les  joindre  do  n en  n à partir  de  o,  on  ne  serait  pas  encore  revenu  au 
point  o,  ce  qui  est  impossible. 

Remarque  II.  — Lorsque  les  nombres  m et  n sont  premiers  entre  eux, 
on  a d = i et  a — m.  Donc,  dans  ce  cas,  on  ne  revient  au  point  o qu' ex- 
près avoir  rencontré  les  m points  proposés. 

Reinan/ue  III.  — Maintenant,  supposons  que  la  circonférence  soit 

divisée  en  m parties  égales  par  les  points  o,  r,  a,  3 m — a , ni  — i , 

et  que  l’on  joigne  ces  points  de  n en  n («étant  moindre  que  m et  pre- 
mier avec  m),  on  formera  un  polygone  régulier  do  m côtés,  ayant  pour 
sommets  les  m points  de  division  do  la  circonférence.  Car  les  cordes  qui 
auront  pour  extrémités  les  points  o et  n,  n et  a//,  in  et  3 n, . . . , seront 
égales  et  tous  les  angles  formés  par  deux  cordes  consécutives  seront 
aussi  égaux. 

Si  l’tn  suppose  que  n soit  égal  à i,  c’est-à-dire  qu’on  joigne  les  /« 
points  de  i en  i,  on  obtiendra  un  polygone  régulier  convexe;  dans  tous 
les  autres  cas,  on  aura  un  polygone  régulier  concave  qu'on  ap;  elle,  à 
cause  de  sa  forme,  polygone  étoilé. 

De  là  il  résulte  que  l'on  peut  construire  autant  do  polygones  réguliers 
de  m côtés  qu’il  y a de  nombres  premiers  avec  m dans  la  suite  i, 
3,...,  (m  — i).  Mais,  lorsque  l’on  joint  les  m points  de  division  do  « 
en  n,  on  forme  évidemment  le  même  polygone  que  si  on  les  joignait  de 
m — n en  m — n,  en  parcourant  la  circonférence  en  sens  contraire- 
donc  il  y a autant  de  polygones  réguliers  de  m côtés  qu’il  y a de  nombres 

premiers  avec  /«,  dans  la  suite  i,  a,  3....,  — — -• 

Ainsi,  il  n'y  a qu'un  seul  hexagone  régulier,  qui  est  convexe  ; il  y a 
deux  décagones  réguliers,  l’un  convexe  qui  résulte  de  la  jonction  des 
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points  de  i en  i,  et  l'rfutrc  étoilé  qu'on  obtient  en  joignant  les  points  do 
3 en  3;  il  y a aussi  deux  pentagones  réguliers,  l’un  convexe  et  l’autre 
étoilé,  etc. 


Problème  I. 


Calculer  le  côté  AD  (lu  décagone  étoilé  ADGKCF1BE1I  en  fonction  du 
rayon  R du  cercle  circonscrit. 


Menons  le  diamètre  BG,  qui  coupe 
AD  au  point  L,  et  le  rayon  OD.  Dans  le 
triangle  ABL  les  angles  AB1.,  ALB  sont 
égaux  comme  ayant  chacun  pour  me- 
sure deux  divisions  de  la  circonférence, 
et,  par  conséquent,  AB  = Al,;  on  voit 
de  même  que  le  triangle  DOL  est  iso- 
cèle et  que  LD  = OD.  Donc,  le  côté  AD 
du  décagone  étoilé  est  égal  au  côté  AB 
du  décagone  régulier  convexe  augmenté 
du  rayon  OD,  cl,  en  désignant  AD  par 
E„.  on  a 


E„  = R ZLl±v. î + R = R i-±_£ . 
■i  a 


Ainsi,  le  côté  du  décagone  étoilé  est  égal  nu  /dus  petit  segment  sous- 
tractif du  rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison  (voir  Note  il,  Sur 
la  division , etc.  ). 


Problème  II. 

Calculer  le  côté  AE  du  pentagone  étoilé  AEICG  en  fonction  du  rayon  R 
du  cercle  circonscrit. 

Concevons  que  l'on  mène  le  diamètre  AK  et  la 
corde  EF  qui  est  lo  rôté  du  décagone  régulier 
convexe.  Le  triangle  rectangle  AEF  donnera 

ÂË’  = 41V  - R1 6--a-^  = R’ 

4 4 

donc 

AE  = E.  = B x-V^io  + ï i/5. 

» a 

Remarque.  — Il  est  facile  de  vérifier  que  le  carré  du  côté  du  />cnta- 
gonc  étoilé  inscrit  est  égal  au  carré  du  rayon,  plus  le  carré  du  côté  du 
décagone  étoilé  inscrit. 


NOTE  47. 

SUR  LE  CENTRE  d'un  POLYGONE  RÉGULIER. 

Nous  avons  apjielé  centre  d’un  polygône  régulier  le  centre  commun  du 
cercle  circonscrit  et  du  cercle  inscrit  î>  ce  polygone  (276). 
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Il  est  bon  de  remarquer  que  lo  contre  d’un  polygone  régulier  d'un 
nombre  pair  de  côtés  n’est  autre  que  son  centre  rie  figure  (c’est-à-dire 
un  point  qui  divise  en  deux  parties  égales  toute  droite  passant  par  ce 
point  et  terminée  de  part  et  d’autre  au  contour  du  polygone),  ce  que  l’on 
démontrerait  très-facilement.  Mais  il  n’en  est  pas  de  même  pour  un  po- 
lygone régulier  d’un  nombre  impair  de  côtés. 

Au  contraire,  le  centro  d’un  polygone  régulier  est  son  centre  ries 
moyennes  distances,  quel  que  soit  le  nombre  des  côtés  du  polygone, 
comme  nous  allons  lo  faire  voir. 

1°  Considérons  un  polygone  régulier  d'un 
nombre  pair  de  côtés,  l’hexagone  ABCDEF, 
par  exemple,  et  abaissons  sur  xy  les  perpen- 
diculaires An,  B/>, ...,  O o. 

En  menant  le  diamètre  AOD,  on  aura  ( 122  ) 

2O0  = An  4-  Dr/; 

de  mémo, 

aO o — bb  4-  Er, 
aOo  = Ce  4-  F f. 

Donc 

Oo  = i(Aa4-B*4-...4-F/). 


a"  Soit  un  polygone  régulier  d’un  nombre  impair  de  côtés,  le  triangle 
équilatéral  ABC,  par  exemple.  Si  l’on  cir- 


conscrit au  cercle  O un  polygone  régulier 
d’un  nombre  double  de  côtés,  c'est-à-dire 
l’hexagone  régulier  DEFGHK,  le  point  de 
contact  A sera  le  milieu  du  côté  KD,  et 
l'on  aura 

2 Art  = K/-  4-  Dr/; 
on  aurait  de  même 

2B6  = Ee  4-  F f, 


Donc 


aCc  = G g 4-  11/j. 


a A rt  4-  a B b 4-  a Ce  — Dr/  4-  Er?  4-  • * . 4-  K k z-~  6 O o ; 


et,  par  conséquent, 

0o  = I(A«4-BÔ4-Cr). 


NOTE  48. 

CALCUL  DES  APOTHÈMES  ET  DES  SURFACES  DE  CERTAINS  POLYGONES 
RÉGULIERS.  — CALCULS  RELATIFS  AU  PENTAGONE  RÉGULIER. 

Calcul  des  apothèmes  et  des  surfaces  de  certains  polygones  réguliers. 
Problème  I. 

Connaissant  le  rayon  OA  d'un  ren  ie  et  le  cote  AB  d’un  polygone  ré- 
gulier inscrit,  tmuver  l’apothème  de  ce  /mljgonr. 
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Soient  OA  = R,  AB  = »,  l'apothème  OC  = r.  En  considérant  le  Iri- 
angle  rectangle  OAC,  on  a déjà  trou\é  (277) 

V— J — N.» 


\ 


./ 


OU 


r = y R*  “ T 

r — ' y/^R'  — n*. 


Application*.  — i”  Trouver  l’apolhème  r,  du  carré  inscrit  dont  le 
côté  C4  = R ■ On  a 


rt  = - y/4  R‘  — a R*  = - R y/â  ; 

donc  r>  — ~À  C,,  résultat  qu'il  était  facile  de  prévoir. 

Trouver  l'apothème  r„  de  l'hexagone  régulier  inscrit  dont  le  côté 
C,  = R.  On  a 

V.^Iy/4 R^R’=U/î; 

donc  r.  — - C,,  résultat  qu’il  est  facile  d’obtenir  directement. 

3“  Trouver  l'apothème  r.  du  triangle  équilatéral  inscrit,  dont  le  côté 
R/ï.  On  a 

B r^lyW-SR^R. 

(fâr 


Il  était  facile  aussi  de  prévoir  ce  résultat;  caron 
"o  ! formo  un  losange  en  menant  les  rayons  OA,  OB  aux 
extrémités  du  côté  AB  du  triangle  équilatéral  inscrit, 

V. y et  en  joignant  les  extrémités  de  ce  côté  au  milieu  D de 

l'arc  AB.  Donc  AB  est  perpendiculaire  sur  le  milieu 

du  rayon  OD. 

4°  Trouver  l’apothème  r%  du  pentagone  régulier  inscrit  dont  le  côté 
Cj  = R x - V io  — a y/5 . On  a 


r^Iy/V-R’^ 

" R X~  Vô  -J-  a y/5 
4 


- i |/5 


= R 


i +(/5 


Ainsi,  l’apothème  du  pentagone  régulier  inscrit  est  égal  à la  moitié  du 
côté  du  décagone  étoilé  inscrit  dans  le  même  cercle. 


Problème  U. 

Connaissant  le  rayon  OA  d’un  cercle  et  te  côté  AB  d'un  polygone  régu 
lier  inscrit  de  n côtés , trouver  la  surface  S.  de  ce  polygone. 
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Soient  OA  = R et  AB  = a.  L’apothème  OC  sera  égal  à - ^ — — ; 
donc  (277) 

{.)  S.=  2îÆZ5. 

Remarque  1.  — Pour  avoir  les  surfaces  S, , S,,  S, 
du  carré,  de  l’hexagone  régulier  et  du  triangle  équila- 
téral en  fonction  du  rayon  R du  cercle  circonscrit  à ces  polygones,  on  n’ap- 
plique pas  ordinairement  la  formule  (i);  car  on  a immédiatement 

, S,  = (R  *6)’  = *R’, 

S,  = GRx  ^ = -R’ ^3, 

4 * 

(a)  S,  = 3R  v/3  x 7 = 7 R*  |/3. 

4 4 

Si  l’on  veut  obtenir  la  surface  S,  du  triangle  équilatéral  en  fonction 
de  son  côté  a,  il  faut  dans  la  formule  (i)  remplacer  U par  --  (272),  ou 

V3 

nT 

mieux  remplacer  dans  la  formule  ( a ) R’  par  -y  > et  il  vient 

S,  = in1v^3. 


D’ailleurs,  cette  formule  s'obtient  plus  directement  en  multipliant  la 

base  a du  triangle  par  la  moitié  de  sa  hauteur  ou  par  ' • — • 

4 


Remarque  II.  — Connaissant  le  rayon  R d'un  cercle  et  le  côté  AB  = a 
d’un  polygone  régulier  inscrit  de  a côtés,  il  est  facile  de  trouver  la  sur- 
face S,„  du  polygone  régulier  inscrit.de  an  côtés.  Car  on  a 


donc 


triangle  OAD  =ODx  — = Rx  7; 

a 4 


S 


an  R X 7 = 
4 


«R  a 
a 


Applications.  — 1°  Trouver  la  surface  S,  de  l’octogone  régulier  in- 
scrit, sachant  que  a = Ct  = R /à.  On  a 


Si=4R-*R^  = aRJ^ 


Le  calcul  serait  moins  simple,  si  l’on  calculait  S,  au  moyen  de  la  for- 
mule (1).  On  aurait 

„ 8R  - y/ô  V7R7-  R2  (a  - y-a] 

S.=  -■  -j — 

= aR1  V a — y/ a l/a  + /a  = iR' y/â. 
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a*  Trouver  la  surface  S,  de  l’hexagone  régulier  inscrit,  sachant  que 
« = C,  = R /3.  On  a 

• a a 

3"  Trouver  la  surface  S„  du  dodécagone  régulier  inscrit,  sachant  que 
a — C,  = R.  On  a 

S„  = = 3B\ 

Donc,  la  surface  du  dodécagone  régulier  est  égale  à trois  fois  le  carré 
du  rayon  du  cercle  circonscrit. 


Calculs  relatifs  au  pentagone  régulier. 

Problème. 

Connaissant  le  côté  AB  d’un  pentagone  régulier  ABCDE,  calculer  son 
rayon  OB.  son  apothème  OF,  sa  diagonale  AC  cl  la  flèche  GU. 

(On  appelle  flèche  d’un  arc  ABC  la  droite  GB  qui  joint  le  milieu  B de 
cet  arc  au  milieu  G de  sa  corde.) 

Soient  : 

AB  = a,  OB  = B,  OF  = r, 

AC  = d,  GB  =/. 

i°  On  a, (voir  Note  46) 

a — B x - v'  10  — a y/h, 


k ï 


d'où 


R = a ■ 

Vio  - a v'ô 


a*  On  a aussi,  d’après  la  première  partie  de  cette  Note, 
donc 

i 4-  y/à 


a V 10  — a fî 

3'  Les  triangles  semblables  AGB,  OFB  donnent 


AG  r i — t—  v/5  _ 

~~  B 4 ’ 


donc 


a AG  = AC  = d = a 


i 4-  \fî> 
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4°  A cause  des  mêmes  triantes,  on  a 

a 

nu  * # 

« ~R  ‘: 

donc 

GB 

4 

Remarque.  — Supposons  qu’un  triangle  équilatéral  ait  pour  côté  la 

\c 

diagonalo  AC  ; le  rayon  du  cercle  circonscrit  à ce  triangle  sera  — - > 6t,  par 
conséquent,  en  désignant  l’apothèmo  du  triangle  par  g,  on  aura 

AC  ^ i + \/5 
a v 3 4 v 3 

Observation.  — Les  formules  que  nous  venons  de  trouver  serviront  pour 
le»  calculs  relatifs  aux  polj  èdres  régttlici  s (iw'r  Mole  77). 


NOTE  49. 

SUR  QUELQUES  MAXIMUMS  ET  MINIMUMS. 

Définition.  — On  dit  que  des  ligures  sont  isopérimètres , lorsque  leurs 
périmètres  ont  la  même  longueur.  (Cette  définition  comprend  celle  qui 
est  donnée  au  n°  2‘J5  ). 


Théorème  I. 

Parmi  tous  les polrgones  isopérimètres  et  il' un  même  nombre  rie  rôles, 
celui  qui  est  maximum  liait  être  coure xe. 

Soit,  par  exemple,  le  pentagone  ABCDE  qui  a 
un  périmètre  donné  et  un  angle  rentrant  CDE  ; 
je  dis  qu’il  n’est  pas  un  maximum  parmi  tous  les 
pentagones  do  même  périmètre. 

Car,  si  l’on  fait  tourner  le  triangle  CDE  autour 
de  CE,  de  manière  qu’il  occupe  la  position 
CD’E,  les  deux  pentagones  ABCDE  et  ABCD'E 
seront  isopérimètres,  et  la  surface  du  second 
sera  plus  grande  que  cello  du  premier.  Donc  ABCDE  u’e>t  pas  un 
maximum. 

Théorème  II. 

Parmi  tous  tes  quadrilatères  isopérimètres  et  ayant  un  côté  donné,  échu 
qui  est  maximum  doit  avoir  ses  deux  angles,  non  adjacents  au  côté 
donné,  égaux  entre  eux. 
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Soit  le  quadrilatère  ABCD  qui  a un  périmètre  donné,  ainsi  qu  un  côté 
donné  AD,  et  dans  lequel  l’angle  D est  plus 
grand  que  l’angle  C ; je  dis  que  ABCD  n’est 
pas  un  maximum  parmi  les  quadrilatères 
isopérimètres  dont  l’un  des  côtés  est  AD. 

Faisons  l’angle  CBF.,  que  nous  nomme- 
rons J,  moindre  que  5 puis  l’angle 

-,  / j 1 

’j >()  EBF  égal  à l’angle  BF.C;  prenons  DF  = EC 

et  joignons  EF.  Le  trianglo  BEF  sera  égal 
au  triangle  BEC,  et  le  pentagone  ABl'ED  aura  même  surface  et  même  péri- 
mètre que  le  quadrilatère  ABCD. 

Maintenant,  je  dis  que  le  pentagone  ABl’ED  a un  angle  rentrant  ABF, 
ou  que  la  somme  des  angles  ABE,  EBF  est  plus  grande  que  deux  droits. 
Car  on  a,  par  construction. 


et,  par  suite, 


» , B — C 
« < — — > 


a S < B — C, 

c+  a < b — •?, 


BED  < ABE  ; 

or,  BED  4-  BEC  = a droits;  donc  on  a aussi 

ABE  4-  EBF  > i droits. 


Cela  posé , prolongeons  EF  d’une  longtiéur  FG  égale,  à FB  4-  BA  ; joi- 
joins  GA,  et  du  milieu  H de  celte  droite  élevons  sur  GA  une  perpendicu- 
laire HK.  Cette  perpendiculaire  coupera  PG  en  un  pointK  situé  entre  F et  G, 
puisque  la  droite  FA  est  plus  petite  que  FB  4-  BA  ou  que  FG,  et  la  droite 
KA  sera  égale  à KG  ; donc  on  aura 

FK  4-  KA  = FK  4-  KG  = FG  = FB  4-  BA. 

De  là  il  résulte  que  le  quadrilatère  AKED  a le  même  périmètre  que  le 
pentagone  ABFKD,  et  par  conséquent  le  même  périmètre  que  le  quadri- 
latère ABCD;  d’ailleurs  la  surface  du  quadrilatère  AKED  est  évidemment 
plus  grande  que  celle  du  pentagone  ABl'ED , et  par  conséquent  elle  est 
aussi  plus  grande  que  celle  du  quadrilatère  ABCD. 

Donc  ABCD  n’est  pas  un  maximum. 


Théorème  111. 

Parmi  tous  1rs  polygones  isopérimètres  il' un  même  nombre  n de  côtes, 
le  polygone  maximum  P doit  être  régulier. 

En  effet  : i"  Ce  polygone  maximum  doit  être  convexe. 

a°ll  doit  avoir  tousses  côtés  égaux  ; car,  si  deux  côtés  consécutifs  AB,  BC 
étaient  inégaux,  on  pourrait  remplacer  le  triangle  ABC  par  un  triangle 
isocèle  AB’C  qui  aurait  même  base  AC  et  même  périmètre,  et  par  consé- 
quent on  aurait  un  second  polygone  isopérimètre  à P et  plus  grand  que  P 
( voir  Note  26)  ; donc  P ne  serait  pas  un  maximum. 
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3°  Le  polygone  P doit  avoir  tousses  angles  égaux  ; car,  si  l'on  considère 
trois  côtés  consécutifs  AB,  BC,  CD  cl  qu’on  suppose  l'angle  B > C , on 
pourrait  remplacer  le  quadrilatère  ABCD  par  un  autre  quadrilatère  qui 
aurait  le  môme  côté  AD,  le  même  périmètre  et  une  surface  plus  grande, 
et  par  conséquent  on  aurait  encore  un  second  polygone  isopérimétre  à P 
et  plus  grand  que  P ; donc  P ne  serait  pas  maximum. 

Ainsi,  le  polygone  maximum  P a tous  scs  côtés  égaux  et  tous  ses  angles 
égaux  ; donc  il  est  régulier. 


Théorème  IV. 

Parmi  tous  les  / mlygones  fie  même  surface  et  d'un  même  nombre  n de 
côtés,  le  /xdjgonc  régulier  P a le  plus  petit  /térimètre. 

Car,  si  un  polygone  non  régulier  P’  de  n côtés  a la  même  surface  que  le 
polygone  régulier  P,  on  peut  construire  un  polygone  régulier  P*  de  n 
côtés  isopérimétre  au  polygone  P'  ut  dont  la  surface  sera  plus  grande 
que  celle  de  P',  et  par  conséquent  plus  grande  que  celle  de  P.  Donc  le 
périmètre  de  P',  et  par  suite  celui  de  P',  est  plus  grand  que  celui  de  P 

Théorème  V. 

De  lieux  polygones  réguliers  isopérimètres  P,  P',  le  plus  grand  est 
relui  gui  a le  plus  grand  nombre  de  côtés. 

Supposons  que  les  polygones  P et  P’  aient  respectivement  m et  m -+-  « 
côtés;  je  dis  qu  • P'  est  plus  grand  que  P.  Car,  en  prenant»  points  quel- 
conques sur  le  périmètre  du  polygone  P,  on  peut  regarder  ces  points  et 
les  m sommets  du  polygone  P comme  les  sommets  d'un  polygone  irrégu- 
lier de  m + n côtés;  donc  ce  (toly  gone  est  moindre  que  le  polygone  régu- 
lier P',  qui  a le  même  périmètre  et  le  même  nombre  de  côtés. 

Théorème  VI. 

Des  périmètres  de  deux  jmhgoncs  réguliers  équivalents  P,  P',  te  plus 
petit  est  celui  du  /mlygonc  qui  a le  plus  grand  nombre  de  côtés. 

Sup[K)sons  que  les  polygones  P et  P' aient  respectivement  m et  m -4-  « 
côtés.  On  peut  construire  un  (mlygonc  régulier  P"  de  m -f-  « côtés  iso- 
périmètre  à P et  dont  la  surface  sera  plus  grande  que  celle  de  P,  et,  par 
conséquent,  plus  grande  que  celle  de  P’.  Donc  le  périmètre  de  P',  et  i>ar 
suite  celui  de  P,  est  plus  grand  que  celui  de  P' 


NOTE  50. 

SLR  LA  MESURE  DU  SEGMENT  CIRCULAIRE. 

Problème. 

Connaissant  le  rayon  OA  d’un  cercle  et  le  côte  AB  d'un  /mlygonc  régu- 
lier inscrit  île  n côtés,  trouver  le  segment  compris  entre  ce  eôté  et  l’arc 
qu'il  sous-tend. 
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Soient  OA  — R,  AB  ■=  a , l'apothème  OC  — r et  le  serment  A .MB  S. 

M On  aura 


;C 


S — scct.  OAMB  — triangle  OA  B; 


or  lï<j3), 

/ 


sect.OAMB 


ttH1 


donc 


et 

, . , _ . „ or  a H’  — a‘ 

triang  e OAB  = — = : 

'■*  4 


S = 


it  R ’ a \]  !\  H 1 — n1 


4 


On  a ainsi  une  formule  qui  donne  la  valeur  du  segment  AMD  en  fonc- 
tion des  nombres  n et  n dont  les  valeurs  dépendent  l’une  de  l'autre. 

Remarque  I.  — Si  a représente  le  côté  d'un  polygone  régulier  qu'on 
sait  calculer  au  moyen  du  rayon  R,  on  peut  avoir  aussi  lu  valeur  du  seg- 
ment AMB  en  fonction  de  R. 

-Implications.  — i°  Calculer  le  segment  AMB  ou  S,  sachant  que  AB 
est  le  côté  C,  du  carré  inscrit.  On  a 

_ ttR1  R ch.  y/ 4 R’  ” 1 R1  R1,  , 

S = -4 1 = 4 

a“  Supposons  que  AB  = C,  = R,  on  aura 

c rB'  R */4  R»  - RJ  R’,  . pr\ 

S = -6 ~ 4 = -(^~3t/3). 

Au  contraire,  si  a représente  ou  le  côté  d’un  polygone  régulier  qu'on 
ne  sait  pas  calculer  en  fonction  de  R ou  une  corde  donnée  quelconque,  la 
recherche  de  l’aire  du  segment  S dépend  de  la  Trigonométrie  rectiligne, 
qui  ne  doit  pas  faire  partie  de  cet  ouvrage,  lors  mémo  qu'on  puisse  la 
considérer  comme  un  complément  des  quatre  premiers  livres  des  Eléments 
de  Géométrie,  et  surtout  comme  un  complément  du  troisième  et  du  qua- 
trième livre. 

Dans  le  troisième  livre  on  calcule,  en  fonction  des  trois  côtés  d’un 
triangle  quelconque,  ses  hauteurs,  ses  médianes,  etc.;  mais  avec  ces 
mêmes  données  on  ne  saurait  pas  calculer  les  angles  du  triangle  : de 
même,  connaissant  deux  côtés  d'un  triangle  et  l’angle  qu’ils  compren- 
nent, on  ne  saurait  pas  calculer  le  troisième  côté  et  les  deux  autres  an- 
gles, etc.  La  Trigonométrie  donne  le  moyen  de  résoudre  ces  sortes  de 
questions , c’est-à-dire  de  calculer  les  valeurs  <les  côtés  et  des  angles  d'un 
triangle , lorsqu’on  a un  nombre  suffisant  de  données  pour  que  le  triangle 
soit  déterminé. 

Remarque  II.  — On  peut  calculer  l’aire  d’un  segment  AMB  ou  S au 
moyen  d’une  autre  formule.  On  a toujours 


S = seet.  OAMB  — triangle  OAB; 
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or , sect.  OAMB  = arc  AB  x ~ ; et , en  désignant  par  A la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  A sur  OB,  qui  est  égale  à la  moitié  de  la  corde 
sous-tendant  un  arc  double  de  l’arc  AMB,  on  a aussi 


donc 


triangle  OAB  = - OB  x A = - B // , 
a a ’ 

S = (arc  AB -A)  ?• 


D’où  il  résulte  que  l’aire  <T un  segment  AMB  est  égale  à l'excès  tic  son 
are  sur  In  moitié  de  la  corde  qui  sous-tend  un  arc  double,  multiplié  tmr 
la  moitié  du  rayon. 


Applications.  — i"  Soit  l’arc  AB  = 
par  suite, 


a tt  R 

T 


on  aura  h = R , et , 


a”  Soit  l’arc  AB  = 


aîrR 

~<r 


TT  R 
T' 


on  aura  A = 


R \fï 

— — » et,  par  suite, 


On  retombe  ainsi  sur  les  valeurs  déjà  obtenues  ci-dessus. 

Si  l’arc  donné  AB  est  quelconque,  la  recherche  do  l'aire  du  segment  A MB 
dépend  toujours  de  la  Trigonométrie. 


NOTE  51. 


SUR  LA  MESURE  DE  LA  COURONNE  ET  DU  TRAPÈZE  CIRCULAIRE. 

— SUR  LES  LUNULES  d’oIPPOCRATE. 

Théorème  I. 

La  surface  comprise  entre  deux  circonférences  concentriques  OA,  OB 
est  équivalente  nu  cercle  qui  aurait  /tour  diamètre  une  corde  ABC  de  In 
circonférence  extérieure,  tangente  à la  circonférence  intérieure. 

Cercle  OA  — cercle  OB  = r OA ! — r.  t)B 

= »r(0Â  — ÔB  ' j = jr  AB*  . 

Donc  la  couronne,  comprise  entre  les  deux  circonfé- 
rences OA,  OB,  est  équivalente  au  cercle  qui  a pour 
rayon  AB  ou  pour  diamètre  AC. 

Théorème  II. 

If  ,rnl^ze  circulaire  AB  bu,  c'est-à-dire  ta  différence  des  secteurs  sent - 
WaAAv  OAB,  O ab,  a /mur  mesure  la  moitié  du  produit  de  sa  haute,,, 
OA  — On  par  la  somme  de  ses  bases  AB,  ab. 


Car  on  a 
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Désignons  p.ir  R,  r,  II,  b,  A,  les  rayons  OA,  O//,  les  arcs  semblables  Ab, 
nb  el  la  différence  OA  — On.  On  aura 
o 

( i ) ABba  = OAB  — Oab  = £ ( BU  - br). 

"j  ' — Maintenant,  les  arcs  AB  et  nb  étant  semblables,  on 


\ ■ (»•) 


et,  par  suite, 
d’où  l'on  tire 


B b 
R r 


B R 

b r 

B— b _ B - b 
R-  / = /<  ; 


n B/'  , hh 

r = b_7;  01  r=B -b 


Portant  les  valeurs  de  R et  de  r dans  l’égalité  (i),  il  vient 
i r1 _ h 1 1 

AB ba=  I/,x  ^ — -r-  = - b [B -h  b), 
i B — b a 

ce  qu’il  fallait  démontrer. 


Théorème  III. 


Si  l’on  {/écrit  sur  chacun  tics  côtés  tl’un  triangle  rectangle  ABC,  c munir 
diamètre,  une  demi-circonférence,  ta  somme  des  lunules  AUBE,  AFCG 
sera  éc/uiealcntc  à l'aire  du  triangle  ABC. 


„ BC  AB  AC 

or,  r.  — — , r.  - , r — — sont  respectivement  les  mesures  dos  cercles 

4 4 4 

décrits  sur  BC,  AB,  AC  comme  diamètres  ; donc  le  demi-cercle  BAC  est 
équivalent  à la  somme  des  demi-cercles  BDA,  AFC,  cl,  par  conséquent, 
si  Ton  retranche  de  part  et  d’autre  les  parties  communes  AEB,  AGC,  les 
restes  seront  aussi  équivalents.  Donc  le  triangle  ABC  est  équivalent  à la 
somme  des  lunules  ADBE,  AKCü. 


Remarque.  - Si  le  triangle  ABC  était  isocèle,  il  serait  le  double  de  l'une 
des  lunules. 


Observation.  — « II ipfocr uf  de  Chio  (an  45o  avant  1 Yrc  vulgaire)  se  dis- 

• tingua  par  la  quadrature  des  fameuses  lunules  du  cercle  qui  perlent  son 
» nom.  Ayant  décrit  sur  les  trois  côtés  d’un  triangle  rectangle  isocèle,  comme 

* diamètres,  trois  demi-cercles  placés  dans  le  même  sens,  il  observa  que  la 
> somme  des  deux  lunules  égales,  comprises  entre  les  deux  quarts  de  circon- 
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• férencc  correspondants  à l'hypoténuse,  et  les  demi-circonférences  corros- 

* pondantes  aux  deux  autres  côtés  du  triangle,  était  égalé  en  surface  à ce  tri- 
» angle  : premier  exemple  d’un  espace  curviligne  égal  à un  espace  rectiligne. 

» Les  connaissances  d’Hippocrate  de  Chio  en  géométrie  étaient  fort  éten- 
» dues.  Il  avait  écrit  des  Éléments  de  Géométrie  estimés  de  son  temps  niais 
» que  d'autres  ouvrages  du  même  genre,  et  en  particulier  ceux  d’EucIido,  ont 
a fuit  perdre  et  oublier.  * ( Essai  sur  ï Histoire  générale  des  Mathématiques , par 
Charles  Bossut.) 


NOTE  52. 

SLR  QUELQUES  MAXIMUMS  ET  MINIMUMS. 

Théorème  I. 

Parmi  toutes  les  figures  planes  de  même  périmètre,  te  cercle  est  un 
maximum. 

D’abord  il  est  évident  qu’il  y a une  infinité  de  figures  d’un  périmètre 
donné  qui  ont  diverses  formes  et  diverses  aires,  et  il  est  clair  aussi  que 
ces  aires  ne  peuvent  pas  croître  indéfiniment.  Donc,  parmi  tes  figures  d'un 
périmètre  donné,  il  y a un  ou  plusieurs  maximums. 

En  second  liiu,  il  est  facile  de  reconnaître  que  toute  figure  / enfermant 
une  aire  maximum  dans  un  périmètre  donné  doit 
être  convexe.  Car,  si  uno  figure  A1SCDA  a une  partie 
rentrante  ABC,  on  peut  faire  tourner  cette  partie 
autour  de  AC,  de  manière  qu'ello  occupe  la  posi- 
tion AB'C,  et  la  figure  AB'CDA  aurait  môme  péri- 
mètre que  ABCDA  et  une  aire  plus  grande;  donc 
ABCDA  ne  saurait  être  un  maximum. 

D 

Maintenant,  si  une  figure  ABCDA  d'un  périmètre  donné  est  un  maxi- 
mum, je  dis  que  toute  droite  AC  qui  divise  son  péri- 
mètre en  deux  parties  égides  ABC,  ADC  divisera  aussi 
sa  surface  en  deux  parties  équivalentes.  Car,  si  la 
portion  de  surface  ABCA  élaitplus  grande  que  A DCA, 
on  pourrait  construire  la  figure  AB'C  symétrique 
de  ABC  par  rapport  à AC,  et  la  figure  ABCB'A  aurait 
même  périmètre  que  ABCDA  et  une  aire  plus  grande; 
donc  la  figure  ABCDA  ne  serait  pas  un  maximum.  ’ 

De  là  il  résulte  que,  ABCDA  étant  une  figure  maximum,  ABCB'A  en 
est  aussi  une. 

Enfin,  joignons  aux  points  A et  C un  point  quelconque  B du  demi-pc- 
rimètre  ABC;  je  dis  que  l'angle  ABC  est  droit.  Car,  s’il  en  était  autre- 
ment, on  pourrait  rendre  l’angle  ABC  droit,  sans  changer  la  grandeur  des 
côtés  AB,  BC,  et  en  conservant  les  segments  AMB,  BNC  tels  qu’ils  sont- 
la  base  AC  du  triangle  ABC  changerait  seule.  De  cette  manière  on  agran- 
dirait faire  du  triangle  ABC  (voir  Note  26)  et,  par  suite,  l’airo  de  la 
ligure  ABCA;  alors,  en  construisant  la  figure  symétrique  de  la  nouvelle 
figure  ABCA,  par  rapport  à AC,  et  en  la  désignant  par  A B"  CA,  on  obtien- 
drait une  figure  totale  ABCB*A  qui  aurait  mémo  périmètre  que  la  ligure 
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ABCB’A  et  une  aire  plus  grande,  ce  qui  est  impossible,  puisque  ABCB’A 
est  une  figure  maximum.  Donc  l’angle  primitif  ABC  est  droit,  et,  par  con- 
séquent, ABC  est  une  demi-circonférence  décrite  sur  AC  comme  diamètre. 

On  verrait  de  même  que  ADC  est  une  demi-circonférence  ; donc  la  figure 
maximum  ABCDA  est  un  cercle,  et,  par  suite,  le  théorème  est  démontré. 

Remarque.  — Réciproquement,  entre  toutes  les  figures  planes  équiva- 
lentes, le  eerele  a te  plus  petit  périmètre.  Démonstration  analogue  a celle 
du  théorème  VI  de  la  Note  4g- 


Théorème  II. 

Un  polygone  formé  avec  des  côtés  donnés  est  maximum,  lorsqu’il  est 
interiptible  dans  le  cercle. 

Pour  le  démontrer,  je  dis  d'abord  qu'nwc  des  côtés  donnés  qui  doivent 
se  succéder  dans  un  certain  ordre,  et  dont  le  plus  grand  est  moindre  que 
In  somme  de  tous  tes  mitres,  on  peut  toujours  former  un  /solygone  con- 
vexe inscriptible  et  qu'on  n’en  /seul  former  qu'un  seul. 

En  effet,  pour  mieux  fixer  les  idées,  supposons  qu’on  ait  quatre  côtés  don- 
nés AB,  BC,  CD,  DE  et  que  le  plus  grand  côté  AB 
soit  plus  petit  que  la  somme  des  trois  autres; 
puis,  sur  le  milieu  M de  AB,  élevons  la  perpendi- 
culaire xy  et  prenons  sur  M-r  un  point  0 assez  dis- 
tant du  point  M pour  que,  en  décrivant  du  point  O 
comme  centre,  Bvec  le  rayon  OA,  une  circonfé- 
rence, la  ligne  polygonale  BCDE  formée  par  les 
côtés  donnés  BC,  CD,  DE  puisse  être  inscrite  tout 
entière  dans  l’arc  BNA.  Maintenant,  concevons 
quo  le  point  0 se  meuve  sur  xy,  dans  le  sens  xy; 
alors  l'arc  BNA  décroîtra  de  plus  en  plus  et, 
comme  il  a pour  limite  la  droite  BA  (voir  Note  83),  qui  est  moindre  que 
la  ligne  brisée  BCDE,  il  est  clair  que  le  point  E finira  par  passer  au- 
dessous  du  point  A,  après  avoir  coïncidé  avec  ce  point.  Donc,  il  y a une 
position  du  point  O et  une  seule,  pour  laquelle  le  point  E se  confond  avec 
le  point  A ; par  conséquent,  avec  les  quatre  côtés  AB,  BC,  CD,  DE,  on  peut 
former  un  quadrilatère  convexe  inscriptible,  et  un  seul. 

Cela  posé,  désignons  par  O'  le  centre  du  cercle  dans  lequel  on  peut  in- 
scrire le  quadrilatère  ABCDA,  dont  les  côtés  AB,  BC,  CD,  DA  sont  donnés, 
et  désignons  par  Q l’un  quelconque  des  quadrilatères  non  inscriplibles 
qu’on  peut  former  avec  les  mômes  côtés.  On  peut  construire,  sur  les  côtés 
de  ce  dernier  quadrilatère,  des  segments  circulaires  extérieurs  respecti- 
vement égaux  aux  segments  du  cercle  O',  qui  ont  pour  cordes  les  côtés  AB, 
BC,  CD,  DA,  et  l’on  obtiendra  ainsi  une  figure  F terminée  par  quatre  arcs 
de  cercle  et  dont  le  périmètre  sera  égal  à la  circonférence  O'.  On  aura 
donc 

cercle  O'  > F, 

et,  en  retranchant  de  part  et  d’autre  les  quatre  segments  circulaires,  il 
viendra 

ABCDA  > Q. 

Donc  ce  théorème  II  est  démontré. 

KUments.  29 
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Remarque  I.  — Parmi  tous  1rs  polygones  iso/xérime-tres  tl  un  meme 
nombre  de  côtés,  le  polygone  régulier  est  un  maximum. 

Car  on  a déjà  vu,  dans  la  Note  49  ( théor.  III,  a°),  que  le  maximum  entre 
les  polygones  isopérimètres  de  n côtés  doit  avoir  tous  ses  côtés  égaux  ; 
d’où  il  résulte  que  les  côtés  de  ce  polygone  sont  déterminés  et  égaux 
chacun  à la  partie  du  périmètre  donné.  De  plus,  en  vertu  du  théo- 
rème ci-dessus,  ce  même  polygone  doit  être  inscriptible.  Donc  le  poly- 
gone maximum  doit  être  régulier. 

On  arrive  ainsi,  par  une  autre  méthode,  à démontrer  le  théorème  111 
de  la  Note  49,  qui  entraîne  à sa  suite  les  théorèmes  IV,  V et  VI  de  la 
même  Note. 

Remarque  II.  — D’après  ces  théorèmes  V et  VI  et  le  théorème  I de 
cette  Note,  on  peut  conclure  que  les  aires  des  polygones  réguliers  isnpé- 
rimètres  de  3,  4,  5, . . . côtés  forment  une  série  croissante  dont  tes  termes 
ont  pour  limite  te  cercle  de  même  périmètre  ; et  que  les  périmètres  des 
polygones  réguliers  équivalents  de  3,  4<  5, . . . côtés  forment  une  série 
décroissante  dont  les  termes  ont  pour  limite  la  circonférence  ilu  cercle 
de  même  aire  que  ces  polygones. 


NOTE  53. 

SUR  LE  CALCUL  p’u.NE  VALEUR  APPROCHÉE  DE  TT. 

Remarques  sur  la  méthode  des  isopérimètres . 

Cette  méthode  consiste  à calculer  approximativement  le  rayon  d’un 
cercle  dont  la  circonférence  est  connue,  et,  comme  elle  est  la  plus  simple, 
nous  l’avons  exposée  dans  le  texte  (295,  296 , 297);  mais  à ce  que  nous 
en  avons  déjà  dit  nous  ajouterons  quelques  remarques. 

Remarque  /.  — Au  n°  295  nous  avons  démontré  les  deux  formules 


(«) 

(a) 

et  l’inégalité 


r+-R 

•x 


R’  = v/ïf?  = y R x 


R'-r'<- 


R-r 


Or,  on  peut  déduire  cette  inégalité  des  formules  (i)  et  (a);  car  on  a 
d’abord 

'+î-(qj>y 


R'1  — rn  — R x 


= (r  + R)  X 


R — i 


divisant  les  deux  membres  par  R'  -t-  r'  et  remarquant  que  R’’  — r1*  est 
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égal  à ( R'  4-  r')  (R'  — r'),  il  vient 


, r 4-  U R — r 

*-'-7+Wx— ’ 


Mais,  d’après  la  formule  (i),  r + R = ir\ et  par  conséquent  r R est 

/"  ""y  ,N  K 

moindre  que  r1  + R’,  d’où  il  résulte  quo  le  facteur  est  plus  petit 

que  1 ; donc  on  a 


R - r' 


R-r 


Remarque  11.  — Le  calcul  des  valeurs  des  apothèmes  r,,  r,,...,  rlt, 
contenues  dans  le  tableau  du  n“  296,  est  extrêmement  simple,  et,  si  l'on 
emploie  les  logarithmes  pour  calculer  les  moyennes  géométriques  y'R  r , , 
j/|7, . . . , yfR  /■„,  on  obtiendra  aussi  sans  difficulté  les  valeurs  des  rayons 

R /b R,,.  Mais  nous  allons  voir  dans  la  remarque  suivante  qu’on 

peut  encore  abréger  ces  derniers  calculs. 

Remarque  III.  — Soient  a et  b deux  nombres  quelconques.  On  aura 


■b  r-,  a + b — a fib  (fi  — fi)* 

~~fib  = = a , 


or,  la  quantité  (*/**  fiL.  est  essentiellement  positive:  donc,  la  moyenne 

arithmétique  (le  deux  nombres  est  plu*  gratule  que  leur  mo)  cnnc  géomé- 
trique. 

Maintenant,  on  a aussi 


a + b 

a 


- fi,)  + fib) 

~^+fi 


[a-  b? 


et  de  cette  égalité  on  peut  encore  tirer  la  même  conséquence  que  ci- 
dessus.  De  plus,  en  supposant  b < a et  en  remarquant  que  chacune  des 

moyennes  a-^—  et  fib  est  plus  grande  que  b,  il  vient 


(>) 


a y-  b f~i  ( « — b )* 


donc,  Indifférence  entre  la  moyenne  arithmétique  et  ta  moyenne  géomé- 
trique de  deux  nombres  est  moindre  que  le  carré  de  la  différence  de  ces 
nombres,  divisé  par  huit  fois  le  plus  petit. 

Cela  posé,  revenons  au  tableau  du  n°  296,  dans  lequel  R,  — y/RiV 
D’après  l’inégalité  (t),ona 


_ Æ7,  < . 


20. 
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et,  par  suite, 


R|~f~  r, 
a • 


/- 0,00000016 

vVs  < “ ? 


< 0,00000004. 


H r 

Ainsi,  en  substituant  à yR,rs  la  moyenne—1-^ — on  commettra  une 

erreur  moindre  que  4 unités  décimales  du  huitième  ordre;  donc,  on  peut 
obtenir  la  valeur  approchée  de  Rs  en  calculant  la  moyenne  arithmétique 
des  nombres  R,  et  r,  au  lieu  de  leur  moyenne  géométrique , et  il  en  est 
de  même  pour  les  calculs  de  Rt,  R , R„. 


Remarque  IV.  — Nous  avons  dit,  à la  fin  du  n°  206,  qu'en  divisant 
2 par  o,63GGig6 , le  quotient  q surpassait  n de  moins  d’un  millionième  ; 
et,  en  effet,  on  a 

q = 3,i4i5g35o. .. 
et 


T.  — 3,14159265.'.  . . 


De  plus,  on  voit  qu’en  prenant  la  valeur  de  q avec  G décimales  exactes, 
le  nombre  obtenu  3, 141 593  est  encore  une  valeur  de  r:  par  excès,  à moins 
d'un  millionième  près. 


Remarque  V.  — Au  lieu  de  constater  seulement  que  q surpasse  a de 
moins  de  0,000001,  on  peut  démontrer  que  cela  devait  être  du  moment 
qu’on  avait  obtenu  les  valeurs  de  r„  et  de  R„  avec  7 décimales  com- 
munes. Car  on  a 


et.  par  suite, 


R"  r"  < 10’ 


1 7.  ^ I 

7~  ~ lT"  < 7^  X R.,  r. 


a 

h ^"ii 


36 


Mais  le  produit  R,,  r . est  plus  grand  que  o,G  x 0,6  ou  que : et 

100 


, .2  . . 2 x 100  200  , 

par  conséquent  - — est  moindre  que  — ^ — = "36  ’ ct  a fortiori 

moindre  que  10;  donc  on  aura 


(■) 


r„  R„  < 10* 


D’ailleurs,  de  la  formule  cire.  R = 27:R  on  tire  R = -lrc  R , et  on  voit 


que  la  valeur  du  rayon  de  la  circonférence  égale  à 4 est  donc  on  a 


< »... 


ct,  par  conséquent, 


1 . .2 

^>k>r:.‘ 


Or,  de  ces  dernières  inégalités  et  de  l’inégalité  (1)  il  résulte  que  la  diffé- 
2 | 

ronce  entre  — et  r.  est  moindre  que  — ou  qu’un  millionième,  ce  qu'il 
fallait  démoulrer. 
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En  général,  si  l'on  veut  avoir  une  valeur  de  s à moins  d’une  unité  dé- 
cimale du  m"m'  ordre,  il  suffira  de  calculer  le  rayon  de  la  circonférence 
égale  à 4,  à moins  d'une  unité  décimale  de  l’ordre  m- 4-1. 

Remarque  VI.  — Nous  venons  de  voir  que  la  valeur  du  rayon  do  la  cir- 
conférence, égale  à 4,  est 

Ainsi  (2%),  le  nombre  - est  la  limite  supérieure  des  termes  de  la  série 

r,  r,,  r,,. . .,  et  la  limite  inférieure  de  la  série  R,  R,,  R, Donc  il  est 

aussi  la  limite  des  termes  de  la  suite 


R, 


R,. 


R. 


qui  sont  alternativement  plus  petits  et  plus  grands  que  cette  limite. 
D'ailleurs,  comme  r = ^ et  que  i est  une  moyenne  arithmétique  entre 

o et  1,  ii  s'ensuit  que  - est  la  limite  des  termes  de  la  suite  indéfinie 

1 \fi 

°<  *>  r»  T'"'1 


dont  les  deux  premiers  termes  sont  o et  1,  et  dont  les  autres  termes, 
à partir  du  troisième,  sont  alternativement  moyens  arithmétiques  et 
moyens  géométriques  entre  les  deux  termes  qui  les  précédent. 

Si,  au  lieu  de  partir  du  périmètre  du  carré  dont  le  cété  est  égal  à 1 (2%), 

on  prenait  le  côté  du  carré  égal  à i»  il  s'agirait  de  trouver  le  rayon 
d'une  circonférence  égale  à a,  dont  la  valeur  est  ou  l’inverse  du  nombre  r. 
Alors  - serait  la  limite  des  termes  de  la  suite 

TT 


°,  j,  y 


T’ 


dont  les  deux  premiers  termes  sont  o et  -»  et  dont  les  autres  termes,  à 

partir  du  troisième,  sont  encore  alternativement  moyens  arithmétiques 
et  moyens  géométriques  entre  les  deux  termes  qui  les  précédent. 

De  la  méthode  des  périmètres. 

Cette  méthode  est  celle  qui  se  présente  le  plus  naturellement  à l'esprit: 
elle  consiste  à calculer  la  circonférence  d'un  cercle  dont  le  rayon  est 
donné  (294). 

Supposons  que  le  rayon  donné  soit  égal  à 1 . On  aura 


cire.  R = 2ît,  d’où  r = 


cire.  R 


donc  ~ est  compris  entre  le  demi-périmètre  do  tout  polygone  régulier 
inscrit  dans  celte  circonférence  et  le  demi-périmètre  de  tout  polygono  ré- 
gulier circonscrit  (285,  rem.). 
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Maintenant,  puisque  R = i,  le  côté  du  carré  inscrit  C,  = y/a,  celui  du 
carré  circonscrit  C',  = a,  et  les  demi-périmètres  do  ces  carrés  sont  a 
et  4;  d'ailleurs,  au  moyen  des  problèmes  I et  IV  de  la  Note  40,  on  peut 
calculer  les  côtés,  et  par  suite  les  demi-périmètres  des  polygones  régu- 
liers inscrits  et  circonscrits  de  8,  16,  3a....,  côtés,  et  on  obtient  les 
résultats  suivants  : 


Nombre  de 

l)cml  -péri  mètre» 

Deml-pérl  métré» 

côtés. 

Inscrits 

circonscrit» 

4 

3,83843 

4,00000 

8 

3,06146 

3,31371 

jG 

3, 11144 

3 , 1 8a6o 

3a 

3,i 3654 

3, 1 5 1 73 

64 

3,i4o33 

3,1 44 ■ a 

138 

3,14137 

3 , 1 4333 

a56 

3 , 1 4 ■ 5 ■ 

3, 14 176 

Ce  tableau  contient  les  valeurs  par  défaut  des  demi-périmètres  inscrits 
et  les  valeurs  par  excès  des  demi-périmètres  circonscrits,  à moins  d'une 
unité  décimale  du  cinquième  ordre,  et  l'on  voit  que  jr  est  compris  entre 
les  deux  nombres  3,i4)5i  et  3,14176;  donc  3, 1 4 > est  une  valeur  de  7? 
par  défaut  à moins  d'un  millième  près. 

Observation.  — On  peut  arriver  de  plusieurs  manières  h unç  valeur  appro- 
chée d'une  circonférence  dont  le  rayon  est  donné;  mais,  en  vue  d’abreger  cette 
Note,  nous  croyons  devoir  nous  borner  à celle  qui  précédé,  nous  réservant 
d’exposer  les  autres  dans  un  ouvrage  qui  doit  suivre  celui-ci  et  aura  pour  titre  : 
Appendice  aux  Eléments  de  Géométrie. 

Far  le  même  motif  nous  n'exposerons  pas  ici  les  deux  autres  méthodes  élé- 
mentaires qui  conduisent  a une  valeur  approchée  de  ît  et  que  nous  avons  indi- 
quées au  n°  204. 
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NOTES  SUR  LE  LIVRE  V. 


NOTE  54. 


SUR  LA  GÉOMÉTRIE  PLANE  ET  SUR  CELLE  DE  L'ESPACE. 

Dans  les  éléments  de  Géométrie  plane,  on  s'occupe  exclusivement  de 
'igures  composées  de  lignes  droites  et  de  circonférences  de  cercle,  qui 
constituent  en  quelque  sorte  un  srtd  objet  d'étude,  et  dès  lors  on  conçoit 
que  cette  première  partie  de  la  Géométrie  ait  été  divisée  en  quatre  Livres, 
d’après  des  considérations  purement  subjectives,  c'est-à-dire  en  se  fondant 
sur  la  nature  des  problèmes  fondamentaux  qu'il  s’agissait  d'exposer  et 
sur  le  degré  de  difficulté  que  comportaient  ces  problèmes. 

Il  n’en  est  pas  de  même  des  éléments  de  Géométrie  dans  l'espace,  où 
il  est  question  de  figures  distinctes  qu'on  est  obligé  d'étudier  successive- 
ment. Il  a donc  fallu  recourir  à des  considérations  objectives  pour  diviser 
cette  seconde  partie  de  la  Géométrie,  et  c’est  ainsi  que  j’ai  été  conduit  à 
une  nouvelle  division  en  quatre  Livres. 

Dans  le  cinquième  Livre,  on  s’occupe  de  figures  dans  l'espace,  com- 
posées de  droites  et  de  plans,  t/ui  ne  déterminent  pas  de  volume  ; dans  le 
sixième,  on  s'occupe  des  poly  èdres;  dans  le  septième,  on  considéré  d'abord 
le  cylindre,  le  c6ne  et  le  tronc  de  cône,  et  ensuite  la  sphère;  enfin,  dans 
le  huitième,  il  s’agit  de  figures  tracées  sur  la  surface  de  la  sphère. 

Remarque.  — Les  analogies  qui  existent  entre  les  propriétés  des  figures 
planes  et  celles  des  figures  dans  l’espace  sont  très-nombreuses  et  elles 
ont  donné  lieu  à penser  qu’on  devrait  suivre  dans  la  Géométrie  de  l'es- 
pace le  même  ordre  que  dans  la  Géométrie  plane.  Tel  n’est  pas  mon  avis, 
comme  je  viens  de  le  dire  ci-dessus,  et,  sans  entrer  dans  toutes  les  rai- 
sons qui  peuvent  le  motiver,  ce  qui  me  conduirait  trop  loin,  j’ajouterai 
pourtant  que  je  ne  l’ai  point  adopté  sans  réflexion,  sans  avoir  médité,  par 
exemple,  ce  passage  de  Lacroix,  géomètre  si  compétent  dans  les  matières 
qui  nous  occupent  : 

« La  conservation,  dit-il,  de  l’analogie  entre  les  parties  d’un  même  traité 
» est  de  la  plus  haute  importance,  puisqu’en  même  temps  qu’elle  aide  la 
» mémoire  du  lecteur  elle  l'accoutume  à généraliser  scs  idées.  En  effet, 
» depuis  qu'on  a cultivé  avec  quelque  étendue  la  Géométrie  dans  l’espace 
» revêtu  de  ses  trois  dimensions,  on  a remarqué  que  la  plupart  des  pro- 
* priétés  des  lignes  et  des  figures  tracées  sur  un  même  plan  n’étaient 
n que  des  cas  particuliers  de  celles  des  lignes,  des  plans  et  des  corps 
» considérés  dans  l’espace,  et  il  est  devenu  indispensable  de  traiter,  au- 
« tant  qu'il  est  possible,  dans  le  même  ordre  et  par  des  moyens  sem- 
» blablcs,  la  partie  de  la  Géométrie  où  l’on  n’a  égard  qu’à  deux  des  di- 
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» roengions  de  l'espace,  et  celle  où  l’on  embrasse  les  trois  à la  fois.  » 
( Essais  sur  l'enseignement  en  général,  et  sur  celui  des  Mathématiques 
en  particulier.  ) 

Je  pense,  comme  Lacroix,  qu’il  faut  avoir  égard,  autant  qu’il  est  pos- 
sible, à des  analogies  dont  on  ne  saurait  méconnaître  la  grande  utilité; 
mais  il  ne  faut  pas  en  exagérer  l’importance  et  vouloir  à toute  force 
calquer  les  éléments  de  Géométrie  dans  l’espace  sur  ceux  de  la  Géométrie 
plane. 


NOTE  55. 

SUR  LE  THÉORÈME  DES  TROIS  PERPENDICULAIRES. 

On  a démontré,  dans  le  cinquième  Livre,  ce  théorème  (337)  : 

Si,  par  le  pied  d'une  oblique  à un  plan,  on  mène  dans  ce  plan  nue 
droite  per/sendiculaire  à la  projection  de  l'oblique  sur  le  plan,  cette  droite 
sera  aussi  perpendiculaire  à l'oblique. 

Or,  on  pourrait  placer  cette  proposition  à la  On  du  paragraphe  relatif 
à la  droite  perpendiculaire  au  plan,  et  alors  on  l’énoncerait  et  on  la 
démontrerait  comme  il  suit. 


Théorème. 


Si  du  pied  d'une  droite  K a perpendiculaire  à un  plan  MN  on  abaisse 
une  perpendiculaire  a B sur  une  droite  quelconque  CD  menée  ilans  le  plan, 
la  droite  BA,  qui  joint  te  pied  île  cette  seconde  perpendiculaire  à un  point 
quelconque  de  la  première,  est  aussi  perpendiculaire  à la  droite  menée 
dans  le  plan. 


Pour  le  démontrer,  on  prend  BC  = BD  et  l’on  mène  les  droites  aC,  «D, 
4 AC,  AD.  La  droite  nB  étant  perpendiculaire  sur  le 
milieu  de  CD,  on  a aC  = aD  ; donc  les  obliques  AC, 
AD  sont  égales,  comme  s’écartant  également  du  pied 

de  la  perpendiculaire  ha,  d’où  il  résulte  que  le  tri- 

/ angle  ACD  est  isocèle  et  que  la  droite  AB,  menée  du 
i j sommet  A au  milieu  de  la  base  CD,  est  perpendicu- 
- " laire  sur  cette  base. 


Remarque  1.  — On  voit  que  ce  dernier  énoncé  est  très-long  et  qu'il 
serait  pénible  de  le  répéter  dans  la  démonstration  des  propositions  qui  se 
fondent  sur  celle-ci.  C’est  pour  celle  raison  que  ce  théorème  est  désigné, 
comme  nous  l’avons  déjà  dit  dans  le  texte,  sous  le  nom  de  théorème  des 
trois  per/iendiculaires . 

Remarque  11.  — Du  reste,  si  l’on  suppose  que  l’oblique  AB  soit  per- 
pendiculaire sur  CD  et  qu’on  joigne  le  pied  de  l’oblique  au  pied  de  la  per- 
pendiculaire An,  on  démontrera,  comme  dans  le  texte,  que  la  droite  B« 
est  perpendiculaire  sur  CD. 

Ainsi,  prenons  encore  BC  = BD.  Les  droites  AC,  AD  seront  égales,  et 
par  conséquent  elles  s’écarteront  également  du  pied  de  la  perpendicu- 
laire Aa  ; d'où  il  résulte  que  le  triangle  «CD  est  isocèle  et  que  la  droite  «B, 
menée  du  sommet  « au  milieu  do  la  base  CD,  est  perpendiculaire  sur  cetto 
base. 
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NOTE  56. 

SUR  DEUX  DROITES  ROR  SITUÉES  DANS  LE  Mf.MB  PLAN. 

Théorème  1. 

Étant  données  deux  droites  AB,  CD,  non  situées  dans  le  meme  plan  et 
perpendiculaires  entre  elles  ( 310  ),  on  //eut  mener  par  l’une  de  ces  droites 
un  plan  perpendiculaire  à l’autre. 

D'un  point  C de  la  droite  CD,  abaissons  CE  per- 
pendiculaire sur  AB;  par  les  deux  droites  CD,  CE, 
faisons  passer  un  plan  CDF,  et,  par  le  point  E,  me- 
nons C'D' parallèle  à CD.  Puisque  AB  est  perpendi- 
culaire à CD,  elle  le  sera  aussi  à C'D';  mais  AB  est 
déjà  perpendiculaire  à EC;  donc  le  plan  CDF  est 
per  pendiculaire  à AB. 

Remarque.  — Maintenant,  supposons  que  les  droites  AB  et  CD  ne  soient 
pas  perpendiculaires  entres  elles;  je  dis  que,  par  la  droite  CD,  on  no  peut 
pas  mener  un  plan  CDF  perpendiculaire  à AB. 

Car,  si  AB  était  perpendiculaire  à ce  plan,  elle  serait  perpendiculaire  à 
la  droite  C'D’,  menée  par  le  point  E parallèlement  à CD;  donc  AB  serait 
aussi  perpendiculaire  à CD,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Ainsi,  deux  droites  étant  données , Ut  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  qu'on  puisse  mener  par  l’une  tic  ces  droites  un  plan  p erpendiculaire 
à l'autre  est  que  ces  droites  soient  perpendiculaires  entre  elles. 

Théorème  II. 

Etant  données  deux  droites  AB,  CD,  non  situées  dans  le  même  plan, 
on  peut  mener  par  l’une  de  ces  droites  un  plan  parallèle  h l’autre,  et  l'on 
n’en  //eut  mener  qu'un. 

i j Par  un  point  C de  la  droite  CD,  menons  CE  paral- 

lèle à AB;  le  plan  passant  par  les  droites  CD,  CE 
I sera  parallèle  à AB  (325). 

De  plus,  tout  plan  passant  par  CD  et  parallèle  à 
u AB  doit  contenir  la  droite  CE  ( 328)  ; donc  il  se  con- 
fondra avec  le  plan  CDE. 


Théorème  III. 

Par  un  point  donné  E,  on  peut  mener  tut  plan  parallèle  à la  fois  à 
deux  droites  AB,  CD,  situées  ou  non  situées  dans  le  meme  plan,  et,  en 
général,  on  n'en  peut  mener  qu’un. 

Par  le  point  E menons  EF  par.  Hèle  à AB  et  EU  parallèle  à CD;  le 
plan  EFU  sera  parallèle  à la  fois  aux  deux  droites 
AB,  CD  (323). 

Maintenant,  tout  plan  passant  par  le  point  E et 
parallèle  aux  deux  droites  AB,  CD  doit  contenir 
les  droites  EF,  EG  (328)  ; donc  ce  plan  doit  se  con- 
fondre avec  le  plan  EFU. 
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Remarque.  — Si  les  droites  AB,  CD  étaient  parallèles,  les  deux  droites 
EF,  EG  se  confondraient  en  une  seule  EF,  et  l’on  pourrait  mener  par  EF 
une  infinité  de  plans  parallèles  aux  droites  proposées. 

Problème. 

Par  un  jxiint  donné  E,  mener  une  droite  qui  rencontre  deux  droites 
données  AB,  CD. 

Supposons  d’abord  que  les  deux  droites  données 
ne  soient  pas  dans  le  même  plan. 

Je  mène  deux  plans,  l’un  passant  par  le  point  E 
et  la  droite  AB,  l’autre  par  le  point  E et  la  droite  CD. 
L’intersection  CEB  de  ces  deux  plans  sera  la  droite 
demandée. 

De  plus,  toute  droite  passant  par  le  point  E et  rencontrant  les  droites 
AB,  CD  doit  se  trouver  à la  fois  dans  les  deux  plans  EAB,  ECD;  donc  elle 
se  confondra  avec  CEB.  Donc  CEB  est  la  seule  droite  satisfaisant  à la 
question. 

Si  les  deux  droites  AB,  CD  étaient  dans  un  même  plan  et  que  le  point  E 
fût  hors  de  ce  plan,  il  y aurait  deux  cas  à distinguer  selon  que  les  droites 
se  couperaient  en  un  point  O ou  qu’elles  seraient  parallèles.  Dans  le  pre- 
mier cas,  la  droite  EO  passerait  par  le  point  E et  rencontrerait  AB  et  CD  ; 
dans  le  second,  le  problème  serait  impossible. 

Enfin,  si  les  deux  droites  AB,  CD  et  le  point  E étaient  dans  un  même 
plan,  on  pourrait  mener  par  le  point  une  infinité  do  droites  rencontrant 
les  deux  premières. 


NOTE  57. 

SUR  LA  ROTATION  d’l’N  OU  DE  PLUSIEURS  PLANS  AUTOUR  D’UN  AXE. 


Théorème  1. 


Lorsqu'un  plan  ABCD  tourne  autour  d’une  droite  fixe  xy,  située  dans 
ce  plan,  tous  les  points  du  plan  décrivent  simultanément  des  arcs  qui  sont 
égaux  ou  semblables. 


1°  Soient  les  points  A,  B,  dont  les  distances  Ax,  B.r  à l'axe  xr  sont 
égales,  et  supposons  que  le  plan  ABCD  tour- 
nant autour  de  xy  prenne  la  position  abed. 
Les  points  A,  B décriront  les  arcs  An,  B b, 
qui  seront  égaux;  c.ir  les  angles  au  centre 
Axa , B yb  sont  égaux,  comme  ayant  leurs 
côtés  parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens. 
p c 2“  Soient  les  points  E,  B,  dont  les  dis- 

tances E.r,  Bv  à l’axe  xy  sont  inégales,  et  qui  décrivent  les  arcs  Er,  B b. 
L’arc  E c sera  semblable  à l’arc  A a (288),  et,  par  conséquent,  semblable 
à B b 


Ef"X  , 

\ i V 

R 



\ 

Kya 

b 

/4 — ^ 

Théorème  IL 

lorsque  deux  plans  ABCD,  EFG11  se  coupent  et  qu’on  tes  fait  tourner 
ensemble  autour  de  leur  intersection  xy,  en  supposant  que  l’angle  dièdre 
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formé  pur  ces  plans  reste  invariable,  deux  ftoints  iptclconques,  pris  res- 
pectivement clans  ces  deux  plans , décriront  simultanément  deux  arcs  qui 
seront  égaux  ou  semblables. 


1°  Soient  les  deux  points  A,  E,  situés  dans 
un  plan  perpendiculaire  à xy  et  dont  les  dis- 
tances  Ax,  Ex  à l'axe  sont  égales;  puis  sup- 
posons que,  les  deux  plans  tournant  autour 
do  xy,  le  point  A décrive  l'arc  A a,  et  le  point 
E l'arc  Ee.  L'angle  des  deux  plans  ne  variant 
pas,  on  aura 


donc 

ou 


arcAE  = arc  ae, 

arcAE  — arc  En  = arcae  — arcEn, 
arc  A a = arc  Ee. 


a”  Soit  un  autre  point  F,  pris  sur  la  droite  EF  parallèle  à xy,  et  qui 
décrit  l’arc  F/ pendant  que  A décrit  l'arc  A a,  on  aura 

arc  Au  = arcEe  = arc  Vf. 

3”  Si  l’on  considère  deux  points  K et  F,  dont  les  distances  Kx,  F/  à 
l'axe  xy  sont  quelconques,  l'arc  KX  sera  semblable  à A a et,  par  suite, 
à F/. 

Donc  la  proposition  est  démontrée. 

Remarque.  — Faire  tourner,  autour  d'un  axe,  un  système  quelconque 
de  points  donnés,  c’est  faire  tourner  ensemble  les  plans  qui  passent  par 
l'axe  et  par  chacun  des  points,  en  supposant  que  les  angles  dièdres  formés 
par  ces  plans  restent  invariables.  Donc  tous  ces  points  décriront  simulta- 
nément des  arcs  qui  seront  égaux  ou  semblables. 


NOTE  58. 

REMARQUE  SUR  LA  MESURE  DES  ANGLES  DIÈDRES. 

En  se  fondant  sur  le  premier  théorème  relatif  aux  angles  trièdres  (383), 
on  peut  démontrer  cette  proposition  : 

Un  angle  dièdre  ABCD  ne  peut  pas  être  mesuré  par  un  angle  AED, 
formé  par  deux  droites  EA,  ED  menées  d’un  j/oint  E de  l' arête  dans  les 
deux  Jacês,  si  ces  deux  droites  ne  sont  pas  perpendiculaires  à Furète. 

D’abord,  la  proposition  est  évidente  si  les  droites 
EA,  ED  font  avec  l’arète  EC  des  angles  inégaux;  car, 
en  faisant  diminuer  l'angle  dièdre  jusqu'à  ce  qu'il  de- 
vienne nul,  l’angle  AED  ne  serait  pas  nul. 

Maintenant,  supposons  que  les  angles  CEA,  CED 
soient  égaux;  je  dis  que  l’angle  formé  par  les  droites 
EA,  ED,  obliques  sur  BC,  ne  peut  pas  être  la  mesure 
de  l'angle  dièdre  ABCD. 

En  etlel,  par  le  point  C do  l'arète,  menons  le  plan  CAD  perpendicu- 
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laire  à BC,  qui  coupe  les  droites  EA,  ED  aux  points  A,  D;  du  point  C, 
comme  centre,  décrivons  l’arc  DA,  tirons  le  rayon  CF,  joignons  EF,  et 
enfin  menons  le  plan  BCF.  L’angle  CEF  sera  égal  à chacun  des  deux  angles 
CEA,  CED,  et,  par  conséquent,  si  l'angle  dièdre  total  ABCD  était  mesuré 
par  l’angle  AED,  les  angles  dièdres  partiels  ABCF,  FBCD  auraient  pour 
mesures  les  angles  AEF,  FED,  et  l’on  devrait  avoir 

AED  = AEF  + FED. 

Or,  cela  est  impossible  ; car  les  trois  points  A,  F,  D ne  sont  pas  en  ligne 
droite,  et  par  conséquent  les  droites  EA,  EF,  ED  forment  un  angle  trièdre  ; 
donc  l’angle  plan  AED  est  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres  AEF, 
FED. 


NOTE  59. 

SUR  LES  PLANS  PARALLÈLES. 

TtiÉonÉue  I. 

Par  une  droite  AB  parallèle  à un  plan  SI  N , an  peut  mener  un  plan 
parallèle  au  premier,  et  l’on  n’en  peut  mener  qu'tut. 

a R Dans  le  plan  S1N,  traçons  la  droite  CD  parallèle 

à AB  (348),  et  une  autre  droite  quelconque  CE; 
puis  menons  AF  parallèle  à CE.  Les  deux  angles  BAF, 
— p/  DCE  ont  leurs  côtés  respectivement  parallèles  ; donc 
/ le  plan  ABF  est  parallèle  au  plan  MN  (373). 

— N De  plus,  tout  plan  passant  par  AB  et  parallèle  au 
plan  MN  doit  contenir  la  droite  AF,  qui  est  parallèle  à CE  et,  par  suite 
à MN  (3C8);  donc  ce  plan  doit  se  confondre  avec  le  plan  ABF. 

TllÉonÈME  II. 

Par  lieux  droites  AB,  CD,  non  situées  dans  un  même  plan,  an  peut 
mener  deux  plans  parallèles,  et  l'on  n’en  peut  mener  que  deux. 

D'abord,  si  l'on  mène  AE  parallèle  à CD  et  CF  parallèle  à AB,  les  plans 

a „ ABE,  CDF  seront  parallèles;  donc  la  première  partie 

~ " de  la  proposition  est  démontrée.  • 

g En  second  lieu,  supposons  que  deux  plans  passant 

c„___  pun  par  AB)  paulre  par  Ql)i  soienl  parallèles;  a|ors  |a 

~ droite  AE,  parallèle  à CD,  devra  être  contenue  dans  le 

û plan  qui  passe  par  AB  (368)  ; donc  ce  plan  n’est  autre 

que  le  plan  ABE,  et,  par  suite,  le  second  plan,  qui  passe  par  CD,  se  con- 
fondra axec  le  plan  CDF  (371  ). 

Remarque  J.  — Le  plan  CDF  n’est  autre  que  le  plan  mené  par  CD  pa- 
rallèlement à la  droite  AB;  do  même,  ABE  est  le  plau  qui  passe  par  AB 
et  qui  est  parallèle  à CD. 

Remarque  II.  — Les  plans  parallèles  ABE,  CDF,  qui  passent  respecti- 
vement par  les  droites  AB  et  CD  non  situées  dans  le  même  pian,  sont 
parallèles  à tout  plan  mené  parallèlement  à ces  deux  droites. 
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Si  deux  plan  t parallèles  sont  cou/tés  par  un  troisième , le  s angles  dièdres 
cnrresjxMilants  sont  égaux. 

Soient  les  plans  parallèles  MN,  PQ  coupés  par  le  plan  RS  suivant  les 
parallèles  AB,  CD;  puis,  par  un  |>oint  quelronquc 
de  AB,  B par  exemple,  menons  un  plan  perpendicu- 
laire à AB,  qui  coupera  le  plan  RS  suivant  la  droite 

yt  RD,  et  les  plans  MN,  PQ  suivant  les  parallèles  BN, 

r_ DQ.  Alors  les  angles  plans  RBN,  RDQ  mesure- 

/ \ _ ront  les  deux  angles  dièdres  correspondants  RABN, 

RCDQ  (351  ) ; mais  il  est  facile  de  voir  que  ces  deux 
angles  plans  sont  égaux  (84);  donc  on  a aussi 

RABN  = RCDQ. 

Remarque. La  réciproque  n'est  pas  vraie.  Car  on  peut  tracer  dans 

le  plan  RS  deux  droites  AB,  CD  qui  se  rencontrent,  et  mener  par  ces 
droites  deux  plans  MN,  PQ,  de  manière  que  les  angles  dièdres  RABN, 
RCDQ  soient  égaux,  et  il  est  évident  que  ces  deux  plans  ne  seront  pas 
parallèles. 

Mais,  lorsqu’on  accorde  à la  fois  que  les  angles  dièdres  RABN,  RCDQ 
sont  égaux  ci  que  les  intersections  AB,  CD  sont  parallèles,  on  peut  con- 
clure le  parallélisme  des  plans  MN,  PQ.  Car,  en  supposant  toujours  qu'on 
ait  mené  le  plan  RDQ  perpendiculaire  aux  parallèles  AB,  CD,  l'égalité  des 
angles  dièdres  RABN,  RCDQ  entrainera  l'égalité  des  angles  plans  RBN, 
RDQ,  et,  par  suite,  les  droites  BN,  DQ  seront  parallèles  (81  ). 

Ainsi  les  angles  ABN,  CDQ  ont  leurs  côtés  respectivement  parallèles; 
donc  leurs  plans  MN,  PQ  sont  parallèles. 

Corollaire.  — De  ce  théorème  il  résulte  : 1“  que  les  angles  dièdres  al- 
temes-internes  MABD,  BCDQ  sont  égaux  ; a0  que  les  angles  dièdres  alternes- 
exlcrnes  RABN,  K. DS  sont  égaux,  etc.,  lorsque  les  deux  plans  parallèles 
MN,  PQ  sont  coupés  par  un  troisième  plan  RS. 


NOTE  60. 

SLR  LE  QUADRILATÈRE  GACCHE. 

On  appelle  quadrilatère  gauche  un  système  de  quatre  droites  AB,  BC, 
CD,  DA,  qui  se  coupent  consécutivement  et  qui  ne  sont 
pas  situées  dans  un  mémo  pian.  On  peut  dire  aussi 
qu'un  quadrilatère  gauche  est  une  figure  formée  en 
assemblant  deux  triangles  ABD,  BDC,  qui  ont  un  côté 
commun  et  dont  les  plans  ne  coïncident  pas. 

Les  droites  AC,  BD  sont  les  diagonales  du  quadri- 
latère. 

Théorème  1. 

Tout  plan  parallèle  à deux  côtés  opposés  d’un  quadrilatère  gauche 
divise  tes  deux  autres  côtés  en  parties  proportionnelles. 
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Soient  le  quadrilatère  gaucho  ABCD  et  le  plan  MN,  parallèle  îi  la  fois 
aux  côtés  AD,  BC  [voir  Note  56,  théor.  III),  qui 
coupe  les  deux  autres  côtés  aux  points  E,  F.  I.os 
deux  plans  parallèles  qu'on  peut  mener  respective- 
ment par  les  côtés  AD,  BC  sont  parallèles  au  plan  MN 
(voir  Note  59,  théor.  Il,  rem.  II);  donc  on  peut 
regarder  les  deux  droites  AB,  CD  comme  étant  cou- 
pées par  trois  plans  parallèles,  et  par  conséquent 


t 


— i 

c 


on  a (375) 


AE 

EB 


DF 

FC* 


Théorème  II. 

Toute  droite  EF  qui  divise  proportionnellement  deux  côtés  opposés  AB, 
DC  d'un  quadrilatère  gauche  ABCD  est  située  dans  un  plan  parallèle 
aux  deux  autres  côtés  AD,  BC. 

En  effet,  concevons  qu’on  mène  par  le  point  E un  plan  P parallèle  aux 
o deux  côtés  AD,  BC  ; ce  plan  devra  diviser  DC  en  deux 
parties  proportionnelles  aux  droites  AE  et  EB,  et  par 
conséquent  il  passera  par  le  point  F ; donc  il  contiendra 
/ i la  droite  EF. 

B c Remarque.  — Les  deux  plans  parallèles  qu'on  peut 

mener  par  les  côtés  opposés  BC,  AD  sont  parallèles  au  plan  P (ww'rNote  59, 
théor.  II,  rem.  II),  et,  par  suite,  à EF  ; et  réciproquement,  si  une  droite  EF 
divise  en  parties  proportionnelles  les  côtés  opposés  AB,  DC,  elle  est  située 
dans  un  plan  P parallèle  aux  deux  autres  côtés,  et,  par  conséquent,  les 
plans  parallèles  à EF,  menés  respectivement  par  BC  et  par  AD,  ne  sont 
autres  que  les  plans  parallèles  passant  respectivement  par  BC  et  par  AD 
( voir  Note  56,  théor.  II). 

Cette  réciproque  nous  servira  dans  le  théorème  suivant. 

Théorème  III. 


lorsqu’une  droite  EF  divise  proportionnellement  deux  côtés  opposés  AB, 
DC  d’un  quadrilatère  gauche,  si  l’on  mène  une  seconde  droite  GII  qui 
divise  aussi  les  deux  autres  côtés  en  parties  pro/tortionnelles,  ces  deux 
droites  se  rencontreront. 

Par  le  côté  BC,  faisons  passer  un  plan  MN  parallèle  à AD,  et  par  con- 
séquent parallèle  à EF  ; puis,  par  les  points  A, 
D,  E,  F,  menons  les  droites  A«,  D</,  Ee,  F/, 
parallèles  à GH,  qui  rencontrent  le  plan  MN 
aux  poinls  a,  d.  e,  f. 

Alors  les  plans  ABn,  DCr/  étant  parallèles 
chacun  à GH,  seront  parallèles  entre  eux 
(rem.  du  théor.  II),  et  les  droites  B a,  Cd 
seront  aussi  parallèles,  comme  intersections 
de  deux  plans  parallèles  coupés  par  un  troisième  MN.  Enfin  joignons  le 
point  H aux  points  e et  f. 
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En  vertu  de  l'hypothèse  et  à cause  des  droites  parallèles  à GH,  on  aura 
AE  DF  ne  rlf 

EB  = FC  ~ ëB  ~ Je’ 

d'où  l'on  tire 

ne  -i-eB  _ df  ■+■  fC. 

ëB  JC-’ 

ou 

«B  dC. 

<rB  ~ /C’ 

ou  bien 

oB  cB 

dC  ~ JÏ.' 

d’ailleurs  les  triangles  BHa,  CHe/,  qui  sont  semblables  comme  étant  équi- 
angles,  donnent 

*B  BH. 
dC  ~ CH’ 

donc 

cB  BH 

/C  ~ CH- 

Ainsi,  dans  les  triangles  BHe,  CH/,  les  angles  égaux  cBII,  /CH  sont 
compris  entre  côtés  proportionnels  ; donc  ces  triangles  sont  semblables. 
Donc  l’angle  cHB  = /HC,  et  par  conséquent  cH  et  H/  sont  en  ligne 
droite  (59). 

De  là  il  résulte  que  la  droite  HG,  qui  rencontre  ef  et  qui  est  parallèle 
au  côté  eE  du  parallélogramme  EF fe,  doit  rencontrer  la  droite  EF  en  un 
point  O. 

Remarque.  — A cause  des  triangles  semblables  BHe,  Cil/,  on  a 

eH  BH 
H / _ HC’ 

mais  eH  = EO  et  H/=  OF  ; donc 

JEO  BH 
OF  HC* 

Maintenant,  les  droites  AD  et  EF  étant  parallèles  au  plan  MN,  les  droites 
GH,  AB  sont  divisées  aux  points  O et  E en  parties  proportionnelles  (375)  ; 
donc  on  a 

GO  _ AE 
OH  ~ EB- 


Théorème  IV. 

Si  un  plan  transversal  EFGH  coupe  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère 
gauche  ABCD  considérés  comme  indéfinis,  il  détermine  sur  ces  côtés  huit 
segments  tels,  que  le  produit  de  quatre  segments  non  consécutifs  AE,  BF, 
CG,  DH  est  égal  au  produit  des  quatre  autres  EB,  FC,  GD,  HA. 
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Supposons  d’abord  que  le  plan  EFGH  rencontre  la  diagonale  AC  au 
point  K.  Le  triangle  ABC,  coupé  par  la  trans- 
versale EFK,  donne  (voir  Note  37,  Des  trans- 
versales) 

AE  x DF  x CR  = EB  x FC  x KA  ; 

do  même,  le  triangle  ACD  étant  coupé  par  la 
transversale  11GK,  on  a 

AK  x CG  x OH  = KC  x GD  x HA; 

et,  si  l'on  multiplie  ces  égalités  membre  à membre,  il  vient 

(i)  AE  x BF  x CG  x DH  = EB  x FC  x GD  x HA. 

i i i cr/Mi  .1.1  , .r  AE  CF  CG  AH 

Lorsque  le  plan  EFGH  est  parallèle  a AC,  on  a = pg , ; 

d’où  l’on  tire 

AE  x BF  - EB  x FC, 

CG  x DH^  GD  x HA; 

et,  si  l’on  multiplie  ces  égalités  membre  à membre,  on  obtient  encore 
l égalité  ( i). • 

Remarque  I.  — Réciproquement,  soient  les  quatre  points  E,  F,  G,  H 
pris  sur  les  côtés  du  quadrilatère  ABCD,  et  tels  qu’on  ait  l’égalité  (i);  je 
dis  que  ces  quatre  points  sont  sur  un  même  plan. 

Par  les  trois  points  E,  F,  G,  faisons  passer  un  plan,  et  supposons  qu'il 
coupe  AD,  au  point  IF  par  exemple.  On  aura 

AE  x BF  x CG  x D1F  = EB  x FC  x GD  x H A, 

cl,  si  l’on  divise  l’égalité  donnée  par  celle-ci,  il  vient 

DU  HA  DH  + HA 
DH' “HA  — DH'4-  HA  — ’* 


Donc  DH  = DH',  et,  par  conséquent,  le  plan  EFG  doit  passer  par  le 
point  H. 

Remarque  11.  — Cette  réciproque  comprend,  comme  cas  particulier, 
le  théorème  III.  Car,  dans  ce  théorème,  on  avait, 
AE  DF  . AG  BH 


A S 

i L ; 

» n 

i \ 

/ " 

r 


i .Il  Ull  ,, 

par  hypothèse,  Vu  = et  lTri=  nr  ; d ou  1 


tire 


EB  ~ FC  GD  ~ HC’ 

AE  x CF  = EB  x FD, 

BH  x DG  = HCx  GA; 

et,  par  suite,  on  a 

(a)  AE  x BH  x CF  x DG  = EB  x HC  x FD  x GA. 


Donc,  les  quatre  points  E,  F,  G,  H sont  dans  le  même  plan,  et,  par 
conséquent,  les  droites  EF,  GH  se  couperont  en  un  point  O. 

Remarque  lit.  — Lorsqu'un  plan  EilFG  coupe  les  quatre  côtes  d'un 
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qtuidrilntèrc  gauche  ABCD  et  i/u’il  divise  deux  cités  np/Msés  AB,  DC  en 
parties  proportionnelles , il  divise  aussi  proportionnellement  les  deux  autre! 
cités. 

Car  on  a,  par  hypothèse, 

AE  DF 
EB  ~ FC’ 

d’où  l'on  tire 

13)  AE  x CF  = EB  x FD. 

D'ailleurs  on  a aussi  l'égalité  (i\  et,  en  divisant  celle-ci  par  l'éga- 
lité (3),  il  vient 

BII  x DG  = HC  x GA 
ou 

AG  BH 
GD  ~~  HC* 


NOTE  61. 

REMARQUES  SUR  LES  CAS  D'ÉGALITÉ  DES  ANGLES  TRIÈDRES.  — DE  I A 
POSSIBILITÉ  DR  COUPER  PAR  UN  PLAN  TOUTES  LES  ARÊTES  d’un 
ANGLE  POLÏÈDRE  CONVEXE.  — SUR  LES  PROPOSITIONS  DIVBRSES  DU 
CINQUIÈME  LIVRE. 


Remarques  sur  les  cas  d'égalité  des  angles  trièdres. 

Remarque  /.  — Lorsque  deux  angles  trièdres  ont  une  face  égale  adja- 
cente & deux  angles  dièdres  égaux  chacun  à chacun  (388),  on  peut  con- 
cevoir qu’on  les  superpose  de  manière  que  leurs  deux  faces,  égales  par 
hypothèse,  coïncident  et  que  leurs  troisièmes  arêtes  se  trouvent  d’un 
même  côté  de  la  face  commune;  alors,  selon  que  les  arêtes  de  deux  angles 
dièdres  égaux  coïncident  ou  ne  coïncident  pas,  ces  deux  angles  dièdres 
sont  disposés  de  la  même  manière  ou  inversement  placés  par  rapport  à 
la  face  commune,  et  on  dit  aussi,  avant  la  superposition,  que  ces  deux 
angles  dièdres  sont  disposés  de  la  même  manière  ou  inversement  placés 
par  rapport  aux  deux  faces  égales  des  deux  angles  trièdres. 

Mais,  lorsque  deux  angles  trièdres  SABC,  TDEF  (388)  ont  une  face 
égale  (ASC  = DTF)  adjacente  à deux  angles  dièdres  égaux  chacun  à cha- 
cun (SA  = TD,  SC  = TF),  on  peut,  sans  les  "superposer,  reconnaître  si  les 
deux  angles  dièdres  égaux  sont  disposés  de  la  même  manière  ou  d’une 
manière  inverse  par  rapport  aux  deux  faces  égales.  Pour  cela,  imaginons 
un  premier  observateur  couché  sur  la  face  ASC,  ayant  la  tôle  en  S et  re- 
gardant l'arête  SB,  puis  un  second  observateur  couché  sur  la  face  DTF, 
ayant  la  tète  en  T et  regardant  l'arête  TE;  ces  deux  observateurs  auront 
tous  deux  à leur  droite  les  arêtes  des  angles  dièdres  égaux  SA,  TD,  et  on 
pouna  conclure  que  ces  angles  dièdres  sont  disposés  de  la  même  manière 
|>ar  rapport  aux  faces  égales  ASC,  DTF. 

Du  reste,  au  lieu  de  ces  deux  observateurs,  on  peut  en  imaginer  deux 
Élément).  3o 
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autres,  l'un  couché  sur  l’aréte  SA,  ayant  la  tète  en  S et  regardant  les  arêtes 
SB,  SC,  puis  un  second  couché  sur  l'arète  TD,  ayant  la  tête  en  T et  re- 
gardant les  arêtes  TE,  TF  ; alors  le  premier  de  ces  observateurs  verrait 
successivement  de  droite  à gauche  les  arêtes  SB,  SC,  et  le  second  verrait 
aussi  successivement  de  droite  à gauche  les  arêtes  correspondantes  TE, 
TF,  d’où  l’on  conclurait  que  les  éléments  égaux  des  deux  angles  trièdres 
sont  disposés  de  la  même  manière. 

Il  est  clair  qu’on  peut  faire  des  remarques  analogues  pour  le3  trois 
autres  cas  d’égalité  des  angles  trièdres  (389,  390,  391),  et  qu'on  peut 
aussi  les  étendre  à deux  angles  polyèdres  quelconques  ayant  leurs  angles 
dièdres  successifs  respectivement  égaux  et  compris  entre  des  faces  égales, 
lorsqu’il  s'agit  de  reconnaître  si  ces  angles  polyèdres  sont  égaux  ou  symé- 
triques. 

Remarque  II.  — Do  même  que  du  troisième  cas  d’égalité  des  angles 
trièdres  (390)  on  a déduit  le  quatrième,  en  considérant  les  angles  trièdres 
supplémentaires  des  trièdres  proposés;  de  même,  les  deux  premiers  cas 
d’égalité  (388,  389)  peuvent  so  déduire  l'un  de  l’autre. 

Remarque  III.  — On  |>cut  démontrer  le  troisième  cas  d'égalité  de 
deux  angles  trièdres  des  trois  manières  suivantes. 

Première  manière.  — Elle  consiste  à considérer  deux  cas,  dont  le  pre- 
mier est  très-simple,  et  à ramener  le  second  cas  au  premier. 

Soient  les  angles  trièdres  SABC,  TDEF,  et  supposons  que  les  faces 


ASB,  BSC,  ASC  soient  respectivement  égales  aux  faces  DTE,  ETF,  DTF; 
je  dis  que  ces  deux  angles  trièdres  sont  égaux. 

i*  Supposons  que  les  deux  angles  plans  ASB,  ASC  soient  aigus,  et,  d’un 
point  quelconque  G de  l'arête  SA,  élevons  sur  SA,  dans  les  faces  ASB, 

ASC,  les  perpendiculaires  GH,  GK;  alors  ces  perpendiculaires  rencontre- 
ront les  arêtes  aux  points  H,  K,  et  joignons  HK;  de  même,  après  avoir 
pris  TL  = SG,  si  l'on  élève  sur  TD,  dans  les  faces  DTE,  DTF,  les  per- 
pendiculaires LM,  LN,  ces  droites  rencontreront  les  arêtes  TE,  TF  aux 
points  M,  N,  et  joignons  MN.  Les  quatre  triangles  SGH,  SGK,  SHK,  GÜK 
sont  respectivement  égaui  aux  triangles  TLM,  TLN,  TMN,  LMN;  par 
suite,  l'angle  I1GK  est  égal  à l’angle  MI  A’,  et  de  là  il  résulte  que  les  angles 
dièdres  SA,  TD  sont  égaux,  ainsi  que  les  angles  trièdres  SABC,  TDEF. 

a“  Supposons  que  les  deux  angles  plans  ASB,  ASC  soient  quelconques; 
prenons  les  six  longueurs  égales  SA,  SB,  SC,  TD,  TE,  TF,  et  menons  les 
droites  AB,  BC,  AC,  DE,  EF,  DF.  Les  quatre  triangles  SAB,  SBC,  SAC. 
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ABC  sont  respectivement  égaux  aux  triangles  TDE,  TEF,  TDF,  DEF; 
par  suite,  les  deux  angles  trièdres  ABCS,  DBFT  ont  leurs  faces  égales 
chacune  à chacune,  et,  de  plus,  les  deux  angles  plans  SAB,  SAC  sont 
aigus,  comme  angles  à la  base  do  triangles  isocèles;  donc  encore  les  angles 
dièdres  SA,  TD  sont  égaux,  ainsi  que  les  angles  trièdres  SABC,  TDEF. 

C'est  pour  ne  pas  considérer  doux  cas  que  nous  avons  adopté  la  dé- 
monstration donnée  au  n°  390. 

Seconde  manière.  — Soient  toujours  les  deux  angles  trièdres  ei-dessus 
SABC,  TDEF,  qui  ont  leurs  faces  égales  chacune  à chacune;  je  dis  qu’ils 
sont  égaux. 

Prenons  encore  les  six  longueurs  égales  SA,  SB,  SC,  TD,  TE,  TF,  et 
menons  les  droites  AB,  BC,  AC,  DE,  EF,  DF.  Nous  formerons  ainsi  huit 
triangles  égaux  deux  à deux,  et,  si  l’on  désigne  par  O,  O’  les  centres  des 
cercles  circonscrits  aux  triangles  ABC,  DEF,  les  droites  SO,  TO’  seront 
les  axes  des  circonférences  des  deux  cercles  (322,  323). 

Maintenant,  concevons  qu’on  porte  l’angle  trièdre  T sur  l’angle  trièdrcS, 
de  manière  que  le  triangle  DEF  coïncide  avec  son  égal  ABC.  Le  point  O' 
tombera  sur  le  point  O,  et  la  perpendiculaire  OT  prendra  la  direction 
de  OS;  d’ailleurs,  en  menant  les  droites  OA,  O'D,  on  formera  deux  trian- 
gles rectangles  SOA,  TO’D,  qui  seront  égaux  comme  ayant  l’hypoténuse 
égale  et  un  autre  côté  égal;  donc  O'T  — OS,  et  par  conséquent  le  som- 
met T du  second  angle  trièdre  tombera  sur  le  sommet  S du  premier.  Ainsi, 
les  deux  angles  trièdres  S et  T coïncideront;  donc  ils  sont  égaux. 

S’il  s’agissait  de  démontrer  que  les  angles  trièdres  S et  T'  (voir  la  figure 
du  n°  390)  sont  symétriques,  on  porterait  l’angle  trièdre  T'  sur  le  symé- 
trique de  l’angle  trièdre  S,  après  avoir  fait  des  constructions  analogues 
aux  précédentes. 

Troisième  manière.  — Elle  consiste  à démontrer  d’abord  cette  propo- 
sition analogue  à celle  du  n°  94  : 

Si  deux  faces  ASB,  ASC  d’un  angle  trièdre  sont  respectivement  égales 
à lieux  faces  DTE,  DTF  d’un  autre  angle  trièdre,  et  que  l’angle  dièdre  SA 
compris  entre  les  deux  premières  faces  soit  plus  grand  que  l’angle  dièdre 
DT  compris  entre  les  deux  autres,  la  troisième  face  du  premier  trièdre 
sera  plus  grande  que  la  troisième  face  du  second. 

Soient  toujours  les  six  longueurs  égales  SA,  SB,  SC,  TD,  TE,  TF,  et 


s T 


menons  les  droites  AB,  BC,  AC,  DE,  EF,  DF  ; de  plus,  prenons  AG  = DL 
et  soient  IIGK,  MLN  les  angles  plans  qui  mesurent  les  angles  dièdres  SA , 

3o. 


Digitized  by  Google 


468  NOTES  SUR  LE  LIVRE  V.  — NOTE  Cl. 

TD.  Les  quatre  triangles  SAB,  SAC,  GAH,  GAK  seront  respectivement 
égaux  aux  triangles  TDE,  TDF,  LDM,  LDN;  par  suite,  dans  les  triangles 
GHK,  LMN,  les  côtés  GH,  GK  sont  égaux  aux  côtés  LM,  LN  chacun  à 
chacun,  et  comme,  par  hypothèse,  l’angle  HGK  est  plus  grand  que  MLN, 
il  s'ensuit  que  le  côté  HK  est  plus  grand  que  le  côté  MN.  Alors,  en  com- 
parant successivement  les  triangles  AHK  et  DMN,  ABC  et  DEF,  SBC  et 
T£F,  on  verra  facilement  qu’on  a 

angle  HAK  > angle  MDN,  BC  > EF,  angle  BSC  > angle  ETF, 

et  par  conséquent  la  proposition  est  démontrée. 

De  là,  en  raisonnant  comme  au  n°  95,  on  déduira  le  troisième  cas  d’é- 
galité des  angles  trièdres. 

De  la  possibilité  de  cou/>er  par  un  plan  toutes  les  arêtes 
d'an  angle  polyèdre  convexe. 

Pour  légitimer  la  construction  faite  au  n°  395,  nous  allons  démontrer 
cette  proposition  : 

Étant  donné  un  angle  polyèdre  convexe  SABCDE,  on  /seul  le  couper 
par  un  plan  qui  rencontre  toutes  les  arêtes. 

En  effet,  dans  le  plan  de  la  face  ESD,  menons  par  le  point  S une  droite 
quelconque  MP  en  dehors  de  l’angle  ESD,  et 
soit  MN  un  plan  qui  coïncide  avec  celui  de 
la  Tacc  ESD. 

Toutes  les  arêtes  autres  que  SE,  SD  sont 
situées  d’un  même  côté  du  plan  MN,  et,  si 
l’on  fait  tourner  ce  plan  autour  de  la  droite 
MP,  il  passera  successivement  par  chacune 
des  arêtes  SA,  SB,  SC,  et,  après  avoir  dépassé 
la  dernière  et  avant  de  se  confondre  de  nou- 
veau avec  le  plan  SED,  il  prendra  une  position  telle  que  MN'.  Alors  toutes 
les  arêtes  coupent  le  plan  MN'  au  point  S,  et  elles  sont  toutes  situées 
d’un  même  côté  de  ce  plan;  donc,  si  par  un  point  quelconque  A,  par 
exemple,  de  l’arête  SA,  on  mène  un  plan  ABCDE  parallèle  à MN',  ce  plan 
coupera  toutes  les  arêtes  (3C9). 

D’ailleurs,  le  polygone  ABCDE  sera  convexe.  Car  le  plan  de  la  face  ESD, 
par  exemple,  laissant  d’un  même  côté  toutes  les  autres  faces  do  l’angle 
polyèdre,  il  est  clair  que  la  droite  indélinie  EF  laissera  aussi  d’un  même 
côté  tous  les  côtés  du  polygone. 

Sur  les  pro/xtsitions  diverses  du  cinquième  Livre. 

A ces  propositions,  nous  pourrions  en  ajouter  beaucoup  d’autres  plus 
ou  moins  analogues  à des  propositions  déjà  vues  dans  la  Géométrie  plane, 
mais  nous  nous  bornerons  à démontrer  celle-ci,  qui  servira  dans  les  Notes 
relatives  au  sixième  Livre  [voir  No to  68). 

Théorème. 

Si,  des  trois  sommets  d'un  triangle  ABC  et  du  point  d'intersection  O 
de  scs  médianes,  on  abaisse  des  perpendiculaires  A a,  B b,  Ce,  Oo  sur  un 
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plan  MN  extérieur  nu  triangle,  ta  < /uatrième  perpendiculaire  sera  une 
moyenne  arithmétique  entre  les  trois  autres. 

Des  points  D,  E,  milieux  des  droites 
BC,  OA,  on  abaisse  Dr/,  Ec  perpendicu- 
laires sur  le  plan  MN  ; alors  la  démonslra 
lion  est  identique  à celle  qui  a été  don- 
née dans  la  Note  10. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  on  peut 
aussi  se  fonder  sur  la  Note  US. 

Remarque.  — Si  le  plan  ABC  était  per- 
pendiculaire au  plan  MN,on  retomberait 
sur  une  proposition  de  la  Géométrie  plane  (voir  Notes  10,  28  et  3S). 
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NOTE  62. 

. SUR  l'égalité  de  deux  trismes  quelconques. 

Théorème. 

Deux  prismes  quelconques  ABCDEL,  A'B'C'D'E'L'  sont  égaux,  lorsqu'ils 
ont  un  angle  trièdre  compris  entre  trois  faces  égales  chacune  h chacune 
et  disposées  de  la  même  manière. 

Soient  la  base  ABCDE  égale  à la  base  A'B'C'D’E'eties  deux  parallélo- 


grammes AG,  AL  respectivement  égaux  aux  parallélogrammes  A'G',  A'L', 
et  supposons  en  outre  que  les  faces  qui  comprennent  l'angle  trièdre  A, 
et  celles  qui  comprennent  l’angle  trièdre  A’,  soient  assemblées  do  telle 
sorte  que  les  angles  plans  des  angles  trièdres  A et  A’  soient  égaux  chacun 
à chacun  et  disposés  de  la  même  manière  ; je  dis  que  les  deux  prismes 
sont  égaux. 

En  effet,  les  angles  trièdres  A,  A’  sont  égaux  (390),  et,  si  l'on  porte  le 
second  prisme  sur  le  premier,  de  manière  que  l'angle  trièdre  A’  coïncide 
avec  son  égal  A,  la  base  A'B’C’D'E'  se  confondra  avec  la  base  ABCDE,  et 
il  en  sera  de  même  des  parallélogrammes  A’G’,  AG  et  des  parallélogrammes 
A'L’,  AL;  donc  les  points  G',  F',  L'  tomberont  sur  les  points  G,  F,  L,  et 
par  conséquent  la  base  supérieure  du  second  prisme  coïncidera  avec  la 
base  supérieure  du  premier.  Donc  les  deux  prismes  sont  égaux. 

Remarque.  — Si  les  angles  trièdres  A,  A'  de  deux  prismes  obliques 
AH,  A’  H"  sont  compris  sous  trois  faces  égales  chacune  à chacune,  mais 
disposées  de  manière  que  l'angle  plan  FAB  = F’A’B'  et  que  l’angle 
FAE  = F'A’E',  on  no  peut  plus  faire  coïncider  les  deux  prismes,  ni  "en 
superposant  leurs  bases  inférieures,  ni  en  superposant  la  base  supérieure 
du  second  sur  la  base  inférieure  du  premier.  On  peut  retourner  le  prisme 
A"H',  lo  porter  sur  le  premier  et  faire  coïncider  la  base  F'G'IP K’L" 
avec  la  base  ABCDE;  mais  alors,  si  le  prisme  A" H”  devait  coïncider  avec 
le  prisme  AH,  l'angle  plan  A'F'G*  devrait  se  confondre  avec  l'angle  FAB, 
ce  qui  est  impossible,  car  ces  angles  sont  seulement  supplémentaires. 

Ils  no  sont  égaux  que  dans  le  cas  où  les  deux  prismes  sont  droits. 
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NOTE  63. 

SUR  LES  DIAGONALES  ET  LES  ARÊTES  d'i  N PARALLÉLIPIPÈDE. 
SUR  LE  TÉTRAÈDRE. 


Théorème  I. 

Les  quatre  diagonales  d'un  paralièlipipède  AG  sç  coupent  mutuelle- 
ment en  parties  égales. 

Car  les  deux  arêtes  BF,  DH  sont  égales  et  parallèles  ; donc  les  diago- 
nales BH,  DF  ne  sont  autres  que  celles  du  parallé- 
logramme BDHF,  et  par  conséquent  elles  se  cou- 
pent en  parties  égales.  On  verrait  de  même,  en 
considérant  les  parallélogrammes  Bf.HE,  ABGH,  que 
les  diagonales  CE,  AG  passent  par  le  milieu  O de 
la  diagonale  BH;  donc  les  quatre  diagonales  se 
coupent  mutuellement  en  parties  égales. 

Remarque.  — On  démontrerait  facilement  que 
le  point  O est  le  milieu  de  toute  droit©  passant  par  ce  point  et  terminée 
de  part  et  d’autre  à la  surface  du  paralièlipipède,  c’est-à-dire  que  le  pa- 
rallélipipède  a pour  centre  le  point  d’intersection  de  ses  diagonales. 


Théorème  H. 


Dans  tout  paralièlipipède,  la  somme  des  carrés  des  quatre  diagonales 
est  égale  à la  somme  des  carrés  des  douze  arêtes.  ( V i ir  la  fig.  ci-dessus.  ) 

Car,  en  menant  les  plans  ACGE,  BDHF,  on  détermine  deux  parallélo- 
grammes dans  lesquels  la  somme  des  carrés  des  diagonales  est  égale  à 
celle  des  carrés  des  quatre  côtés;  donc  on  a (253) 


et 


AG1 4-  CE5  = aAC"  4-  aAE1 
BH:  4- DF*  = a BD*  4-  aBK*. 


Ajoutant  ces  égalités  membre  à membre  et  remarquant  que 

AC  4- BD  = a AB  4-  a AD  , 
et  que  AE  = BF,  il  vient 


AG  4- BH  4- CE  -f-DF  — 4 AB  4-  4 AD  4-  4AE  . 

Corollaire  I.  — Si  le  paralièlipipède  est  rectangle,  les  sections  ACGE, 
BDHF  sont  des  rectangles  égaux:  donc  les  quatre  diagonales  sont  égale- 
(108),  et  l’on  a 

ÂGJ  = Ab’4-ÂD34-ÂË\ 


Donc,  dans  un  paralièlipipède  rectangle,  le  carré  de  l'une  des  dingo- 
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unies  est  égal  à la  somme  des  cnrrés  tles  trois  arêtes  issues  d’un  mente 
sommet. 

Il  est,  du  reste,  très-facile  de  démontrer  directement  celle  égalité. 

Corollaire  II.  — Le  carré  de  In  diagonale  d’un  cube  est  le  triple  du 
carré  de  son  côté. 


TnÉORKME  111. 


Les  droites  qui  joignent  les  sommets  d'un  tétraèdre  ABCD  aux  centres 
de  gravité  des  faces  opposées  se  coupent  en  un  même  point. 

Soient  E le  milieu  de  BC  et  AF,  DG  les  droites  menées  aux  centres  de 
gravité  F,  G des  faces  BCD,  ABC  (voir  Note  10). 
D’abord  ces  droites  sont  toutes  deux  situées  dans 
le  plan  AED,  et  par  conséquent  elles  se  couperont 
en  un  point  0. 

Ensuite  la  droite  GF,  divisant  les  médianes  DE. 
AE  en  parties  proportionnelles  (121),  est  parallèle 
à AD  (221),  et,  par  suite,  les  triangles  OGF,  OAD 
sont  semblables,  ainsi  que  les  triangles  EGF,  EAD; 
donc  on  a 


OF  GF  EG  ii 
OA  - AD  “ EA  ~ 3’ 


donc  OF  est  le  tiers  de  OA  ou  le  quart  de  AF.  On  .verrait  de  même  que 
les  autres  droites  menées  des  sommets  B et  C aux  centres  de  gravité  des 
faces  opposées  couperaient  AF  aux  trois  quarts  de  cette  droite  à partir  du 
sommet  A,  ou  au  quart  à partir  de  la  face  BCD;  donc  la  proposition  est 
démontrée. 


Théorème  IV. 

Si,  des  quatre  sommets  d’un  tétraèdre  ABCD  et  du  point  d’intersection  O 
des  droites  qui  joignent  les  sommets  aux  centres  de  gravité  des  faces  op- 
posées, on  abaisse  des  perpendiculaires  ka,  B 4,  Ce,  Dr/,  Oosur  un  plan  MN 
extérieur  au  tétraèdre,  la  cinquième  perpendictdairc  Oo  sera  une  moyenne 
arithmétique  entre  les  quatre  autres. 

Du  point  F,  centre  des  moyennes  distances  du  triangle  BCD,  abaissons 

aussi  sur  MN  la  perpendiculaire  F f. 
Dans  le  trapèze  AF/a,  la  droite  AO  est 
à la  droite  OF  comme  3 est  à i ; donc 
(voir  Notes  33  et  61  ) 

~ A a -4-  3 F f 

4 “ 

Aa  + Bé  -t-Cc-f-  I),/ 

• 4 

Définition.  — Le  point  O est  le 
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centre  des  moyennes  distances  du  tétraèdre  ABC.I).  (On  voit,  en  Mécanique, 
que  ce  point  est  aussi  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre.  ) 

Théorème  V. 

Si  an  tétraèdre  ABCD  a un  angle  trièdre  trirectangle  A (387),  le 
carré  de  la  face  opjsosée  à cet  angle  est  égal  à la  somme  des  carres  des 
trois  autres  Jaces. 

Abaissons  AE  perpendiculaire  sur  BC  et  menons  la  droite  DE.  En  vertu 
du  théorème  des  trois  perpendiculaires  (339), 
le  plan  DAE  sera  perpendiculaire  à BC,  et,  par 
suite,  à la  face  BCD  (356);  donc,  en  abaissant 
AF  perpendiculaire  à DE,  ia  droite  AF  sera  aussi 
perpendiculaire  à la  face  BCD  (358). 

Maintenant,  si  l'on  joint  le  point  F aux  som- 
mets B et  C,  les  t/ois  triangles  DBC,  FBC,  ABC 
ayant  la  même  base  BC,  sont  entre  eux  comme 
leurs  hauteurs  ; donc 

DBC  DE 
ABC  “ AE’ 

FBC  _ FF. 

ABC  " AE- 

Multipliant  ces  égalités  membre  à membre,  on  a 
DBC  x_FBC  DR  x FF. . 

ABCJ  Ai- 

mais, dans  le  triangle  ADE,  rectangle  en  A,  DE  x FE  = AE  (230)  ; donc 
DBCx  FBC  = ÀBC\ 

On  aurait  de  même 

DBCxFCD^ÂCd’, 

DBC  x FDB  = ADB\ 

Ajoutant  ces  trois  égalités,  il  vient 

DBC'  = ABC5  -+-  ÂCD5  + ÂDB1 , 
ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Remarque.  — On  voit  que  chacune  des  faces  qui  comprennent  l’angle 
trièilre  trirectangle  est  moyenne  proportionnelle  entre  la  face  opposée  à 
cet  angle  et  sa  projection  sur  cette  même  face. 

Observation.  — On  pourrait  ainsi  rattacher  au  Chapitre  I du  sixième  Livre 
plusieurs  autres  propriétés  des  tétraèdres  qui  ont  plus  ou  moins  d'analogie 
avec  celles  des  triangles  et  y joindre  quelques  théorèmes  sur  les  polyèdres  en 
général;  mais  nous  nous  bornerons  aux  propositions  qui  précèdent. 
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NOTE  64. 

STR  LE  MÈTRE  CUBE;  APPLICATIONS. 

L’unité  do  longueur  adoptée  en  France  étant  le  métiie  (108),  l'unité 
de  volume  est  le  mètre  cube  ou  le  cube  qui  a pour  côté  un  mètre. 

Le  mètre  cube  vaut  10  x 10  x 10  décimètres  cubes  ; ainsi 

i“*  = IOOOd'. 

De  même,  le  décimètre  cube  vaut  1000  centimètres  cubes  et  le  centi- 
mètre cube  vaut  1000  millimètres  cubes.  Donc,  un  mètre  cube  vaut  un 
million  de  centimètres  cubes  et  un  billion  de  millimètres  cubes. 

Un  volume  étant  évalué  en  mètres  cubes  et  parties  décimales  de  mètre 
cubo,  on  l'exprime  facilement  en  mètres  cubes,  décimètres  cubes,  etc., 
et  réciproquement.  Par  exemple, 

463"',  528917  = 463"'5/8d'gi7". 

On  a aussi 

463"', 528917  = 463528ll',9i7  = 463528917". 

Problème  I. 

Quel  est  le  volume  il' air  contenu  (lu ns  une  salle  dont  la  forme  est  celle 
il’un  i>arallélii>ipèile  rectangle  et  qui  a 8", 34  de  longueur  sur  6", 26  de 
largeur  et  4", 57  de  hauteur? 

Son  volume  est  de  (8,34  x 6,26  x 4 ,57)"'  ou  238"', 592388. 

Problème  II. 

Evaluer  en  stères  une  pile  de  bois  qui  a 8", 7 de  longueur,  6", 4 de  lar- 
geur et  10  mètres  de  hauteur. 

Cette  pile  contient  (8,7  x 6,4  x 10)“  ou  55C",8. 

Problème  III. 

Trouver  le  nombre  d’hectolitres  d’eau  que  contient  un  bassin  de  forme 
cubique  ayant  / mur  côté  2", 6. 

Il  contient  (2,6J)"'  ou  17"', 576;  et,  par  conséquent,  17576  litres  ou 

>75““, 76. 


Problème  IV. 

Trouver  le  côté  d’un  cube  équivalent  à un  parallclipipèdc  rectangle, 
qui  a 6", 9 de  longueur,  3", 7 de  largeur  et  i",4  de  luiutcur. 

En  désignant  par  x le  côté  du  cube,  on  doit  avoir 
x1  = 6,9  x 3,7  x 1,4  = 35,742; 

donc 

x = V 55,742  = 3",2  à 1 décimètre  près. 
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Problème  V. 

Trouver  la  mesure  (l’un  parallêlipipède  oblique  AG,  dont  la  base  a 
pour  dimensions  AB  = im,3,  KL  = o^gl),  et  dont  la  hauteur  GO  — a", 6. 

Sa  mesure  est  (i,3  x 0,96  x a, 6)™  ou  3",',a448  ou  bien  3m'a44'1,8oor'. 

Remarque  I.  — Pour  mesurer  un  parallélipi- 
pède  oblique  AG,  il  faut  connaître  ses  trois  di- 
mensions. L’évaluation  des  dimensions  de  la  base 
ABCD  ne  présente  pas  de  difficulté;  il  reste  donc 
à indiquer  comment  on  peut  mesurer  la  hau- 
teur GO. 

Supposons  d’abord  que  la  base  ABCD  soit 
placée  sur  un  plan  horizontal  (ce  qui  se  recon- 
naît au  moyen  du  niveau);  alors,  d’un  sommet 
G convenablement  choisi,  on  suspend  un  fil  à plomb,  dont  l’extrémité  in- 
férieure O aboutit  au  plan  de  la  base,  et  l’on  mesure  la  longueur  du  fil  GO. 

Lorsque  le  plan  de  la  base  n’ost  pas  horizontal,  on  peut  (avec  un  fil, 
une  règle  ou  une  tringle)  déterminer  sur  le  plan  de  la  base  prolongée 
trois  points  M,  N,  P également  distants  du  sommet  G,  par  exemple,  et 
la  distance  du  point  G au  centre  O do  la  circonférence  qui  passe  par  les 
trois  points  est  la  hauteur  cherchée  (322). 

Enfin,  si  l’on  voulait  mesurer  la  hauteur  Ee,  dont  le  pied  E tombe  sur 
la  base,  cela  reviendrait  à trouver  la  hauteur  d’une  pyramide  triangu- 
laire EABD  dont  on  connaît  les  arêtes,  et  voici  comment  on  peut  procéder. 

Soit  le  tétraèdre  ABCD  dont  il  faut  mesurer  la  hauteur  A a. 

Du  point  a abaissons  sur  les  côtés  BC,  CD  les  perpendiculaires  «E, 

ci  F,  et  joignons  AE,  AF.  Les  obli- 
ques AE,  AF  seront  aussi  perpen- 
diculaires aux  côtés  BC,  CD  (337)  ; 
donc,  si  l’on  fait  tourner  les  trian 
gles  BCA,  CDA  autour  do  BC  et  de 
CD  jusqu’à  ce  qu’ils  s’appliquent 
sur  le  plan  BCD,  les  droites  EA,  FA 
tomberont  respectivement  sur  les 
prolongements  de  <iE  et  do  «F  en 
EA,  et  FA„  et  les  triangles  BCA, 
CDA  seront  égaux  aux  triangles 
BCA, , CDA,. 

De  même,  si  l’on  fait  tourner  le  triangle  rectangle  nFA  autour  do  «F 
jusqu'à  ce  qu’il  se  rabatte  sur  le  plan  BCD,  on  obtiendra  le  triangle  nFA,. 

Cela  posé,  le  tétraèdre  ABCD  étant  donné,  il  est  facilo  do  construire 
sur  un  plan  la  figure  BCDA,A,«A,.  Pour  cela,  on  construira  d’abord  les 
triangles  BCD,  BCA,,  CDA,,  puis  on  abaissera  sur  les  côtés  BC,  CD  les 
perpendiculaires  A,  E,  A, F qui  se  renconireront  en  a,  et  enfin  on  con- 
struira le  triangle  rectangle  nFA,  dont  on  connaît  le  côté  nF  et  l’hypo- 
ténuse FA,  qui  est  égale  à FA,.  Alors  la  droite  a A,  sera  la  hauteur  cher- 
chée. 


A 
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Remarque  11.  — La  hauteur  d'un  prisme  quelconque  se  déterminerait 
comme  celle  d’un  parallôlipipède. 


NOTE  65. 


SUR  LA  DIFFÉRENCE  DES  CUBES  FAITS  SUR  DEUX  DROITES. 

Théorème. 

La  différence  des  cubes  faits  sur  deux  droites  AB,  CD  est  équivalente 
à la  somme  de  trois  parallclipipèdes  qui  ont  / x>ur  hauteur  commune  ta 
différence  des  deux  droites,  cl  qui  ont  respectivement  pour  bases  te  carré 
fait  sur  la  première  droite,  le  rectangle  fait  sur  tes  deux  droites  et  le 
carré  fait  sur  la  seconde  droite. 

Sur  la  droite  AB  je  construis  le  cube  AC  et  sur  la  droite  CD  je  construis 
le  cube  CE,  de  manière  que  ces  deux  cubes  aient 
l'angle  trièdre  C commun  ; je  prolonge  les  faces 
EF,  DE  du  second  cube,  ce  qui  détermine  dans 
le  premier  la  section  FG,  et  dans  le  parallélipi- 
péde  GC  la  section  DH. 

Alors  on  voit  que  la  différence  des  cubes  AC, 
CE  n'est  autre  que  la  somme  des  trois  paralléli- 
pipèdes  AF,  DG,  EK;  or,  le  premier  AF  a j*jur 
hauteur  la  différence  AG  des  deux  droites  pro- 
posées, et  pour  base  le  carré  fait  sur  AB,  le  se- 
cond DG  a pour  hauteur  GH  = AG  cl  pour  base  le  rectangle  DH  dont  les 
dimensions  sont  égales  aux  droites  AB,  CD,  et  le  troisième  EK  a pour 
hauteur  EH  = AG,  et  pour  base  le  carré  fait  sur  DC.  Donc  le  théorème 
est  démontré. 

Remarque.  — En  désignant  les  mesures  des  deux  droites  AB,  CD  par 
a,  6,  on  aura 

cè  — lè  = a’  [a  — b)  + ab  [a  — b)  + b'  [a  — b) 

= («  — b\  (a1  -( - ab  b ’). 


D C 


NOTE  66. 

SUR  LA  PYRAMIDE  QUI  A POUR  BASE  UN  PARALLÉLOGRAMME. 

Dans  le  texte  on  a démontré  d’abord  que  deux  pyramides  triangulaires 
sont  équivalentes,  lorsqu'elles  ont  des  bases  équivalentes  et  des  hauteurs 
égales  (129),  d’où  l'on  a conclu  que  le  plan  mené  par  choix  arêtes  opposées 
d'une  pyramide  ayant  /mur  base  un  parallélogramme  divise  cette  pyra- 
mide en  deux  pyramides  triangulaires  équivalentes  (A30). 

Mais  on  peut  démontrer  directement  ce  corollaire,  qui  devient  alors 
un  théorème. 
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' / / 

Soit  la  pjramidc  SABCD,  dont  la  base  ABCD  est  un  parallélogramme, 

et  par  les  arêtes  opposées  SD,  SB,  me- 
nons un  plan  ; je  dis  que  les  pyramides 
SABD,  SBCD  sont  équivalentes. 

Divisons  l'aréte  SD  en  quatre  parties 
égales,  par  exemple,  et  par  les  points 
de  division  menons  des  plans  paral- 
lèles à la  base  ABCD  qui  déterminent 
les  sections  EFGH,  KLM  N,  UPQR.  Ces 
sections  seront  des  parallélogrammes  ; 
cac  les  droites  EK,  HG  sont  parallèles 
comme  étant  respectivement  parallèles 
aux  côtés  AB,  DC  (308),  et  de  même 
EU  est  parallèle  à KG,  etc.  ; donc  le  plan  SBD  divise  chacune  de  ces  sec- 
tions en  deux  triangles  égaux. 

Cela  posé,  dans  la  pyramide  triangulaire  SABD,  construisons  le  prisme 
EFHD  qui  a pour  base  EFH  et  pour  arête  HD,  ainsi  que  les  prismes 
KLNH,  OPRN,  et  construisons  de  même  dans  la  pyramide  SBCD  les 
prismes  FGHD,  LMNH,  PQRN.  Alors  les  deux  prismes  EFHD,  FGHD  sont 
équivalents  comme  ayant  des  bases  et  des  hauteurs  égales  ; de  même,  les 
prismes  KLNH,  OPRN  sont  équivalents  aux  prismes  LMNH,  PQRN  chacun 
à chacun;  donc,  en  désignant  par  * la  somme  des  prismes  intérieurs  à 
la  pyramide  SABD,  et  par  s'  celle  des  prismes  intérieurs  à la  pyramide 
SBCD,  on  a 

s — s'. 

Maintenant,  supposons  que  le  nombre  des  parties  égales  de  SD  augmente 
indéfiniment  et  que  l’on  répète  les  constructions  précédentes;  en  repré- 
sentant toujours  par  s et  s'  les  deux  sommes  de  prismes,  on  aura  con- 
stamment 

S=f\ 

et,  si  l'on  remplace  dans  cette  égalité  les  quantités  variables  s,  s'  par 
leurs  limites  (428),  il  s'ensuit  que  les  deux  pyramides  SABD,  SBCD  sont 
équivalentes. 

Remarque.  — Au  moyen  de  ce  théorème  on  peut  démontrer  que  toute 
pyramide  a / mur  mesure  le  tiers  du  produit  de  sa  base  />ar  sa  hau- 
teur ( 431  ),  et  en  conclure  que  deux  pyramides  triangulaires  sont  équiva- 
lentes, lorsqu'elles  ont  des  bases  équivalentes  et  même  hauteur. 


Observation.  — Après  avoir  simplifié  notablement,  ce  me  semble,  la  manièie 
(l’arriver  aux  mesures  des  parallclipipèdcs  et  des  prismes,  je  me  suis  demande 
pendant  longtemps  s’il  ne  serait  pas  possible  de  simplifier  aussi  le  passage  de 
ces  mesures  à celle  de  la  pyramide,  et  j’ai  cru  avoir  levé  la  difficulté  lorsque 
je  suis  parvenu  à démontrer  ce  théorème  ; car  il  permet  de  se  passer  des 
théorèmes  établis  aux  n”*  414  et  415,  et  c’était  précisément  ce  que  je  cher- 
chais. Mais,  après  réflexions,  et  surtout  à cause  de  la  difficulté  de  construire 
la  figure  ci-dessus,  je  me  suis  décide  à adopter  dans  le  texte  la  méthode  or- 
dinaire et  à indiquer  seulement  dans  une  Note  la  nouvelle  méthode  que  j’au- 
rais pu  suivre. 
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NOTE  67. 

/ 

SUR  LA.  MESl’KE  DU  TRONC  DE  PYRA3SIDE. 

On  peut  obtenir  cette  mesure  en  regardant  un  tronc  de  pyramide 
comme  la  différence  de  deux  pyramides. 

Soit  le  tronc  de  pyramide  ABC  abc-,  désignons  les  bases  ABC,  abc  par 
M‘,  m’,  les  hauteurs  SO,  So  des  pyramides 
SABC,  S abc  par  H,  h , et  la  hauteur  du  tronc  par 
h'.  On  aura 


(>) 


ABC  abc  = SABC  - S abc 


Maintenant,  les  bases  ABC,  abc  étant  sembla- 
bles ainsi  que  les  faces  SAB,  S ah,  et  le  plante  divisant  les  arêtes  et  la 
hauteur  de  la  pyramide  SABC  en  parties  proportionnelles  (-414),  on  a 


m‘ 


AB 


SA 


H» 


donc 

et,  par  suite, 
d'où  l'on  tire 


M 
H = 

H = 


m 

~T  = 
M h' 


=r  — —T  — X!> 
ub  Sa 

M H 

M — m M — m 


H — b ~ 
et  h — 


h' 

mW 
M — « 


Portant  les  valeurs  de  H et  de  A dans  l'égalité 
volume  du  tronc  par  V,  il  vient 


),  et  représentant  le 


ou  ( voir  Note  65) 


Y = i //'  x -rr—— - 

J M — m 


V = ^ A'jM'  + Mr/H-m’). 


Donc,  te  tronc  de  pyramide  a /mur  mesure  le  tiers  de  sa  hauteur  mul- 
tiplié par  la  somme  de  ses  bases  et  d’une  moyenne  proportionnelle  entre 
ces  deux  bases. 

Remnn/ue  J.  — La  démonstration  précédente  s'applique  à un  tronc  de 
pyramide  quelconque. 


Reman/ue  II.  — La  formule  ci-dessus  donne 

V = ~ M’A'  -f-  i rn~  W + i M mW, 
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et,  comme  ~\\mh‘  est  une  moyenne  géométrique  entre  ^ M3A'  et  i ru* h', 

il  s’ensuit  qu'nn  tronc  (le  pyramide  quelconque  est  équivalent  à la  sununc 
de  trois  pyramides  dont  les  deux  premières  ont  /mur  hauteur  commune 
celle  du  tronc  cl  pour  bases,  l’une  la  base  inférieure  du  tronc , l’autre  sa 
base  supérieure , et  dont  ta  troisième  est  moyenne  pro/sortionnellc  entre 
les  deux  autres. 

De  plus,  Mot  étant  une  moyenne  géométrique  entre  M3  et  ot3,  il  en  ré- 
sulte qu'««  tronc  de  pyramide  quelconque  est  équivalent  à ta  somme  de 
trois  pyramides  qui  ont  chacune  /mur  hauteur  celle  du  livnc,  et  qui  ont 
respectivement  pour  bases,  la  base  inférieure  du  tronc,  la  base  su/scrieurc 
et  une  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux  bases. 

Cette  dernière  proposition  peut  se  démontrer  directement  pour  le  tronc 
de  pyramide  triangulaire  : 

Soit  le  tronc  de  pyramide  ABCDEP,  et  menons  les  plans  EAC,  EDC. 

Les  deux  pyramides  EABC,  CDEF  ont  déjà  pour 
hauteur  celle  du  tronc  et  pour  bases  respectives  les 
triangles  ABC,  DEF. 

Maintenant,  si  l'on  mène  EG  parallèle  à DA,  qui 
rencontre  AB  en  G,  la  troisième  pyramide  EDAC  et 
la  pyramide  GDAC  sont  équivalentes  comme  ayant 
même  base  DAC  et  des  hauteurs  égales  (429).  Mais 
la  pyramide  GACD  peut  être  regardée  comme  ayant 
pour  sommet  le  point  D et  pour  base  AGÇ;  alors 
elle  a pour  hauteur  celle  du  tronc,  et  il  reste  à faire  voir  que  la  base  AGC 
est  moyenne  proportionnelle  entre  ABC  et  DEF. 

Or,  les  triangles  ABC,  AGC  ont  un  angle  égal  BAC;  donc  ils  sont  entre 
eux  comme  les  produits  des  côtés  qui  comprennent  cet  angle  (190),  et, 
si  l’on  remarque  en  outre  qu’ils  ont  le  côté  AC  commun,  que  AG  = DE, 
on  aura 

ABC  AB 
AGC  - DE’ 

de  même,  les  angles  GAC,  EDF  sont  égaux  comme  ayant  leurs  côtés  pa- 
rallèles et  dirigés  dans  le  même  sens  (309);  donc 

AGC  AG  x AC  AC 
DËf  ~ DE  x DF  ~ DF’ 

D'ailleurs,  les  triangles  semblables  ABC,  DEF  donnent 

AB  AC. 

DE  - DF’ 

donc 

ABC  AGC 
AGC  “ DEF" 

Remarque  III.  — On  peut  passer  de  la  mesure  du  tronc  de  pyramide 
triangulaire  à celle  du  tronc  de  pyramide  quelconque  de  la  manière 
suivante  : 
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Soit  le  tronc  de  pyramide  ABCDEnArr/e;  menons  CF  parallèle  à la  dia- 
gonale BD  jusqu’à  la  rencontre  en  F du  côté 
ED  prolongé,  et  joignons  BF.  Les  triangles 
BDC,  BDF  seront  équivalents  (194). 

Ensuite,  la  droite  SF  rencontrera  le  pro- 
longement de  ed  en  /,  et,  si  l’on  joint  ce  point 
aux  sommets  c,  d , puis  que  l'on  mène  la  dia- 
gonale bd , les  droites  c/,  bd  seront  parallèles 
comme  étant  respectivement  parallèles  aux 
droites  CF,  BD  (308)  et  les  triangles  bdc , 
bdj  seront  aussi  équivalents.  Ainsi,  les  (leux 
troncs  de  pyramides  triangulaires  B! >€./*•/<- , 
WbFbdf  ont  même  hauteur  et  des  bases  équivalentes;  donc  ils  sont  équi- 
valents. 

Donc,  le  tronc  de  pyramide  proposé  et  le  tronc  de  pyramide  ABFE nbfe 
sont  équivalents,  et,  de  plus,  les  bases  du  premier  sont  respectivement 
équivalentes  à celles  du  second. 

Maintenant,  si  l'on  répète  successivement  la  mémo  construction,  on 
pourra  transformer  un  tronc  de  pyramide  quelconque  en  un  tronc  de  py- 
ramide triangulaire  ayant  même  hauteur  que  le  premier  et  des  bases 
équivalentes.  Or,  le  tronc  de  pyramide  triangulaire  a pour  mesure  le  tiers 
de  sa  hauteur,  multiplié  par  la  somme  de  ses  bases  et  d’une  movenne 
proportionnelle  entre  ces  deux  bases;  donc  il  en  sera  de  même  pour  le 
tronc  de  pyramide  quelconque. 


s 


NOTE  68. 

SUR  I.A  MESURE  DU  TRONC  DE  l’RISME  TRIANGULAIRE 

On  peut  démontrer  la  mesure  du  tronc  de  prisme  triangulaire  (435) 
comme  il  suit. 


Tiiéoréme. 


Un  tronc  île  prisme  trianj’tdairc  ABCDEF  a /mur  mesure  le  tiers  rie  sa 
base  ABC,  multiplié  par  la  somme  des  perpendiculaires  b,  lé,  h ’ abaissées 
sur  cette  base  des  sommets  E,  D,  F de  la  section  DEF. 


Menons  encore  les  plans  EAC,  EDC.  Le  tronc  de  prisme  sera  décom- 
„p  posé  en  trois  pyramides  EABC,  EADC,  EDFC,  que 
nous  désignerons  par  P,  P’,  P". 

La  première  EABC  a pour  base  ABC  et  pour  sommet 
le  point  E;  donc  on  a 


P = j ABC  x A. 


Maintenant,  si  l’on  désigne  par  e,  r/,  f les  pieds  des  perpendiculaires 
A,  b',  h",  les  trois  triangles  rectangles  Lite,  DA <7,  FC/ seront  semblables 
et  l'on  aura 

DA  _ h'  FC  A* 

EU  “A  ct  DA  ~ /<*’ 
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d’ailleurs,  puisque  les  pyramides  CA  Bld)  et  ËACFD  ont  pour  bases  des 
trapèzes,  on  a aussi  (433) 

EADC  DA  EDFC  FC 
ËABC  ~ EU  61  EADC  ~ DA* 

et,  par  conséquent, 

P'  A'  P’  A* 

P “ A Pl  lv  ~ U'  ' 

Ainsi,  P'  = Px7=:  ^ ABC  x A*  et  P*  — P’  x ~ ^ ABC  x A”;  donc, 

A 3 A 3 

en  représentant  par  V le  volume  du  tronc  de  piisme,  il  vient 
V = P +■  F'  +-  P'  = i ABC  (A  + A'  4-  A"). 

Remarque.  — U a tronc  tle  prisme  triangulaire  ABCDEF  n pour  mesure 
sa  b ise  ABC  multipliée  pur  lu  /ler/tentliculaire  O o 
abaissée  sur  cette  base  i/u  centre  de  gravité  de  la 
section. 

Car,  en  conservant  les  notations  ci-dessus,  on  a, 
d’après  la  Note  61 , 

0o  = ^(A4-A'  + A\; 

donc 

V = ABC  x Oo. 


NOTE  69. 


El'R  LES  FIGURES  SYMÉTRIQUE.".. 

Sur  les  figures  symétriques  par  rapport  à un  a ie. 
Théorème. 


Deux  figures  F,  F’,  symétriques  par  rapport  à un  axe  xy  (123),  sont 
égales. 


s 


En  effet,  soient  A,  A'  deux  points  homologues  des  figures  F,  F',  et  fai- 
if  sons  tourner  la  figure  F autour  de  xy  jusqu’à  ce  que 

chacun  de  ses  points  ait  décrit  un  arc  de  180  de- 

| grés  [voir  Note  37).  Alors  les  po  nls  A et  A'  coïn- 

<•;  ? cideront,  et  il  en  sera  de  même  de  tous  les  autres 

points  des  figures  F et  F'  considérés  deux  à deux  ; 
i’t  donc  ces  figures  sont  égales. 


Remarque.  — Ce  théorème  comprend  ceux  qui  ont  été  démontrés  aux 
n*  126  et  127. 

Éléments.  3 1 

X 
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NOTE  6o. 


Sur  les  figures  symétriques  par  rapport  à un  point. 

Théorème. 

Deux  figures  F'  et  F'*  symétriques  tl'une  même  figure  F par  rapport  a 
deux  centres  différents  0 et  0',  sont  égales. 

En  effet,  soient  A un  point  quelconque  de  la  figure  F et  A',  A'  ses  points 
homologues  dans  les  figures  F',  F*.  La  droite  A' A' 
sera  parallèle  à 00'  et  double  de  00'  (117); 
donc,  si  l’on  transporte  la  figure  F'  parallèlement 
à la  direction  00'  et  d’une  quantité  égale  à aOO\ 
les  deux  figures  F'  et  F*  coïncideront. 

Remarque.  — Nous  avons  dit  (116,  rem. 
génér.)  qu’en  considérant  les  figures  symétri- 
ques par  rapport  à un  point,  il  est  facile  de  démontrer  les  lemmes  et  théo- 
rèmes vus  aux  n°*  410,  111,...,  115,  et  nous  avons  laissé  au  lecteur  le 
soin  de  trouver  ces  démonstrations. 

Pour  cela,  on  peut  prendre  un  point  quelconque  pour  centre  de  symé- 
trie, comme  on  a pris  un  plan  de  symétrie  quelconque.  Toutefois,  il  est 
bon  de  remarquer  qu’en  se  fondant  sur  le  théorème  ci-dessus,  on  peut 
simplifier  les  démonstrations  dont  il  s'agit  par  un  choix  convenable  du 
centre  de  symétrie.  Ainsi  : 

i°  Pour  démontrer  que  la  figure  symétrique  d’une  droite  xy  est  une 
ligne  droite,  que  la  distance  AB  de  deux  points  A cl  B est  égale  à celle 
de  leurs  symétriques,  que  l’angle  BAC  de  deux  droites  est  égal  à relui  de 
leurs  symétriques,  qu’«/i  plan  ABC  a pour  figure  symétrique  un  /dan, 
que  l’angle  dièilre  formé  par  deux  plans  ABC,  BCD  est  égal  à l'angle 
forme  par  leurs  symétriques,  on  pourra  prendre  successivement,  pour 
centre  de  symétrie  : un  point  situé  sur  xy,  le  milieu  de  AB,  le  sommet  de 
l'angle  BAC,  un  point  du  plan  ABC,  un  point  de  l'arète  de  l’angle  dièdre 
ABCD. 

2°  Pour  démontrer  que  dans  deux  polyèdres  symétriques  P et  P'  les 
angles  solides  homologues  A et  A',  B et  B', . . . sont  symétriques,  il  suffira 
de  construire  le  polyèdre  symétrique  de  P,  en  prenant  successivement, 
pour  centre  de  symétrie,  le  sommet  A,  le  sommet  B, . . . . 

3°  Pour  démontrer  qu’u/i  tétraèdre  SABC  est  équivalent  à son  symé- 
trique, on  construira  ce  dernier  en  prenant  le  sommet  S pour  centre  de 
symétrie.  Les  triangles  symétriques  ABC,  A'B’C’  seront  égaux,  et,  de  plus, 
il  sera  facile  d’établir  que  leurs  plans  seront  équidistants  du  sommet  S; 
d’où  il  résultera  que  les  tétraèdres  SABC,  SA'B'C'  sont  équivalents. 

Sur  tes  figures  symétriques  par  rapjiort  à un  plan  et  sur 
les  figures  symétriques  par  rapport  à un  point. 

Théorème  I. 

Lorsque  deux  figures  F,  F'  sont  symétriques  par  rapport  a un  plan  MX, 
si  l’une  île  ces  figures,  F'  pur  exemple,  tourne  de  1 8o  degrés  autour  d 'un 
axe  xy  perpendiculaire  à MN,  elle  sera,  dans  sa  nouvelle  position,  symé- 
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trique  de  ta  figure  F par  rapport  au  qtoinl  d’intersection  O de  l'axe  acre 
le  plan. 

Et  réciproquement  : Si  deux  figures  F,  F*  sont  symétriques  par  rap/mrt 
à un  point  0 et  qu’on  fasse  tourner  la  figure  F'  de  1 80  degrés  autour 
d'un  a re  xOy,  cette  figure  sera,  dans  sa  nouvelle  position,  symétrique 
de  ta  figure  F par  rap/wrt  au  plan  MN  jserpcndiculairc  à xy  au  point  0. 

Soient  A,  A'  doux  points  homologues  des  figures  F,  F',  a le  milieu 
de  AA',  A'  le  point  symétriquo  de  A'  par  rap- 
port à l’axe  xy,  et  a'  le  milieu  de  A' A*.  Je  dis 
d'abord  que  A”  est  le  qminl  symétrique  de  A par 
rapport  au  point  0. 

En  effet,  les  triangles  rectangles  AO  a,  OA'o* 
sont  égaux,  comme  ayant  les  cétés  de  l’angle 
droit  égaux  chacun  à chacun,  ot  de  là  résulte 
l’égalité  des  angles  AO  a,  OA* a',  puis  celle  de 
leuis  compléments  AOx,  A*0n';  donc  OA’ est  le 
prolongement  de  OA  (59),  et,  comme  OA  = OA", 
il  s’ensuit  que  A*  est  le  point  symétrique  de  A par  rapport  au  point  0. 

Maintenant,  supposons  que  la  figure  F'  tourne  autour  do  xy  jusqu'à  ce 
que  chacun  de  ses  points  ait  décrit  un  arc  de  180  degrés;  le  point  A’  se 
placera  en  A*  et  deviendra  le  symétrique  de  son  homologue  A par  rapport 
au  point  0.  Or,  il  en  sera  de  même  de  tous  les  points  do  la  figure  F'; 
donc  celte  figure  sera,  dans  sa  nouvelle  position,  symétrique  de  la  figure  F 
par  rapport  au  point  0. 

Réciproquement  : Soient  A,  A*  deux  points  homologues  des  figures  F, 
F*,  symétriques  par  rapport  au  point  0,  A'  le  point  symétrique  de  A' 
par  rapport  à l’axe  xOjr,  a'  le  milieu  de  A' A',  et  menons  la  droite  AA' 
qui  coupe  on  a le  plan  MN  passant  par  le  point  0 et  perpendiculaire  à xy. 
Je  d is  d’abord  que  les  points  A,  A'  sont  symétriques  par  rapport  au 
plan  MN. 

En  effet,  les  points  0 et  a'  étant  les  milieux  de  AA"  et  de  A"A',  la 
droite  AA'  est  parallèle  à 0 a',  et,  par  conséquent,  perpendiculaire  au 
plan  MN;  d’ailleurs,  la  droite  0 a,  perpendiculaire  à xr,  est  parallèle  à 
a' K',  et,  comme  le  point  0 est  le  milieu  de  AA',  le  point  a est  aussi  lo 
milieu  de  AA'.  Donc  les  points  A et  A'  sont  symétriques  par  rapport  au 
plan  MN. 

Maintenant,  supposons  que  la  figure  F*  tourne  autour  de  xy  jusqu’à 
ce  que  chàcun  de  ses  points  ail  décrit  un  arc  de  180  degrés;  le  point  A* 
se  placera  sur  A'  et  deviendra  le  symétrique  de  son  homologue  A par 
rapport  au  plan  MN.  Or,  il  en  sera  de  même  de  tous  les  points  de  la 
figure  F*;  donc  cette  figure  sera,  dans  sa  nouvelle  position,  symétrique 
de  la  figure  F par  rapport  au  plan  MN. 

Remarque.  — Au  moyen  de  ce  théorème  et  du  précédent,  il  est  facile 
de  démontrer  le  corollaire  I du  n°  4 Ai.  Car,  si  P'  et  P*  sont  deux  polyèdres 
symétriques  du  polyèdre  P,  construits  par  rapport  à des  plans  de  symé- 
trie différents,  on  peut  placer  ces  deux  polyèdres  de  manière  qu’ils  soient 
symétriques  de  P par  rapport  à deux  centres  0 et  0';  donc  les  polyè- 
dres P'  et  P*  sont  égaux. 

< 3i . 
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Théorème  II. 

Si  rieux  points  A et  A'  et  deux  plans  PQ  et  PQ’  sont  symétriques  par 
rapport  à un  même  plan  MN,  les  deux  /mints  sont  respectivement  à ta 
même  distance  des  deux  plans. 

En  effet,  abaissons  sur  le  plan  PQ  la  perpendiculaire  AO  et  menons  la 
droite  A'O'  symétrique  de  AO. 

Le  point  0'  où  la  droite  A'O'  rencontre 
le  plan  PQ'  est  le  symétrique  du  point  O; 
donc  AO  = A'O',  et  il  ne  reste  plus  qu’à 
démontrer  que  A'O'  est  perpendiculaire 
sur  le  plan  PQ'. 

Or,  _si  du  point  0'  on  mène  dans  le  plan 
PQ'  une  droite  quelconque  O' B',  sa  symé- 
trique OB  sera  située  dans  le  plan  PQ  et 
l’anglo  A'O’B’  sera  égal  à l’angle  AOB  qui 
est  droit.  Donc  la  droite  A'O' est  perpendiculaire  à une  droite  quelconque 
menée  par  son  pied  dans  le  plan  PQ',  et  par  conséquent  elle  est  perpen- 
diculaire à ce  plan. 

Remarque  T.  — La  démonstration  ne  changerait  pas  si  les  deux  points 
et  les  deux  plans  étaient  symétriques  par  rapporta  un  mémo  point. 

Remarque  II.  — D’après  co  théorème,  on  peut  démontrer  que  deux 
tétraèdres  symétriques  sont  équivalents  sans  être  obligé  de  prendre  pour 
plan  de  symétrie  ou  pourbenlre  de  symétrie  la  base  ou  le  sommet  de 
l’un  des  tétraèdres,  et,  par  suite,  que  deux  polyèdres  symétriques  sont 
équivalents. 


Théorème  III. 


Le  plan  BDHF,  qui  /Misse  par  deux  arêtes  opposées  BF,  DH  d'un  parai, 
lélipipède  AG,  divise  ce  parallélipipèdc  en  deux  prismes  triangulaires 
symétriques. 


En  effet,  supposons  qu’on  prenne,  par  exemple,  le  plan  ABD  pour 
plan  do  symétrie  et  que  l’on  construise  le  prisme 
ABDE'F’ll'  symétrique  du  prisme  ABDEFll.  Les 
faces  ABP'E',  ADIl'E'  seront  respectivement 
égales  aux  faces  homologues  ABFE.  ADHE  ( 4 U ), 
et  par  suite  aux  faces  oppo.-ées  GHDC,  GFBC 
(412);  d’ailleurs,  le  triangle  ABD  est  égal  au 
triangle  GUF  ; donc,  dans  les  deux  prismes 
ABDE'F'H',  GHFCDB,  les  angles  trièdres  GCKII, 
AE'BD  sont  compris  sous  trois  faces  égales  cha- 
cune à chacune,  et,  de  plus,  ces  faces  sont  sem- 
blablement disposées;  donc  (voir  la  Note  62  ) ces 
deux  prismes  sont  égaux. 

0r» le  Prisme  ABDE’F'H'  est  le  symétrique  du 

prisme  ABDEMI;  donc  il  en  est  do  même  du  prisme  GHFCDB. 


Remarque.  — On  peut  démontrer  ce  théorème  très-simplement.  Car 
les  diagonales  du  parallélipipède  AG  se  coupant  mutuellement  en  parties 


Digitized  by  Google 


NOTES  SUR  LE  LIVRE  VI.  NOTES  70  ET  7!.  4^5 

égales  ( voir  Note  113),  il  s’ensuit  immédiatement  que  les  deux  prismes 
ABDEFH  el  GHFCDB  sont  symétriques  par  rapport  au  point  d'intersection 
de  ces  diagonales. 


NOTE  70. 

SUR  LES  AXES,  LES  CENTRES  ET  LES  PLANS  1)E  SYMÉTRIE  DUS 

figures  dans  l'espace. 

Nous  avons  dit  [voir  Note  11,  Sur  les  axes,  etc.)  ce  qu’on  entend 
par  axe  de  symétrie  et  |>ar  centre  de  symétrie  d’une  figure,  et  l’on  |>eut 
remarquer  que  ces  définitions  conviennent  aux  figures  dans  l'espace;  de 
plus,  si  les  points  d’une  figure  considérés  deux  à deux  sont  symétriques 
par  rapport  à un  plan,  ce  plan  est  un  plan  de  symétrie  de  la  figure. 
Ainsi  : 

i°  Un  parallclipipède  droit  a pour  axe  de  symétrie  la  droite  qui  joint 
les  centres  de  scs  bases,  et,  si  le  parallélipipède  était  rectangle,  il  aurait 
pour  axes  de  symétrie  les  trois  droites  qui  joignent  les  centres  de  ses 
faces  opposées.  l,e  parallélipipcde  rectangle  dont  la  base  est  un  carré  a, 
en  outre,  deux  axes  de  symétrie,  lesquels  joignent  les  milieux  des  arêtes 
latérales  opposées. 

a”  Un  parallélipipède  quelconque  a pour  centre  de  symétrie  le  point 
d’intersection  de  ses  diagonales. 

3“  Un  parallélipipcde  droit  a pour  plan  de  symétrie  celui  qui  est  per- 
pendiculaire sur  le  milieu  de  l une  de  ses  arêtes  latérales.  Le  paralléiipi- 
pède  droit,  dont  la  base  est  un  losange,  a en  outre  deux  plans  do  symétrie 
passant  par  scs  arêtes  latérales  opposées. 

Observation.  — En  laissant  de  côté  la  rigueur  des  définitions  de  la  Géo- 
métrie, on  peut  reconnaître  que  la  nature,  que  nos  monuments  et  nos  objets 
d’art  offreutà  notre  esprit  une  foule  d’exemples  de  plans  de  svmétrie.D’ 
cela,  on  comprend  que,  dans  le  texte,  je  me  sois  occu]h>  plus  spécialement  des 
la  symétrie  par  rapport  à un  plan. 


NOTE  71. 

SUR  LE  RAPPORT  DES  VOLUMES  DE  DEUX  TÉTRAÈDRES  SEMBLABLES. 

On  a vu  (451  ) que  deux  tétraèdres  semblables  sont  entre  eux  comme 
les  cubes  tic  leurs  arêtes  homologues. 

Nous  allons  démontrer  ce  théorème  de  trois  autres  manières  : 
i”  Soit  le  tétraèdre  ABCD  et  concevons-en  un  second  semblable  au 
premier.  Ces  deux  tétraèdres  ayant  leurs  angles 
trièdres  respectivement  égaux,  on  (>eut  les  super- 
poser de  maniéré  qu’ils  aient  l'angle  triedre  A 
commun,  et  soit  A bat  le  second  tétraèdre. 

Puisque  les  tétraèdres  proposés  sont  semblables, 
■e  \ leurs  arêtes  sont  proportionnelles;  donc 
/ ' ' \ 

o AB  AC  AU 

Â7>  ~ \c~  Ad’ 
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d'où  il  résulte  que  la  face  bat  e-t  parallèlo  à la  tare  BCD  {448,  rem.  Il), 
et,  par  conséquent,  si  l’en  abaisse  sur  BCD  la  perpendiculaire  AO  qui 
renron'ro  bat  en  n,  la  droite  A n sera  la  hauteur  du  tétraèdre  A bat. 
Maintenant,  les  deux  tétraèdres  ayant  leurs  faces  semblables,  on  a 


(>) 


BCD  BC* 

bat  ~ y ‘ 


AB* 

Ab‘ 


et,  comme  le  plan  bal  est  parallèlo  à BCD,  on  aura  aussi  (414) 


ou 

(’•*) 


AO  = AB 
A o Ab 


AB 
~ Ab' 


Mullipl'ant  les  égalités  (i)  et  (a)  l’une  par  l’autro,  et  remarquant  quo 
les  produits  BCD  x - AO  et  bat  x ^ A o sont  resi>eetivement  les  me- 
sures des  deux  tétraèdres,  il  vient 


ABCD 

Abat 


A\&_ 

Yb 


1°  Soient  les  tétraèdres  semblables  ABCD.  A bat,  qui  ont  encore  l'anglo 
trièdre  A commun.  D’abord,  leurs  faces  étant  sem- 
blables, on  a 

ACD  Âô’  ÂB' 

1 1 A al 


A c 


Ab ’’ 


ensuite,  si  l’on  projette  sur  le  plan  ACD  les  som- 
mets B,  b en  B’,  b',  les  triangles  rectangles  sembla- 
bles ABB',  AbU  donnent 


ou 


BB’ 
bb'  z 


AB 

Ab 


(») 


Multipliant  entre  elles  les'égalités  (i)  et  (a),  et  remarquant  que  les 
produits  ACD  x ^ BB’  et  Aat  x ^ bb’  sont  les  mesures  des  deux  tétraè 
dres,  il  vient 

ABCD  AB^ 

Abat 
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3"  Soient  les  tétraèdres  semblables  ABCD,  abcd,  et  AO,  ao  leurs  hau- 


teurs. Ces  tétraèdres  sont  entre  eux  comme  leurs  mesures;  donc 


ABCD 

abcd 


BCD  x 3 AO  BCD  AQ 


bcd  x - au 


bcd  X nu  ’ 


de  plus,  à cause  de  la  similitude  des  faces  des  deux  tétraèdres,  on  a 
BCD  Bc’  AB’ 


(') 


bc‘l  ' bc ’ ri* 


D'ailleurs,  si  l’on  abaisse  OE  perpendiculaire  à BC,  oc  perpendiculaire  à 
bc,  et  que  l'on  mène  les  droites  AE,  ne,  ces  droites  seront  aussi  respec- 
tivement perpendiculaires  à BC  et  à bc,  en  vertu  du  théorème  des  trois 
perpendiculaires  (337)  ; d'où  il  résulte  que  les  angles  AEO,  nco  mesurent 
les  angles  dièdres  BC,  bc,  et  que,  par  suite,  ils  sont  égaux.  Donc  les  tri- 
angles rectangles  AOE,  aoc  sont  semblables,  et,  comme  les  triangles  ABE, 
abc  le  sont  aussi,  on  a 
(a)  AO  AE  AB 

’ ' no  ne  ab 

Multipliant  l'égalité  (i)  par  l'égalité  (a),  il  vient 

BCD  AO  AB\ 
bcd  X ao  - -b‘  ’ 

donc  on  a aussi 

ABCD  ÂB^ 
abcd  ‘ ~b‘  * 


NOTE  72. 

DES  CENTRES  DE  SIMILITUDE  DE  DEUX  POLYÈDRES. 
Définitions. 

Deux  points  rapportés  à deux  polyèdres  semblables  sont  dits  homolo- 
gues, lorsqu'cn  les  joignant  respectivement  à trois  sommets  homologues 
de  ces  polyèdres,  pris  dans  deux  faces  semblables,  on  détermine  des  lé- 
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traèdres  semblables  et  semblablement  disposas  par  rapport  aux  deux 
lolyédres.  Ainsi,  en  vertu  du  110  453,  les  sommets  homologues  de  deux 
polyèdres  semblables  (447)  sont  des  /joints  homologues. 

Deux  droites  sont  dites  homologues,  lorsque  leurs  extrémités  sont  res- 
pectivement des  |K)ints  homologues.  Ainsi,  les  arêtes  et  les  diagonales 
homologues  de  deux  polyèdres  semblables  (447)  sont  des  droites  homo- 
logues. 

Tuéorèxie. 

Lorsque  deux  polyèdres  P,  p sont  semblables,  si  l’on  joint  les  sommets 
du  premier  à un  /joint  quelconque  0 et  les  sommets  du  second  au  point 
homologue  o , les  tétraèdres  ayant  /mur  sommets  ces  deux  /joints  et  pour 
bases  les  triangles  qui  com/joscnt  les  surfaces  des  deux  polyèdres  seront 
semblables  chacun  à chacun. 

Soient  aBCD,  BCEF, ...  les  faces  du  polyèdre  P el  abcd,  bcef, . . . celles 

du  polyèdre  p,  el  supposons  que 
les  points  homologues  O,  o aient 
été  déterminés  en  construisant 
les  tétraèdres  semblables  OABD, 
oubtl. 

A cause  de  la  similitude  de 
ces  tétraèdres,  les  angles  diedres 
OBDA,  obtla  sont  égaux,  et,  par 
conséquent,  leurs  suppléments 
OBDC,  obdc  le  sont  pareillement  ; 
d'ailleurs,  en  vertu  de  la  simili- 
tude des  mômes  tétraèdres  et 
de  celle  des  polvedres  P,  /j,  les 
triangles  OBD,  lÎDC  sont  respec- 
tivement semblables  aux  triangles  obd,  bdc\  donc  les  tétraèdres  OBDC, 
obdc  sont  semblables. 

De  là  il  résulte  que  les  angles  dièdres  OBCD,  obed sont  égaux,  et,  comme 
les  angles  diedres  homologues  ABCF,  abcf  des  polyèdres  P,  p Te  sont 
aussi,  il  s’ensuit  que  l’excès  de  ABCF  sur  OBCD  ou  le  dièdre  OBCF  est 
égal  à l’excès  de  abcf  sur  obed  ou  au  dièdre  obcj'\  de  plus,  les  triangles 
OBC,  BCF  sont  semblables  aux  triangles  obe,  bel  chacun  à chacun  ; donc 
les  tétraèdres  OBCF,  obef  sont  semblables. 

On  peut  continuer  ainsi,  quel  que  soit  le  nombre  des  tétraèdres  ; donc 
le  théorème  eat  démontré. 

Reman/uc  1.  — Au  n”  434  on  a démontré  que  deux  /jolyèdres  sembla- 
bles peuvent  se  décomposer  en  un  même  nombre  de  tétraèitres  sembla- 
bles dutcun  à chacun  et  semblablement  dis/josés,  et,  pour  cela,  de  deux 
sommet-  homologues  on  a mené  des  diagonales  aux  sommets  des  angles 
opposés  ; mais,  d après  le  théorème  ci-dessus,  on  aurait  pu  joindre  h-s 
sommets  des  deux  polyèdres  à deux  points  homologues  quelconques  O,  o 
pris  dans  l'intérieur  de  ees  polyèdres. 

Remarque  II.  — En  supposant  (pie  les  tétraèdres  OABD,  OBDC, . . . 
soient  resjiertivement  gemhlab  es  aux  tétraèdres  mdjit.  ob/lr, . . . . et  en 
raisonnant  comme  on  l’a  fait  au  n”  453,  on  démontrerait  facilement  que 
les  deux  polyèdres  P,  p sont  semblables. 
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Définitions.  — Deux  points  homologues,  tels  que  O et  o,  sont  appelés 
quelquefois  centres  rie  similitude  des  polyèdres  P et  />■  Alors  les  droites 
OA,  ÜB, . . . et  oa,  ob,. . . se  nomment  rayons  vecteurs  ou  rayons  de  si- 
mili tuile. 

Remarque  III.  — Les  droites  OA,  OB, . . . sont  proportionnelles  aux 
droites  oa,  ob,...,  et  les  angles  triédres  OABD,  OBDC,...  sont  respecti- 
vement égaux  aux  angles  triédres  oabtl,  obde.  De  plus,  chacun  des  rap- 
ports 1 est  égal  au  rapport  de  similitude  ^ (434,  rem.  11). 

Remarque  IF.  — Si  deux  polyèdres  P,  p sont  semblables , on  peut  les 
placer  de  telle  sorte  qu'en  menant  par  un  même  point  des  rayons  vec- 
teurs à tous  les  sommets  de  V un  des  polyèdres,  ees  rayons  / tassent  par  les 
sommets  de  r autre,  et  que  les  rayons  vecteurs  dirigés  suivant  les  mêmes 
droites  soient  /iro/jortionnels. 

En  eflet,  soient  les  deux  points  homologues  0,  o , et  les  rayons  vec- 
teurs OA,  OB, ...,  et  oa,  ob,....  Si  l'on  porte  le  second  polyèdre  sur 
le  premier,  de  manière  que  l’angle  trièdre  oabd coïncide  avec  son  égal  OABD, 
l'angle  trièdre  obed  coïncidera  aussi  avec  OBCD,  et  ainsi  de  suite;  donc 
déjà  les  sommets  a,  b,  d,.. . seront  placés  sur  les  rayons  OA,  OB,  OD, . . . , 
en  a',  b',  d',....  De  plus,  on  aura 

OA  OB  OD  OC 
Oa'  ~ 06'  ~ Oit  ~ Oc'  ’ 

donc  la  proposition  est  démontrée. 

On  voit  que  le  côté  a' b'  est  parallèle  à AB , que  b'c'  est  parallèle 
à BC, 

Rcmarr/uc  F.  — Si  d’un  /mint  quelconque  0 on  mène  aux  sommets 
d’un  polyèdre  P les  droites  OA,  OB,  OD,...,  et  qu’on  prenne  sur  ces 
droites  les  /joints  a',  b',  d',. . .,  tels  quon  ait 

OA  OB  = or^  oc  = . 

Oa'  ~ 06'  “ Od'  ~ Oc'  ’ 

les  polyèdres  P et  a'b'c'ite'f'. . . ou  p’,  qui  sont  homothétiques  directs 
(voir  Note  31,  théor.  III,  rem,  IV),  seront  semblables. 

Car  les  tétraèdres  OABD,  Oa'6'r/’sont  semblables  (418,  rem.  II);  donc 
les  triangles  ABD,  a'b'd'  sont  semblables  : de  même,  le  triangle  BCD  est 
semblable  à b'c'if,  etc. 

Donc  déjà  les  surfaces  des  deux  polyi-dres  P,  p’  sont  com/msccs  tüun 
même  nombre  de  triangles  semblables  chacun  à chacun  et  semblablement 
placés. 

De  là  on  conclurait,  comme  on  l’a  fait  dans  le  texte  au  n”  45G,  que 
les  faces  des  deux  /jolyèdres  sont  respectivement  semblables,  et  que  les 
angles  solides  homologues  B et  b',  par  exemple,  sont  égaux. 

Donc  les  polyèdres  P et  p'  sont  semblables. 

Reman/uc  FI.  — Si  ton  prend  sur  les  prolongements  des  droites 
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AO,  BO, . . . , les  distances  0«",  04”, ... , de  manière  r/u'on  ait 

OA  „ OB  _ OD  _ 

0«*  ~ ÜF  “ ÔP  ’ 

les  polyèdres  P et  a"  b'  c"  cF .. . ou  p',  qui  sont  homothétiques  inverses, 
auront  leurs  Jaccs  semblables  chacune  à chacune  et  leurs  angles  soliiies 
homologues  symétriques. 

NOTE  73. 

SUR  LE  PROBLÈME  DE  LA  DUPLICATION  DU  CUBE. 

En  se  laissant  guider  par  les  analogies  qui  existent  entra  la  Géométrie 
dans  l’espace  et  la  Géométrie  plane,  on  peut  se  demander  si  les  éléments 
do  Géométrie  permettent  de  faite,  sur  les  cubes  et  sur  les  polyèdres  sem- 
blables, les  opérations  qui  ont  été  faites  sur  les  carrés  et  sur  les  poly- 
gones semblables  aux  n"*  2 11 , 242,  243,  258,  259,  260, 261 . Mais  la  réponse 
à cette  question  est  négative. 

Au  moyen  de  la  règle  et  du  compas,  c’est-à-dire  en  construisant  des 
figures  composées  exclusivement  de  lignes  droites  et  de  circonférences, 
on  no  peut  pas  tiouver  lo  côté  d’un  cube  égal  à la  somme  ou  à la  diffé- 
rence de  deux  cubes  donnés,  le  côté  d’un  cubo  double  d’un  cube  donné. 

Ce  dernier  problème,  ou  le  problème  de  la  duplication  du  cube,  a beau- 
coup occupé  les  géomètres  grecs  : tous  ont  dû  renoncer  à en  donner  une 
solution  basée  sur  les  simples  éléments  de  Géométrie. 

Observation.  — En  parlant  d'Hippocrate  de  Chio,  voici  ce  que  dit  Rossut  : 

« Il  parut  avec  honneur  dans  la  lico  des  géomètres  qui  tentèrent  de  résoudre 
• le  fameux  problème  de  la  duplication  du  cube,  dont  on  commença  dès  lors 
» à s'occuper  avec  ardeur. 

■ On  sait  que  ce  problème  avait  pour  objet  de  construire  un  cube  double 
s d'un  cube  donné,  non  pas  en  côté,  ce  qui  ne  pouvait  pas  faire  une  question, 
» ni  même  en  surface,  ce  qui  était  déjà  facile  par  la  Géométrie  de  ce  temps-là, 
> mais  eu  solidité,  ou  en  poids,  en  supposant  que  les  deux  cubes  fussent  faits 
» avec  une  même  matière  homogène.  Il  fallait  lo  résoudre  sans  employer 
» d'autres  instruments  que  la  règle  et  le  compas;  car,  dans  l'ancienne  Géomé- 
» trie,  on  ne  regardait  comme  géométriques  que  les  opérations  exécutées  avec 
» ces  deux  instruments;  celles  qui  en  demandaient  d'autres  étaient  appelées 
s mécaniques.  » ( Essai  sur  /’ Histoire  générale  des  Mathématiques.) 
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NOTE  74. 

SUR  LA  MESURE  DE  LA  SURFACE  LATÉRALE  DU  TRONC  DE  CÔNE. 

On  peut  établir  celle  mesure  comme  il  suit  : 


( Théorème. 

La  surface  latérale  d’un  tronc  de  cône  a jxuir  mesure  son  a/tot/iènir 
multiplié  jjar  la  demi-somme  des  circonférences  de  ses  bases. 

En  effet,  cette  surface  S est  la  différence  des  surfaces  latérales  de  deux 
cônes  semblables  (174)  ; or,  en  désignant  par  R et  A le  rayon  de  la  base 
et  l'apothème  du  cône  total,  par  r et  a le  rayon  de  la  base  et  l'apothème  du 
cône  partiel,  et  enfin  par  A'  l’apothème  du  tronc  de  cône, on  aura  (484) 

(1)  S = n RA  — irro  = jr  (RA — ra). 

Mais,  à cause  do  la  similitude  des  deux  cônes,  on  a 


et,  par  suite. 


d'où  l’on  tire 


R 


A 
— » 
a 


R r R — r (l  — r_ 
A “ ü ~ A - « ~ ~ ’ 


et  a 


r A' 
R-r 


Portant  les  valeurs  do  A et  do  a dans  l’égalité  (1),  il  vient 

S = rrA’  x Ç = 7v  A'  ^R  -t-c) , 

ce  qu’il  fallait  démontrer. 


NOTE  75. 

SUR  LA  MESURE  DU  VOLUME  DU  TRONC  DE  CÔNE. 

On  peut  démontrer  la  mesure  d’un  tronc  de  cône  en  le  regardant  comme 
la  difféccnco  de  deux  cônes. 


TllÉonÈME. 

Un  tronc  de  cône  a /mur  mesure  te  tiers  de  sa  hauteur,  multiplié  par 
la  somme  de  scs  bases  et  d'une  moyenne  pmjxirtionnellc  entre  ces  deux 
bases. 
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En  effet,  ce  volume  V est  la  différence  de  deux  cônes  semblables  ( 474  ) ; 
or,  en  désignant  par  R et  H le  rayon  de  la  base  et  la  hauteur  du  cône 
total,  par  r et  h le  rayon  de  la  base  et  la  hauteur  du  cône  partiel,  et 
enlin  par  H'  la  hauteur  du  tronc,  on  aura  (489) 

(!)  V = jttR’II  — ^ rr’/i  = i n (R’H  - /•’/<). 


Mais,  à cause  de  la  similitude  des  deux  cônes,  on  a 

R H 


et,  par  suite, 

R 

r ~ /<’ 
r R - r 

R - r 

H 

~ 7i~  H- h ~ 

" 11’  ’ 

d'où  l'on  tire 

11  = 

RH’  , , 

ü et  h 

H — r 

rlP 

_ R-  r 

Portant  les  valeurs  de  H eide  U dans  l’égalité  (i),  il  vient 


mais,  d’après  la  Note  65, 

R3  - r = (R  - r)  (R*  /•’  -+-  Rr)  ; 

donc 

V=,inH'(R*+r>  + Rr), 
ce  qu’il  fallait  démontrer. 


NOTE  76. 


triangle  tournant  autour  d’un  axe  extérieur  situé  dans 

SON  PLAN. 


Théorème. 

Le  volume  engendré  par  le  triangle  ABC  tournant  autour  <r un  ajee 
extérieur  xy,  situé  dans  son  plan,  a /mur  mesure  In  surface  de  ce  triangle, 
multipliée  par  la  circonférence  <ptc  décrit  le  centre  de  gravité  de  celte 
surface. 

Soit  O le  centre  de  gravité  du  triangle  et  désignons  par  a,  b,  r,  g les 


A 


B’  <F  A'  C'  ÿ 


perpendiculaires  AA’,  BB',  CC\  00’,  abaissées  sur  .rr,  par  m,  n,  les  pro- 
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jections  A'B',  A'C'  des  côtés  AB,  AC.  On  aura  (490) 
vol.  ABB'A'  i^=  ^ kiii  («*  + b'  ab) , 
vol.  ACC'A'  = ^ r.n  (.v1  4-  r’  4-  oc  J | 
vol.  BCC'B'  = ^ it  (m  4-  n ) [b'  4-  c’  -4-  bc) 

= i khi  (b1  4-  cJ  4-  bc)  4-^7r«  [b*  4-  c*  + bc). 

Mais 

vol.  ABC  = vol.  ABB'A'  4-  vol.  ACC'A'  - vol.  BCC'B’; 

donc 

vol.  ABC  = ^ ir  m (n5  — c’  + ab  — bc)  4-  i ît/j  («’  — b'  4-  ne  — bc) 

= '--m  (n  — c)  (a H-  c4-  ô)  4-  j-a  [a  — b)  [a  + b + c); 


d’ailleurs  - ( a 4-  ô 4-  r ) = g ( voir  Note  61 , Sur  les  pmp.  div. ) , et , par 
conséquent, 

vol.  ABC  = vg  [/«  (a  — c)  + n [a  — i)]. 

Maintenant,  le  triangle  ABC  = ABB'A'  4-  ACC'A'  — BCC'B';  donc  (191) 
ABC  = i/«  (a  4-  b)  4-^«  («4-  c)  — ^ («4  n)  (i4-c) 

f|  • 

= -m  («  — c)  +-«  (fl  — b). 

a 'a 

Donc 

vol.  ABC  = >r  g x aABC  = ABC  x a Kg. 

Remarque  I.  — Ce  théorème  n’est  qu’un  cas  très- particulier  d’une 
proposition  générale , connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Guidât,  dont 
la  démonstration  ne  saurait  trouver  place  dans  ces  Cléments  et  qui  s’énonce 
ainsi  : 

La  surface  engendrée  par  une  ligne  plane  tournant  autour  d'un  axe 
extérieur  quelconque , situé  dans  son  plan , a pour  mesure  la  ligne  gé- 
nératrice, multipliée  par  la  circonférence  que  décrit  le  centre  de  gravité 
de  cette  ligne ; et  le  volume  engendré  /utr  une  surface  plane  tournant 
autour  d’un  axe  extérieur  quelconque,  situé  dans  son  plan,  « /tour  mesure 
la  surface  génératrice,  multipliée  par  la  circonférence  que  décrit  le  centre 
de  gravité  de  celte  surface. 

Remarque  II.  — Dans  un  polygone  régulier  d’un  nombro  pair  de  côtés, 
le  centre  de  gravité  du  périmètre  et  celui  de  la  surfare  ne  sont  autres 
que  le  centre  tle  figure(voir  Note  47),  et  il  sera  facile  de  vérifier  les  deux 
parties  du  théorème  de  Guldin,  en  cherchant,  par  exemple  : 
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I”  La  surface  engendrée  par  te  périmètre  d’un  carré  et  te  vota  me 
engendré  par  sa  surface,  lorsqu'on  fait  tourner  le  carré  autour  d'un  axe 
mené  par  l’un  de  ses  sommets  perpendiculairement  à la  diagonale  qui 
aboutit  à ce  sommet  (en  supposant  qu’on  connaisse  le  côté  a du  carré  ) ; 

a“  Im  surface  engendrée  par  le  contour  d'un  hexagone  rt:gulicr  et  le 
volume  engendré  par  sa  surface,  lorsque  l’hexagone  tourne  autour  de 
t'un  de  scs  côtés  (en  supposant  que  a soit  le  côté  de  l'hexagone). 


NOTE  77. 

CALCULS  RELATIFS  AUX  POLYÈDRES  RÉGULIERS. 

Problème  I. 

Connaissant  le  côté  a d'un  / mlyèdre  régulier,  trouver  le  rayon  R de  la 
sphère  circonscrite  à ce  / tolyèdre  et  le  rayon  rdc  la  sphère  inscrite. 


Tétraèdre.  — D’abord  le  tétraèdre  ABCD  a pour  mesure  le  tiers  du 
, produit  de  l’une  quelconque  de  ses  faces  par  la  hau- 

teur correspondante,  et,  comme  ses  quatre  faces 
sont  égales,  il  en  est  de  mémo  des  quatre  hauteurs. 

D'ailleurs,  les  hauteurs  AF  et  DG,  joignant  les 
sommets  A et  D aux  centres  de  gravité  F et  G des 
faces  opposées,  se  coupent  en  un  même  point  O.  dont 
la  dislance  à chaque  sommet  du  tétraèdre  est  les  trois 
quarts  de  l’une  des  hauteurs,  et  dont  la  distance  à 
chaque  face  est  le  quart  de  cette  même  hauteur  ( voir 
; donc  ce  point  est  le  centre  commun  do  la  sphère 
circonscrite  rt  de  la  sphère  inscrite  au  tétraèdre  (506). 

Maintenant,  le  triangle  rectangle  AFD  donne 


Note  63,  théor.  III  ) 


AF 


AD  -FD  ; 


mais  AD  = a,  et  FD,  qui  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle 

équilatéral  BCD,  est  égal  à (272);  donc 
V3 


donc 


Tü1  «»  . a \J fi 

Ar  =-y>  dou  AF  = — 


R = lilë  ot  r='^±. 


4 


Hexaèdre.  — Le  centre  de  ce  polyèdre  (461  ) est  le  point  d’intersec- 
tion de  ses  diagonales,  et  l'on  a immédiatement  ( voir  Noto  63.  théor.  1 et  II  i 


R = 


a j/3 


et  r — . 
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Octaèdre.  — Dans  le  triangle  rectangle  EOB  (4(12),  on  a 

ËB*  = OÊVüB^  aÔK,; 


495 


la  face  EBC,  on  aura 


d’où 


mais  EB  = a et  OE 

n = 


R;  donc 

_«y,î 


Do  plus,  si  l'on  abaisse  OG  perpendiculaire  à 


UO  = OE  — EO 


a 

J 


a 


a lÆ 

r—  • 


Dodécaèdre.  — Soient  AB,  AC,  AD  trois  an' tes  du  dodécaèdre,  issues 
d’un  même  sommet  A ( 483) , et  menons  les  droites 
BC,  CD,  DB  qui  seront  chacune  une  diagonale 
des  pentagones  égaux  BAC-..,  CAD...,  DAB.... 
La  pyramide  ABCD  sera  régulière  (407)  et  sa 
hauteur  AF  passera  par  le  centre  commun  0 de 
la  sphère  circonscrite  et  de  la  sphère  inscrite 
au  dodécaèdre,  comme  étant  le  lieu  des  points 
également  distants  des  points  B,  C,  D (323);  de 
plus,  si  du  centre  0 l’on  abaisse  sur  l'apothème  AE  do  la  pyramide  la 
perpendiculaire  OG,  les  droites  OA,  OG  seront  les  rayons  R et  r qu’il 
s’agit  de  déterminer  (508). 

Cela  posé,  désignons  par  R'  le  rayon  du  pentagone  BAC. . .,  par  f,  g 
les  apothèmes  AE,  FE  de  la  pyramide  ABCD  et  du  triangle  équilatéral  BCD. 
On  aura,  à cause  du  triangle  rectangle  AGO  et  des  triangles  semblables 
AGO,  AFE, 

— * — » — » AO  AE 

AO  - OG  = AG  et  ~ = ££ 

(JG  h h 

on 

R’  — r1  = R,J  et  5 = L. 

r a 

Mais  ( voir  Note  48) 


1 , VIO—  2.\S 

R = a x -)  / = a x 7 — — > 

^ io  — a \/5  ’ 

donc  on  a les  deux  équations 

R1  — c*  = a3  x 


S = n x 


i +_^5. 

4v^ 


5-/5 

? = t/i5-oV5; 
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d'où  l’on  tire 
..  R 
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«(y'TTÎ+v^)  t r_z  « .Ai + 11  v'\ 
4 ï V 10 


Icosaèdre.  — Soient  AB,  AC,  AD,  AE,  AF  cinq  arêtes  do  l’icosaèdre, 
r issues  d'un  même  sommet  A,  qui  sont  en  même  temps 

les  arêtes  de  la  pyramide  régulière  ABCDEF  ( 461). 
La  hauteur  AG  de  celte  pyramide  passera  par  le 
centre  commun  O de  la  sphère  circonscrite  et  de  la 
sphère  inscrite  à l’icosaèdre,  et,  si  l'on  abaisse  sur 
l'apothème  AH  de  la  pyramide  la  perpendiculaire 
OK,  les  droites  OA,  OK  seront  les  rayons  cher- 
chés R,  r (506). 

Maintenant,  désignons  par  R’  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC;  par  /,  g les  apothèmes  AH,  GH  do  la  pyramide  ABCDEF  et  du 
pentagone  BCDEF.  A cause  du  triangle  rectangle  AKO  et  des  triangles  sem- 
blables AKO,  AGH,  un  aura 


/K 

^ \k  *•  . ^ 

.\V  A / 

\/\  : m 

c O 

O 


Mais 


R’ -r*  = R 


" - a\f% 

y/3  J a 


, R f 

et  - = — • 
r g 


1 


a V*  10  — a ^5 


donc  on  a les  deux  équations 


- = v'iâ  — C/5, 


d’où  l’on  lire 


*-"W 


et 
a 


a \f 3 (3  -+-  yfh) 


R 


Heiiiarr/ue.  — Pour  le  tétraèdre  le  rapport  - = 3 ; pour  l'hexaèdre  et 
l'octaèdre  ^ = y^3;  pour  le  dodécaèdre  et  l'icosaèdre  on  a 

5 =Vf  i5-6y/3. 


Problème  II. 

Connaissant  le  rayon  R <l'unc  sphère,  trouver  te  côté  a d'un  /r>/\ ètlrr 
régulier  inscrit  et  te  rayon  r de  la  sphère  inscrite  dans  ce  imlyètlrr. 

Des  formules  qui  donnent  R en  fonction  de  a on  tirera  les. valeurs  de  a 
et  l'on  portera  ces  valeurs  doits  les  formules  correspondantes  qui  donneront 
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les  valeurs  de  r.  On  trouvera  : . 


Tétraèdre n = ^ R y/tî,  r =•  1 R. 

Hexaèdre n = | R y/3,  r 5 R y/3. 

Octaèdre a^Ry/â,  r i R y/3. 

Dodécaèdre a = ^R  (\/T5  — y/3),  r = R . 

Icosaèdre a = aR  y/  - — ~~~i  r = R y/  /—  ' - . 

Reniart/ue  I.  — Si  l'hexaèdre  et  l’octaèdre  réguliers  sont  inscrits  dans 


une  même  sphère  R,  ils  peuvent  au.-si  être  circonscrits  à une  même 
sphère,  ce  qui  est  conforme  à la  remai  que  faite  sur  le  théorème  I.  11  en 
est  de  même  du  dodécaèdre  et  de  l’irosaedre  réguliers. 

Rnnaryue  II.  — Au  moyen  des  valeurs  de  a et  de  r trouvées  ci-dessus 
et  en  se  fondant  sur  la  Note  48  et  sur  le  n“  505,  on  peut  calculer  la  sur- 
face S et  le  volume  V de  chacun  des  cinq  polyèdres  réguliers  en  fonction 
du  rayon  R de  la  sphère  circonscrite.  On  trouve 


Tétraèdre S = | R2  /3 , V = RJ  y/3. 

Hexaèdre S = 8R%  V = - Rs  y/3. 

9 

Octaèdre S = 4RS  V^3»  V = | R2. 

Dodécaèdre S — aR2 1/10  (5  — y/5),  V = ~ Rs  y/Ts  (y/5  +1). 

Icosaèdre S = aR’y/3  (5  — y/5) , Y = | R:  t'io  4-  a y/5. 


NOTE  78. 


SLR  LE  TRIANGLE  TOURNANT  AUTOUR  ü’uN  AXE  MENÉ  DANS  SON 
PLAN  ET  PAR  l’üN  DE  SES  SOMMETS. 


Soient  le  triangle  ABC,  qui  tourne  autour  de  l’axe  -rA_y,  et  AD  sa  bau- 
„ leur.  On  a trouvé  (517) 

•nD 


/■ 


x,c 


vol.  ABC  = surf.  BC  x ^ AD , 


et  l’on  peut  faire  sur  celte  formule  diffé- 
rentes remarques. 


Jiemnrr/uc  /.  — Menons  la  médiane  AE,  puis  abaissons  du 

Éléments. 


point  E et 
3a 
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du  centre  de  gravité  O du  triangle  les  perpendiculaires  EE',  00'  sur  x/. 
On  aura  (-185) 

vol.  ABC  = BC  x arEE'  x ^ AD 

■ - = ABCx|sEE' 

= ABC  x a 7r 00', 

et  l’on  retombe  ainsi  sur  le  théorème  de  Guldin,  appliqué  au  triangle  ABC 
tournant  autour  de  xy[voir  Note  70). 

Remarque  II.  — Supposons  que  le  triangle  ABC  resto  invariable  et 
qu’il  se  meuve  dans  son  plan,  en  tournant  autour  de  son  sommet  A,  le 
volume  engendré  par  le  triangle  tournant  autour  do  xy  dans  cliacuno  Ce 
ses  positions  sera  variable,  et  l’on  peut  se  demander  dans  quel  cas  ce 
volume  sera  maximum  ou  minimum. 

Or,  d’après  les  expressions  précédentes  de  vol.  ABC,  i°  on  voit  immé- 
diatement que  le  volume  engendré  par  ABC  sera  le  plus  grand  possible, 
lorsque  la  perpendiculaire  EE'  sera  la  plus  grande  possible,  c'est-à-dire 
lorsque  la  médiane  AE  sera  perpendiculaire  à xy\  a°  il  est  facile  de  dé- 
montrer qu’il  sera  le  plus  petit  possible,  lorsque  le  plus  grand  des  deux 
côtés  AB,  AC,  coïncidera  avec  l’axe  xy. 

Remarque  III.  — Lorsque  AB  = AC , la  médiane  AE  est  perpendicu- 
laire sur  BC,  et  l’on  a (512) 

surf.  BC  = B C'  x ar  AE; 

donc 

, vol.  ABC  = B'C'  x a wAE  x ^ AE 
= | rAE  x B'C'. 

NOTE  79. 

REMARQUES  SUR  LA  MESURE  IJE  l’aNNEAU  SPHÉRIQUE  BT  SUR 

CELLE  DU  SEGMENT  SPHÉRIQUE. 

Remarque  I.  — Au  lieu  d’énoncer  la  mesure  de  Vanneau  sphérique 
engendré  par  un  segment  circulaire  AMB  tournant  autour  d’un  diamètre 
EF,  comme  nous  l’avons  fait  au  n”  521,  on  pourrait  dire  que  ce  volume 
est  équivalent  au  sixième  du  cylindre  qui  aurait  /mur  rayon  ta  corde  du 
segment,  et  pour  hauteur  la  projection  de  cette  corde  sur  t’axe. 

Remarque  II.  — Nous  avons  dit  (522)  qu’un  segment  sphérique  a pour 
mesure  sa  hauteur  multipliée  par  la  demi-somme  de  ses  bases  , plus  le. 
volume  de  la  sphère  qui  aurait  /mur  diamètre  cette  même  hauteur,  c’est- 
à-dire  le  nombre  qui  exprime  le  produit  de  la  hauteur  du  segment  /xu 
la  demi-somme  de  ses  bases,  plus  le  nombre  qui  exprime  le  vidante  etc  ta 
sphère  ayant  pour  diamètre  cette  même  hauteur. 

Or,  cet  énoncé  pourrait  être  remplacé  par  celui-ci 
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Un  segment  sphérique  est  équivalent  h ta  itemi-snnnne  de  deux  cylin- 
dres ayant  pour  hauteurs  et  /mur  buses  In  hauteur  et  les  bases  du  seg- 
ment, augmentée  de  la  sphère  ayant  /mur  diamètre  ectte  même  hauteur  ; 
ou  bien,  en  d'autres  termes,  un  segment  sphérique  est  équivalent  au  vo- 
lume d’une  sphère  ayant  pour  diamètre  la  hauteur  du  segment,  augmenté 
île  la  demi-somme  des  volumes  de  deux  cylindres  ayant  /mur  hauteur 
commune  celte  du  segment,  et  /mur  bases  respectives  les  bases  du  segment. 

Remarque  111.  — Lorsqu’un  segment  sphériquo  n'a  qu’une  base,  on 
„ peut  exprimer  sa  mesure  en  fonction  de  sa 

/*•  ' hauteur  et  du  rayon  de  la  sphère. 

* Désignons  par  R le  rayon  de  la  sphère  et 

\ par  h ia  hauteur  AB'  du  segment  engendré 

x k R'  "o  c ï par  AMBB'.  On  aura  (522,  rem.) 

a 

vol.  AMBB'  = hx  ’'Ü“_4-lw,rï 
à b 

= A (3BÎ?  -+-/<’): 
mais  (230)  BB'  = h (»R  — h)  = aRA  — A3;  donc 
vol.  AMBB1  = gjrA(6RA  — a A*) 

= !*A’(3R-A). 

Donc , un  segment  sphérique  ci  une  base  a /mur  mesure  le  tiers  du 
cercle  qui  aurait  pour  rayon  ta  hauteur  du  segment , multiplié  par  f excès 
du  triple  du  rayon  de  la  sphère  sur  cette  même  hauteur. 

D’ailleurs,  cette  proposition  peut  se  démontrer  en  se  fondant  seule- 
ment sur  la  mesure  du  secteur  sphérique  et  sur  celle  du  cône.  Ainsi, 
concevons  qu’on  mène  le  rayon  OB  ; ou  aura 

vol.  AMBB'  = vol.  sect.  OAMB  — vol.  cône  OB' B 
= jirR’A  — ^7rBÏÏ'!(R  — A) 

= |1tR»A-I>rA(aR-A)(R-A) 

= ^*A'(3R-A). 

Si  le  segment  sphérique  était  plus  grand  que  la  moitié  du  volume  de 
la  sphère,  il  serait  égal  à la  somme  d'un  secteur  sphéiique  et  d’un  cône, 
et  l cn  arrive,  ait  encore  à la  même  formule. 


3a. 
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NOTES  SUR  LE  LIVRE  VIII. 


NOTE  80. 

SUE  LA  DISTANCE  l'OLAlHE  p’UN  PETIT  CERCLE. 

Nous  avons  appelé  { 526)  distance  polaire  d'un  petit  cercle  le  plus  peti  t 
des  deux  arcs  de  grand  cercle  qui  joignent  un  point  de  ce  petit  cercle  à 
ses  deux  pôles.  Mais  il  est  bon  de  lemarquer  que  cette  définition  n'est 
pas  toujours  adoptée,  et  que  le  plus  souvent  on  a appelé  rayon  sphérique: 
d’un  petit  cercle  l’arc  de  grand  cercle  auquel  nous  donnons  le  nom  de 
distance  polaire. 

Lorsqu'on  adopte  cette  seconde  définition,  on  nomme  distance  polaire 
d'un  petit  cercle  la  distance  rectiligne  d'un  point  quelconque  de  ce  (>otit 
cercle  à son  pôle  (526),  et  les  propositions  vues  aux  n“  528,  529,  530, 
531 , 532  s'énoncent  ainsi  : 

Deux  petits  cercles  sont  tangents  extérieurement , lorsque  ta  distance 
de  leurs  pôles  est  égale  à la  somme  de  leurs  rayons  sphériques,  etc. 


NOTE  81. 

REMARQUES  SUR  LA  MESURE  UK  I.’aNGLB  FORMÉ  PAR  DEUX  ARCS 
1)E  GRANDS  CERCLES. 


Remarque  I.  - Si  du  sommet  A de  l’angle  BAC,  comme  pôle,  on  dé- 
crit une  circonli  ronce  de  grand  cercle  BCB',  on  a 
vu  ( 535  ) que  cet  angle  a pour  mesure  l'arc  BC 
compris  entre  ses  côtés. 

Maintenant,  à partir  des  points  B et  C,  prenons 
sur  la  circonférence  BCB’  et  dans  te  même  sens  les 
quadrants  BP.  CP’;  alors  l’angle  au  centre  POB 
sera  droit,  et  .omn.e  l'angle  POA  l’est  aussi  ( 498), 
il  s'ensuit  que  le  rayon  PO  est  perpendiculaire  au 
plan  ABB'  et  que  P est  un  pôle  de  l'arc  AB  ; de  même  P’ est  un  pôle  do 
l’arc  AC.  D’ailleurs  on  a 

BC  = BP’  - CP’  = BP'  - BP  = PP’  ; 


donc,  t angle  ABC  a aussi  /tour  mesure  l'arc  de  grand  cercle  PP’  qui  joint 
les  fjôles  P,  files  côtés  AB,  AC.  Mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  ces  pôles 
doivent  être  convenablement  choisis. 

Remarque  II.  — Le  lieu  géométrique  des  pôles,  tels  que  P',  de  tous  les 
grands  reicles  qui  font  avec  le  . r d cercle  ABB'  un  angle  égal  à 
l’angle  BAC,  est  la  circonférence  PP'  écrite  du  point  P comme  pôle,  avec 
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la  distance  rectiligne  BC,  c'est-à-dire  avec  la  corde  de  l’arc  qui  mesure 
l’angle  BAC. 

• 

Remarque  IIT.  — Les  deux  remarques  précédentes  donnent  le  moyen 
de  mener  /uir  un  point  [),  pris  h 1rs  e/e  la  circonférence  ABU’,  un  arc  de 
grnntl  cercle  qui  fasse  avec  ABB'  un  angle  égal  à un  angle  donné  B AC.  Car 
le  pôle  de  l'arc  cherché  doit  se  trouver  sur  la  circonférence  PI’’  décrite 
du  |>élo  P de  ABB',  avec  la  corde  de  l’arc  BC  qui  me-ure  l’angle  donné, 
et,  de  plus,  il  doit  se  trouver  sur  la  circonférence  do  grand  cercle  décrite 
du  point  D comme  pôle. 


NOTE  82. 


MESURE  HES  ANGLES  SOUDES  01)  DES  ANGLES  rOLVfeORFS. 


Lorsque  deux  angles  Irièdres  égaux  sont  juxtaposés  de  manière  à avoir 
une  face  commune,  ils  forment  un  angle  polyèdre  à quatre  faces  qu’on 
peut  regarder  comme  étant  la  somme  des  deux  angles  trièdres  ou  comme 
le  double  de  l’un  de  ces  angles. 

On  est  ainsi  conduit  à regarder  les  angles  polyèdres  comme  des  gran- 
deurs particulières,  et  nous  allons  voir  comment  on  peut  les  mesurer. 


Théorème  I. 


La  somme  de  tous  les  angles  solides  ou  polyèdres  qu’on  /seul  former 
autour  iC un  /joint  0 a pour  mesure  le  nombre  8 [en  prenant,  pour  unité 
d’angles  polyèdres,  l’angle  trièdre  trircrtnnglc  (387)]. 


Car,  en  mer  ant  par  le  point  0 trois  plans  ABA'B’ 
ACA'C,  BC3C',  perpendiculaires  entre  eux  deux 
à deux  (337),  la  somme  des  angles  solides  formés 
autour  de  ce  point  sera  décompt  sée  en  huit  angles 
trièdres  trirectangles  OABC,  OBA'C,  OA'CB’,. . . . 


Théorème  II. 

Le  double  d'un  angle  trièdre  bireetangle  OABC  (387)  est  à la  somme 
de  tous  les  angles  solides  qu'on  peut  former  autour  d'un  /mini  comme 
l’angle  /dan  aigu  ou  obtus  BOC  de  cet  angle  trièdre  est  à quatre  droits. 

Supposons  que  l’angle  trièdre  OABC  et  un  second  angle  trièdre  OA'BC, 
égal  au  premier,  soient  juxtaposés  de  manière  à 
avoir  pour  angle  commun  l’angle  BOC  qui  n’est  pas 
droit,  et  du  sommet  0 comme  rentre,  avec  un  rayoe 
quelconque  OA,  décrivons  une  sphère  qui  coupera 
les  arêtes  OA.  OB,  OC,  OA'  en  A,  B,  C,  A'.  La 
somme  des  deux  angles  trièdres  correspondra  au 
fuseau  ABA'C,  et  la  somme  de  tous  les  angles  solides 
que  l’on  peut  former  autour  du  point  0,  somme  que 
je  désignerai  par  S,  correspondra  à la  surface  totale  de  la  sphère. 
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Maintenant,  i°  supposons  que  l’arc  BC  et  la  circonférence  BCDE  aient 
une  commune  mesure  et  que  cette  commune  mesure  soit  contenue  n fois 
dans  la  circonférence  et  ni  fois  dans  l'arc  BC;  on  aura 

BC  m 
BCDE  ~ ~n‘ 


Alors,  si  par  le  diamètre  AA'  et  les  différents  points  de  division  de  la 
circonférence  on  fait  passer  des  plans,  la  somme  S sera  divisée  en  un 
angles  trièdres  birectangles  qui  seront  égaux  entre  eux  comme  ayant 
leurs  faces  égales  chacune  à chacune,  et  l’un  de  cos  angles  trièdres  sera 
contenu  un  fois  dans  la  somme  des  angles  trièdres  OABC,  OA'BC;  donc 
on  aura 

2 OABC  _ 2 ni  _ m 
S 2 n n ’ 


et,  par  suite, 


aOABC  BC  BOC 
S ~ BCDE  - " 


2e  Si  l’arc  BC  et  la  circonférence  BCDE  étaient  incommensurables,  on 
démontrerait,  au  moyen  du  raisonnement  connu  (175),  qu’on  a encore 
cotte  proportion. 

Corollaire.  — Si  l'on  prend,  /x>ur  unité  d'angles  / tolyèdrrs , l’angle 
trièdre  tri  rectangle,  le  double  de  l’angle  trièdre  bi  rectangle  OABC  a / mur 
mesure  le  double  de  l'angle  dièdre  aigu  ou  obtus  de  cet  angle  trièdre, 
évalué  au  moyen  de  l'angle  dièdre  droit. 

Car  on  a 

a OABC  BOC  2 BOC 
S ~ 4 ~ 8 ’ 

or,  S a pour  mesure  le  nombre  8 ; donc  2OABC  aura  pour  mesure  aBOC. 

De  plus,  comme  l’angle  plan  BOC  est  la  mesure  de  l’angle  dièdre 
OA  (351),  il  s’ensuit  qu’en  représentant  la  valeur  de  cet  angle  dièdre 
par  A,  on  aura 

mes.aOABC  = a A. 

Donc  on  a aussi 

mes.  OABC  = A. 


Théorème  III. 


Deux  angles  trièdres  symétriques  OABC,  OA'B'C'  sont  équivalents. 

Du  sommet  O comme  au  centre,  avec  un  rayon  quelconque  OA,  décri- 
vons une  sphère  qui  coupe  les  arêtes  des  deux  an- 
gles trièdres  en  A,  B,  C,  A',  B',  C',  et  soit  P le  pèle 
du  petit  cercle  qui  passerait  par  les  trois  points  A, 
B,  C ( 560)  ; les  trois  arcs  de  grands  cercles  PA,  PB, 
PC  sont  égaux,  et  par  conséquent  les  triangles  PAB, 
PBC,  PCA  sont  isocèles  : d’où  il  résulte  que  les  an- 
gles trièdres  OPAB,  OPBC,  OPCA  sont  isoèdres. 
Maintenant , menons  le  diamètre  PP'.  Les  angles  trièdres  OP'A'B', 
OP'B'C,  OP'C'A'  seront  respectivement  les  symétriques  des  angles  triè- 


Digitized  by  Google 


NOTES  SUR  LB  LIVRE  VIII.  — NOTE  82.  5o3 

dros  OPAB,  OPBC,  OPCA,  et  par  suite  ils  seront  aussi  isoèdres;  donc  le 
trièdre  OP'A'B'  peut  coïncider  avec  OPAB,  le  trièdre  OP' B'C'  avec  OPBC, 
le  trièdre  OP' C'A'  avec  OPCA.  Donc  les  angles  triédres  OABC,  OAB'C' 
sont  équivalents. 

Remarque  I.  — Si  le  pôle  P était  hors  du  triangle  ABC,  la  démons- 
tration ne  présenterait  pas  plus  de  difficulté  (360,  rem.  I). 

Théorème  IV. 

Si  deux  cirronférenres  rie  g rancis  cercles  ABA’  B1,  ACA'C'  ce  coupent 
uir  un  hémisphère  ABCB’C',  la  somme  des  deux  angles  triédres  OABC, 
OAB'C'  est  équivalente  à In  somme  des  deux  angles  triédres  OABC,  OA'BC, 
qui  correspond  au  fuseau  ABA'C. 

Car  les  angles  triédres  symétriques  OAB'C',  OA'BC  étant  équivalents, 
on  a 

OABC  4- OAB'C' = OABC  4- OA'BC. 

Remarque.  — La  somme  OABC  -f-  OA'BC  est  égale 
à la  somme  des  deux  angles  triédres  birectangles 
qui  correspond  au  fuseau  ABA'C,  et  par  conséquent 

mes.  (OABC  4-  OAB'C')  = a A, 

en  désignant  toujours  l’angle  dièdre  BAOC  par  A. 


Théorème  V. 


Un  angle  trièdre  quelconque  OABC  a pour  mesure  l’excès  de  ta  somme 
de  ses  angles  dièdres  A,  B,  C sur  deux  angles  dièdres  droits  (en  prenant, 
pour  unité  d’angles  polyèdres,  l’angle  trièdre  trirectangle,  et,  pour  unité 
d’angles  dièdres,  l’angle  dièdre  droit). 


Du  sommet  O commo  centre,  avec  un  rayon  quel- 
conque OA,  décrivons  une  sphère  qui  coupe  1rs  arêtes 
de  l’angle  trièdre  en  A,  B,  C,  ce  qui  détermine  le  tri- 
angle sphérique  ABC,  et  prolongeons  les  côtés  AB, 
CB  de  ce  triangle  jusqu’à  la  rencontre  de  la  circonfé- 
rence ACA'C'.  On  aura 


mes.  ( OABC  4-  OA'BC)  = a A, 
mes.  (OABC  4-  OA'BC')  = a B, 
mes.  (OABC  4- OABC')  = aC. 


Ajoutant  ces  égalités  membre  à membre,  et  remarquant  que  la  somme 
des  quatre  angles  triédres  OABC,  OA'BC,  OA'BC',  OABC'  a pour  mesure 
le  nombre  4,  on  a 


d’où 


mes.  aOABC  = a A 4-  a B 4-  aC  — 4, 
mes.  OABC  = A -t-  B + C — a. 


Rrmarrpte.  — On  peut  dire  aussi  qu’u/j  angle  trièdre  OABC , dont  le 
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sommet  est  le  centre  (Pline  sphère  OA,  a pour  mesure  le  triangle  sphé- 
rique ABC  compris  entre  ses  faces,  rapporte  nu  triangle  sphérique  trirec- 
tang/e  pris  pour  unité  ( 562  ) . 


Théorème  VI, 

Un  angle  polyèdre  convexe  a futur  mesure  l’excès  de  la  somme  de  scs 
angles  dièdres  sur  autant  de  fois  deux  angles  dièdres  droits  qu’il  y a 
d unités  dans  le  nombre  de  ses  faces,  moins  deux  ( en  prenant,  pour  unité 
d’angles  polyèdres,  l’angle  trièdre  trirectangle , et,  pour  unité  d'angles 
dièdres,  l’angle  dièdro  droit). 

Car,  en  menant  des  plans  par  l’une  des  arêtes  et  par  chacune  des  arêtes 
opposées,  on  décompose  l’angle  polyèdre  en  autant  d’augles  trièdres  qu’il 
y a de  faces  moins  deux;  or,  chaque  angle  trièdre  a pour  mesure  l’excès 
de  la  somme  de  ses  angles  dièdres  sur  deux  angles  dièdres  droits,  et 
d’ailleurs  la  somme  des  angles  dièdres  de  tous  les  angles  trièdres  n’est 
autre  que  la  somme  des  angles  diedres  de  l’angle  polyèdre;  donc  l'angle 
polyèdre  a pour  mesure  la  somme  de  ses  angles  dièdres,  diminuée  d'au- 
tant de  fois  deux  angles  dièdres  droits  qu’il  y a d’angles  trièdres  ou 
qu’il  y a d’unités  dans  le  nombre  des  faces,  moins  deux. 

Remarque.  — Un  peut  dire  aussi  qu’u/;  angle  polyèdre , dont  le  som- 
met est  au  centre  dune  sphère,  a /jour  mesure  le  polygone  sphérique, 
compris  entre  ses  faces,  rapporté  au  triangle  sphérique  trirectangle  pris 
pour  unité  (563  ). 
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NOTE  83. 


DÉMONSTRATION  D'l'NE  PROPOSITION  ADMISE  DANS  LA  NOTE  52. 


Dans  le  théorème  II  de  la  Note  52,  nous  avons  admis  qu’en  faisant 
mouvoir  indéfiniment  le  point  O sur  arc,  dans  le  sens  xy  [voir  la  figure 
page  449).  les  arcs  tels  que  BNA,  décrits  successivement  avec  le  rayon 
variable  OA,  avaient  pour  limite  la  droite  AB;  mais  nous  croyons  devoir 
démontrer  cette  proposition. 

D’abord  on  peut  supposer  que  le  rentre  O du  cercle,  décrit  avec  le 
rayon  OA,  se  trouve  au-dessous  de  AB,  et  alors  la 
1 question  revient  à démontrer  que  l’arc  BNA  a pour 

Je  limite  la  corde  AB,  lorsque  le  centre  O s'éloigne 

indéfiniment  du  point  M,  milieu  de  AB. 

Pour  cela,  menons  les  deux  tangentes  AC  et  BC 
qui  se  rencontreront  sur  xy,  et  désignons  le  rayon 
OA  par  R.  Nous  aurons  (230) 


;n\ 

: -,i 

\ 

IM 

XJ 

0 

y 

y 

AC 

AM 


OC 

OA 


-NC 


H 


1 + - 


NC 


ou 


et,  par  suite, 

a AC  — 2 AM  = 


acb-ab=^Ç. 


a AM  x NC 
H 


Maintenant,  supposons  que,  la  corde  AB  restant  fixe,  le  rayon  U croisse 
indéfiniment  et  qu’on  mène  à chaque  cercle  deux  tangentes  AC,  BC  par 
les  extrémités  de  AB;  on  voit  facilement  que  le  point  d’intersection  C de 
ces  tangentes  se  rapproche  de  plus  en  plus  du  point  M,  d’où  il  résulte 
que  la  droite  NC  reste  finie  et  quSI  en  est  de  mémo  du  produit  AB  x NC. 

Donc  la  fraction  - 5 ^ ^ tend  vers  la  limite  zéro,  et,  par  conséquent, 

K 

la  ligne  brisée  ACB  a pour  limite  la  corde  AB. 

Or,  l’arc  ANB  est  toujours  compris  entre  la  ligne  brisée  ACB  et  la 
corde  AB  (285,  8);  donc  cet  arc  a aussi  pour  limite  la  corde  AB,  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque.  — Lorsque  le  rayon  OA  croit  indéfiniment,  l'arc  ANB  s'ap- 
proche de  plus  eu  plus  de  la  droite  AB,  et  il  tend  à se  confondre  avec 
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cctle  droite.  On  est  ainsi  conduit  à regarder  quelquefois  un  arc  de  cercle, 
dont  le  rayon  devient  infiniment  grand,  comme  une  ligne  droite. 


NOTE  84. 


Sl'n  LA  MESURE  D’UN  SEGMENT  SPHÉRIQUE  A DEUX  RASES. 


Pour  établir  la  mesure  d’un  segment  sphérique  à deux  bases,  nous 
avons  considéré  ce  segment  (522)  comme  la  somme  d'un  tronc  de  cène 
et  d’un  anneau  sphérique;  mais  on  peut  arriver  à la  mesure  de  ce  même 
segment  en  le  considérant  comme  la  différence  de  deux  segments  sphé- 
riques à une  seule  hase. 

Désignons  toujours  les  droites  BB’,  AA',  A'B'  par  m,  n,  A ; puis,  repré- 
sentons par  R le  rayon  OA  de  la  sphère,  par 
h et  A*  les  droites  EB',  EA',  et  enfin  par  V 
le  volume  du  segment  sphérique  engendré 
par  AMBB'A'.  On  aura,  en  se  fondant  sur  la 
Note  79,  sur  le  n°  198  et  sur  la  Note  65, 

V = vol.  EMBB’-  vol.  EAA' 

= i-A',(3R-A')-i7r/("(3R-A') 

= j<r[3R(A'2-A”)-(A'2-A'2)] 

= ^ 7rA  [3R  (A'-h  A")  - (A"+  A*’+  A' A*)]. 


Maintenant,  on  a (230) 

(1)  ni'  = A*  (aR  — A' ) = aR  A'  — A'1, 

(2)  n'  = A*  ( aR  — A')  = aR  A'  — A*’, 


et,  si  l’on  retranche  cette  dernière  égalité  de  la  précédente,  il  vient 

m'  — n'  = aR  ( H — A*)  — (A'*  — A") 

= aRA  — A (A'+A*); 

A'+/,-  = ?R/‘  - 


d’où  l’on  tire 


D’ailleurs,  en  ajoutant  les  égalités  (i)  et  (a),  on  a 

m'  + /!>  = aR  (H  + A*)  — (A'»  + A**), 


d’où 


A”  + h"  = aR  (A*  + A')  - m ' - n' 
4 R* A — aR»i3  -4-aR«3 


— m — if 


4 R’ A — aR  m'  -4-  aR  «’  — A/M3  — An2 
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Enfin,  l’égalité  A’—  A*  = A donne 


A"  -4-  A*’  — aA'A*  = A% 

d'où 

A' A*  = — — 

i i 

4 R1  A — iRm'  + iRn1  — A/na  — An’  — A 3 
2 A 


5o^ 


Remplaçant  dans  la  valeur  de  V les  quantités  A'+A*,  A^-t-A"’  et 
A'A*  par  leurs  valeurs  trouvées  ci-dessus  et  effectuant  les  calculs,  on  ob- 
tient, en  définitive, 


V = A x 


KM1  W«3 
2 


FIN  DES  NOTES  SUR  LES  ÉLÉMENTS  DE  GÉOMÉTRIE. 
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Page  : les  3 dernières  ligues  doivent  être  reportées  page  3-,  avant  le 
Corollaire  II. 
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